Analysis 3
1. Fouriertransformation
1 *© .
2(w) = FixHw) = — J x(t)e~@tqt
V2 J_»
1 (® )
x(t) = F Y&z}t = —f 2(w)e“tdw
V21 J
1.1. Regeln
Originalfunktion Bildfunktion
a(t) = F Hijt) = dw) = Flepw) =
0. Definition 1 L fxnsamen . 1o o
Eif E(w)e™" dw \/ﬂ:/ z(t)e dt
1. Dualitit &(t) (—w)
Li o

g TS (1) + bu() i () + bie)
(a,b e C)

Skalierung 1, fw

3. xlat — (=
(€ R\ {0)) oo (&)

. Zeitverschie- alt—to) 050
bung (to € R)

Frequenzver-

5. schiebung et () &(w — wa)
(wo € R)
kompleze R

6. (t) &(—w)
Konjugation
Ableitung im dr

7. fa— W (w
Zeitbereich dt( ) )

s Ableitung im —ita(t) d_..[, )
Frequenzbereich dw
Faltung im (x=y)(t) =

o Zeitbereich f x(t )yt — ) dt’ Vami()i()
Faltung im (& ) (w) =

10. : r
Frequenzbereich Vara(tyy(t) ] F(w)ii(w — w') do’

) sin (1tx)

sinc(x) =
X

1.2. Wichtige Transformationen

Originalfunktion Bildfunktion
) : 7 (et de
T\t — T\T)e A
V2
b 7 F(w)e™! dw z(w)
V2T l
rect(t) \/12? sinc (2%)
5“) L
1 V2716 (w)
sgn(t) 2L
T iw
11 T
't V2r6(w — 1)

1.2.1. Rechteckfunktion

)
Flrect}(w) = ! sm(7) = !

] 1)
T % — sinc (ﬂ)

1.2.2. Dirac Distibution

o(t) =6(—t) fmS(t)dt =1

(x*x8)(t) = foox(t’)a(t —t")dt' = x(t)

1.3. Darstellung als Fourierreihe

ag - 2 . (2m
x(t) = > + kzl(ak cos (? kt) + By sin (? kt))

_Z f S (ant> dt
ak—T . x(t) cos T

2 (to-r /2
be == ft x(t)sm(?kt)dt

0

2. Partielle Differenzialrechnung
2.1. Funktionen mehrer Variablen

Bild: im(f) = f(D) = {f(x)|x e D} € R™

Stetig hebbar = Punkt in Definitionsliicke definiert
und Definition macht Funktion stetig

Funktion stetig an einer Stelle x, wenn der
Grenzwert an der Stelle x, existiert und dem
Funktionswert enspricht.

2.2. Definitionen

Bezeichnung | Bedingung
f; ist partiell Sf;
differenzierb — existiert fiir alle j
Ox;
ar an Stellea J
f partiell 5f,
differenzierb é‘_xl existiert fur allei,j
aran Stellea J
ist partiell 6f;
j: ISt partie i existiert fur alle i, j,
differenzierb 6x;
ar an jeder Stelle x € D
Es existiert eine lineare Abb.
f ist total Ly:R™ - R™, sodass
differenzierb ”f(&) —f(a) - Lo(x — @) ” N
ar im — = — — R
x-a lx - afl g

L, ist das totale Dif ferenzial oder die totale

Ableitung der Funktion f an der Stelle a

2.2.1.Satz 3
f total dif f'bar = f stetig

f total dif f'bar = f partiell dif f'bar

f stetig partiell dif f'bar
f total dif f'bar
7 L,@) =Df(a)y, vER"

Umbkehrschlisse nicht giiltig!



Eine (total) differenzierbare Funktion l3sst sich an
jeder Stelle a € D durch eine lineare Funktion

approximieren:

Veralgemeinertes 1. Taylorpolynom:

T1f(x; @) = f(a) + Df (a)(x — a)

2.3.1. Jacobi-Matrix

oh, .. Y1,

6x1~ 6x,~
Df (a): : : € R™"
= \Yn, .. Un,

6xq 6x, ~

2.3.2. Gradient

A
=

|

f v grad(f),
6f

1=

of
o[
grad|(f(x)) = :

Xn

2.3.3. Richtungsableitung
v: Richtungsvektor

D: f = Dyf
Dvf:D = R™

Wichtig:

Dvf (x) = Df(x)v

d.h. Sehr leicht mit Jacobi-Matrix berechenbar!

2.3.4. Nabla-Operator
)

6xq

5

6x,

2.3.5. Divergenz
Seim=n

i (1)) = Y s = o (01(2)) = v

—>Spur der Jacobi-Matrix mal x

2.3.6. Rotation

5fy 8fy
—(x) ———(x
5 () 52 ()
6 é
rot(f) =W f = (2 - Uz
- - 0z ox
% (x) — % (X)
6x oy
Operator Schreibweise ohne V | Schreibweise mit V
Gradient grad f Vf
Richtungsableitung af )
(m = 1, Skalarfeld) | Pvf+ 5w (v-V)f
Divergenz div f vV.f
Rotation rot f Vx§F

2.3.7. Anwendung: Fehlerfortpflanzung
x:Variable (kann Vektor sein)

y: Ergebnis der Funktion
f: Funktion

Ax, Ay: Abweichungen (Griin muss gegeben sein

n

of
=y
ayl's 5%, (x)
j=1
n
A xj 6
Bls3 el
I &ly o

2.4.1. Hesse-Matrix

5%f 5%f

6_xf 6x16x, T
Hf ) =| S (QVf)
- \ o°r . % / -

5x,6%; 5x2

verallgemeinerte 2. Taylorpolynom:

1
Tof (;a) = f(a) + Vf(a)(x —a) + z(x —a)’
+Hf(a)(x —a)

2.4.2. Skalarer Laplace
Af(x) = div(grad(f)) - x

Vi= Af = div(grad(f)) = tr <H:f)

tr = Spur

2.5.1. Satz von Schwarz
f ist p — mal stetig partiell dif ferenzierbar

= Reihenfolge der partiellenAbleitungen mit
Ordnung k < p ist unerheblich

- Hesse-Matrix einer 2x stetig partiell
differenzierbaren Funktion ist symmetrisch

- Es mussen nicht mn¥ k-te partielle
Ableitungen berechnet werden, sondern nur
m (n +k-1

K ) k-te partielle Ableitungen

2.6.1. Minima/Maxima
Bedingung: Vf(x) =0

Eigenwerte von H f(x,) berechnen:

- Alle positiv: lokales Minimum
- Alle negativ: lokales Maximum
- Beides: Sattelpunkt



2.7. Rechenregeln

V(fg) = fVvg + gVf
div(fv) = Vf - v + fdiv(v)
rot(fv) =Vf xv + f - rot(v)

2.7.1. Verallgemeinerte Kettenregel

D(fo9)() = D:f(g(x))D:g(z)

feog=f(g()
2.7.2. Spezialfdlle
fiD>R, DfCR?
v:D, - R3,  D,CR3
f und v sind 2x stetig partiell diff’bar, so gilt:
div(rot(wv)) =0

rot(grad(f)) = 05

2.8. Kurven und Flachen

2.8.1. Immersion
” Bild |

ciner Funktion

Graph
ciner Funktion

2.8.2. Lagrange Muliplikator
mit f(x) und g(x) = c (Anfangsbedingungen)

_ T
veee ) = (T 5&5") A

Dieser Gradient muss an der Stelle (x,, A¢)
verschwinden (=0nsm).

3. Integralrechnung
3.1. Kurvenintegrale

y:la,b] > R"

[':'=im(y) € R"

Dann gilt:

b
fr fas = [ Fo@I©lds ds=Folde

b
fv(x) cdx = f v(y(0)) - y()de
r a
¢ dA wird fiir geschlossene Kurven gebraucht

Niveaumenge
ciner Funktion

regulare Kurve

Normalenvektor

B 2 . . P2
in der Ebene v:R—R f:R—=R f: B >R
Tangentialvektor r ¥ = ( 3; ) ( fl’ ) ( _f; )
Normalenvektor L e —-f' V= fz j
1 1 =\ fy
lare K -
im Raum iR R FiRoR? 1R SR
1 1 1
Tangentialvektor ¥ = o0 ( § ) = fl Vi1 % Vo
(\w) oy 7 9
h —Ya —%3 k _fl _fl
Normalen- A1 . 0 1 2
vektoren ( 0 ) ( 4 ) ( (1] . (I) V1.V [z
falls 41 # 0
lire Flach
e S P o
Iz 0
Tangential- é (1) 0 , s
vektoren Pz Py ’ —fx —fy
[ (NI Tv fallt 7. % 0 b
" - —fx /
Pu X Py \( Yf)=(—fy
1

S
Vf= fy
fz

3.2. Anwendungen

3.2.1. Bogenlange

Parametrisierung: y(t) = (f(tt))

b
N = L(T) = jr 1ds = f ¥(@®)ldt
b
=f 1+ f'(t)?dt

3.2.2. Arbeit
b
W= |F -dx = F - $(t)d
fr(x) x fa (s(®) - s(t)dt

Momentanleistung:

P(t) =F(s() - 5(t)

Mittlere Leistung

]l

- be(t)dt— W
" b—al, “b—a

3.3. Transformationssatz

Substitution auf mehrern Raumdimensionen

f(B)dy = fM (o) det(Do(x) |dx

o (M)
Mit det(De(x)) # 0

3.4. Krummlinige Koordinaten

3.4.1. Polarkoordinaten

(o) =x=7=000= ()

TTSing) ¢ e
rcose

cos@

D_(p(x) - (sinqo

det (%(x)) =r



3.4.2. Zylinderkoordinaten
r rCoSQ
(1) =y =000 = (e

VA zZ

Cos —rsing 0
De(z)=| sing rcosp 0 | e R¥? det (Dep(z)) =r.
0 0 1

3.4.3. Kugelkoordinaten

T 7 sin v cos ¢
U | =x—y=¢(x):=| rsinvdsing
%) rcosv
sintvcosyp rcosvcose —rsindsing
De(x) = sindsing rcosvsing  rsindcosp
cos —rsinv 0
det (Dp(x)) = r’sind

3.5.1. Skalarfelder
Seif:D > R,DCSR3mitSCS D

/fda—/f

dO' o |(lou(

3.5.2. Vektorfelder
Seiv:D - R3,DCR3,ScD

N (u) X ¢, (w)|du

X @, (u)|dvdu

[vdoi= et (o) x ¢, () du

S M

do = (p,(u) x ¢, (u))dvdu

Fluss:
= /v -do e R
S

3.5.3. Tabellenform
Kurven-/Wegintegral

1. Art (Skalarfelder)
Kurven-/Wegintegral

[ as- / Fv (Dl at
T a
JECRE fbvw(t)) (1)

v : [a,b] — R
' =im(y) CR"
f:D—-RTCDCR"

dt
2. Art (Vektorfelder) 4 J ¢ ¢ v:D—=R" I CDCR"
(65), (66) v-tds r . ﬁ
r "’Enthng\ Karve: B fnu\\'n.chi' be v
. . Berechnung mittels .
n-dimensionales f I Transformationssatz, Satz J:D—=R
Integral (n € N) von Fubini, ... MCDCR®

Oberflichenintegral
(Skalarfelder) (82)
Oberflichenintegral
(Vektorfelder) (83)

(auch: Fluss) (84)

M
[fda - /f(w(m)\eou(u) X @, (1
S M

[ordo= [ole@) uw x e,

S M

)|d’ll. ('O:JWI‘}RS,AIQRQ
S =im(e) CR?
(w)d f:DSR SCDCR?

v:D— R SCDCR?

f’u ndcr‘be,(fu)sﬁ n— P X Py

Vdurdn §

[P, X @,

Volumenintegral

(3-dim. Integral) (87)

fdiv vdV = j[v -do

|4 S

v:Vektorfeld

/f&ﬁ:/fwﬂw
D D
(— %v -ndo = ‘I’S(”))

i

V € D:abgeschlossene Menge

S: geschlossene Flache, Oberflache vonV

n: Normalvektorfeld auf S

f:D =R, DCR?

3.6.1. Folgerungen

/Vf-vqtfdivvdV%fv-da
v

S

/w-rotv —v-rotwdV = j{(v X w) - do
i

q

/ng+Vf-ngsz§ng-da
v S

[ 139 = 981 aV = § (199 - gV - do
v

S



(/(mt v)-ndo —) jrnr v-do = f v -dx (— % 'U't(].\)

s S I r

4. Gewohnliche DGL

Eine Losung einer gDGL erfillt mit ihren Ableitungen
an jeder Stelle die gDGL.

4.1.1. Allgemeine Losung
DGL: y™ = F(x,y,y",y", ...,y 1)

Die allgemeine Losung enthélt genau n unabhangige
Parameter (Integrationskonstanten).

4.1.2. Spezielle Lésung
Den Parametern werden feste Werte zugewiesen.

4.1.3. Singulare Losung
Lasst sich nicht aus der allgemeinen Losung
gewinnen.

4.1.4. Losungsschar

Die gDGL hat mehrere Lésungskurven (von den
Parametern abhangig). Die Menge aller
Losungskurven ist die Losungsschar.

4.2.1. Normiertes Richtungsfeld

— 1 1
YO = (reo)

4.2.2. Tangentialvektor an Losungskurve

70 = (4(0)

)= (y’%x))

4.2.3. Separierbare gDGL
Eine separierbare gDGL kann folgendermassen
geschrieben werden:

vy =f(x)-g®)

Wenn:

®: Dy -+ R, Dy C R2

o= )
9(y)

Dann gilt:

VO(x,y) - v(x,y) = 0

4.2.4. Trennung der Variablen
1. Bestimme Nullstellen von g, fiir jede
Nullstelle y, ist die Funktion y = y, eine
Losung der DGL. (singulare Losung)
(singuldre Losung)

1
1 —
3. pron, dy = [ f(x)dx

4. Das Ergebnis nach y auflosen,
Integrationskonstante nicht vergessen!

4.2.5. Homogene lineare DGL
y' +fx)y=0
Konstanter Koeffizient, wenn: f = const.

Losung mit Trennung der Variablen.

4.2.6. Inhomogene lineare DGL
y' + )y =8x)

1. Bestimme eine Stammfkt F von f(x)

2. LésefeF(x)g(x)dx
3. y(x) =eF® f e g(x)dx
4. Integrationskonstante!

4.2.7. Lineare gDGL mit konst. Koeffizienten
Allg.Lésung: y(x) = Ce™ ™ + y,(x) = yo + ¥p

Storfunktion g(x)
Polynomfunktion

Losungsansatz fiir y, ()
yp(x) = co+ciz+ -+ cnz”
vom Grad n € Ny Parameter: ¢, e1,...,6n
Linearkombination von Yp(x) = e sin(wz) + ¢ cos(wz)
trigonometrischen Funktionen | oder y,(z) = csin(wz + @)
g(z) = Asin(wz) + B cos(wz) | Parameter: ¢, ¢ bzw. ¢, ¢

bx
wio ={ e 12
g(x) = Aeb* Parameter: ¢

Exponentialfunktion

1. Losungsansatz wahlen
2. yptay,=gx) Vx
3. y(x) =Ce™™ + y,(x)

4.2.8. Substitution
Verwenden bei nichtlinearen oder nicht
separierbaren DGL.

urspriingliche gDgl Substitution transformierte gDgl
(fiir y(x)) Riicksubstitution (fiir u(x))
y' = flaz +by+c) ui=ar+byt+e W' =a+bf(u)
(separierbar fiir b = 0) y= u= (;I —¢ (separierbar)
y':f(y) u::% u’:%(f(u)fu)
* y=au (separierbar)
Y= f@y+gnacR | wimy | w=(1—a)(f@u+g@)
(linear fiir o € {0,1}) y = ul/1= (linear)
J. Bernoulli, 1655-1705

4.2.9. Anfangswertprobleme
Zusatzlich zur DGL existiert eine Zusatzbedingung der

Form: y(xo) = ¥o

Uberpriifen, ob singulire Lésung existiert.
DGL |6sen oder in Tabelle nachschauen
Yo in die allgemeine Losung einsetzen
Nach C aufldsen.

N e



Art der gDgl

Losungsformel fiir den Anfangspunkt (zo, yo)

separierbar

y' = f(2)g(y)

y(x)

/ g(lmdu_jmdt

Yo

linear

Y + flz)y = g(x)

g

y(l?) — Sf{F(a‘}*F{Iu:J)yO T 671'—'(1'] [EFﬂt:)g(r) df,

ro

Firgendeine Stammfunktion von f

linear mit
konstantem
Koeffizienten

Y +ay = g(x)

7

1

vh

y' = :
9%71

!

y?l

@

y(z) = e” M= 20ly, 4 70T /c“fg(i') dt

To

fil@,yi, ¥z oo U1, Yn)
fol@, yi, 420+ Un—1,Yn)

= : = flz,y)-

fn—l(-T~ Y, y2,. .. :yn—l.-yn)
oz, g1, 92,000 Yn—1,Yn)

4.3.1. Autonom
Falls y' = f(y) >kein x

4.3.2. Linear

Fallsy’ = A(x)y + b(x)

Mit A(x) € R™™ und b(x) € R"

4.3.3. Normiertes Richtungsfeld

o) =t (1
vz, y): Vl+|f(1'-y)|2 ( flz,y) )

Bei Gleichungen 2. Ordnung

4.4.1. Ohney

y'=fy"

4.4.2. Ohne x
y'=foy")
1. II:d_y,ﬂ:dy, ,—)d—ylzf(y’y,)
dy dx dy dy y'
2. w(y) =y
~ . d_W — f(y;W)
3. Lose: W nach w(y)
4. Lose:y' =w(y) nachy

Werden gelost durch Finden der Fundamentalmatrix

.
@(x) = (y1(x) y.(x)) € R™™, x €D
y(x) =®(x)C, x€D,CeER"

Jede Fundamentalmatrix erfillt:
' =AN)P

Linear unabhangig, wenn:
det(®) # 0

4.5.1. Beweisen, dass Fkt Basislosungen sind
1. Fundamentalmatrix erstellen:
y1(x) Yn(X)
g(x) =
" @) P (@)
2. DGL als homogenes lineares System
schreiben & A(x) bestimmen (4.3.2)
3. @' = A(x)® nachpriifen
4. Lineare Unabhangigkeit liberpriifen mit

det (2 (x))

1. Variable definieren: z(x) = y'(x)
2. In DGL einfiigen & z(x) berechnen
3. Berechnen: y(x) = [ z(x)dx

4.5.2. Potenzreihenansatz
Verwendet, wenn die Koeffizienten der linearen
gDGL Polynomfunktionen in x sind.

4.5.3. Konstante Koeffizienten
Dann gilt:

g(x) — exA € R



