Stochastik und Wahrscheinlichkeit

1. Grundlegende Begriffe

O = Ergebnismenge = Anzahl mogl. Ergebnisse

w = Ergebnis eines Zufallsexperiments
E:Ereignis = Teilmenge von ()
E tritt ein,wennw € E

U= Vereinigung
N= Schnittmenge
c= Teilmenge von

1.1.1. Ereignisalgebra
Auch ¢ — Algebra genannt
Mengensystem £ C Pot({}) mit folgenden
Eigenschaften:

- deXund QEX

- FuralleE € X gilt auch E€ € X

- Firalle E{, E,, ... € Zgilt

E,=E;UE,U..=FE€X
i=1

1.1.2. Wahrscheinlichkeit
Fir Wahrscheinlichkeitsraum (€, %, P) gilt:

- FurEe€eXZ:P(E)=1-P(E°

- FUrEE, €EX:

P(E; UE,) = P(E;) + P(E;) — P(E; N Ey)
- FurE, cE, €X: P(E;) < P(Ey)

1.2.1. Definition Unabhangigkeit

P(AnB)=P(A) - P(B)
Schlussfolgerung:
P(B|A) = P(B)

Wenn A, B unabhiangig, auch A¢, B und A, B€ und A€, B¢
unabhangig

Bei mehr als 2 Ereignissen, unabhangig falls:
EE,, ..., Ey

P (Ey, 0 Ex, 00 Ey,) = P(Ex,) P (Ex))
Vi<k <-<kisnund2<j<n

1.2.2. Paarweise Unabhangigkeit
E]J Ez,"',En E Z

Paarweise Unabhangig falls:

P(E;NE;) = P(E) - P(E;)Vi, j

Unabhingig falls

Endliche Mengen My, ..., M, mit Anzahlen nq, ..., n,,
von Elementen

Q=M XXM,
:{(1): (a)l,...,a)m)|a)i EleurlﬁlSm}

hat nq - ny, - -+ - n,y, Elemente

1.3.1. Elemente aus einer Menge wahlen
Anzahl Moglichkeiten:

!
Coie = (i) = m

1.4.1. Allgemeine Formel

Fur Ey, ...E, gilt:

n
P(E;U-UE, = Z P(E;) — Z P(E; N Ej)
i=1 i<j
+ Z P(E;NE;NEy)+ -
i<j<k
+ (—D)"P(E;Nn-NE,)

2. Bedingte Wahrscheinlichkeit

A c Qmit P(A) > 0 ist eingetreten

P(ENA)

P(E|A) = )

P(EnA) = P(E|A) - P(A)

P(E) = P(ENB) + P(E n BY)
= P(E|B) - P(B) + P(E|B°)
- P(B%)

Fir mehr als 2 Moglichkeiten:

Q=B,UB,U-UB,

P(E) = ) P(EIBOP(BY)
k=1

> Teilweise muss mit Zwischenschritten & mehreren
Ereignissen gerechnet werden (Skript S.26)

P(BNnA) P(A|B)P(B)
P(A) PA)

P(B|A) =



3. Diskrete Zufallsvariablen

Eine auf der Ergebnismenge von (Q, Z, P) definierte
Funktion.

X: Q- R"

X =0y
X=x}={we|X(w)=x}cQ
x € Qy

{x = x} sind Ereignisse,also {X = x} € X

px: Qx — [0,1]

x - px(x) = PAX = x}),
Px: Ordnet allen Werten x die Wahrscheinlichkeit zu,
dass die Zufallsvariable den Wert x annimt.

x € Qy

3.1.1. Eigenschaften

> e =1

XEQx

3.1.2. Unabhangigkeit

pX(xlle' ""xn)
=P{X, =1und--undX,,

= xn})
= P({X; = x1}) -~ P({Xp, = x,})
— le(xl) e an(xn)

Wenn unabhangig:

E[X:X,] = E[X1]E[X3] = uypy
cov(X,X,) =0

Px.x, = 0

E[X] = Z x-px(x) = Z x-P{X=x}) eR"

xXEQy XEQy

Falls dies konvergiert, ist es der Erwartungswert

3.2.1. Linearitat vom Erwartungswert

X1, X, sind diskrete Zufallsvariablen
E[a1 'X1 + a; Xz] =aq E[Xl] + a; E[Xz] eER

3.2.2. Geometrische Verteilung
X: geometrisch verteilte, diskrete Zuf allsvariable

E[x] =
[]—p
var(X) = —Zp
a(X)=V1p_p

3.2.3. Allgemeine Verteilung
X:diskrete Zufallsvariable

px: Verteilung von X

Y = f(X): Zufallsvariable mit existierenden E

> F@ px)

XEQy

E[Y] = E[f(X)] =

3.2.4. Varianz
u=E[X]

var(X) = E[X?] — (E[X])?

E[X?] existiert, wenn var(X) existiert
var(aX + b) = a? - var(X)

og(aX + b) = |a| - 6(X)

3.2.5. Chebyshev-Ungleichung
u = E[X],var(X)existiert

P((IX —pl > d)) > =22 X va>o0eR

3.3.1. Definition

Ein Zufallsexperiment wird n = 1 mal unabhéngig
wiederholt. Die Wahrscheinlichkeit, dass E(X) 0 >
k = n mal eintritt, ist:

_ n —
Cn,k : pk(l - p)n k= (k) : pk(l - p)n k
X: Anzahl Eintretungen von E in n unabh. Wiederh.

Ox ={0,1,2,...,n}
n —_— ] ]
px(k) = (};) - P*(1 — p)"* = Binomial(n,p)

3.3.2. Eigenschaften

n

Z (p)-Pa-pr*=(@+a-p) =

k=0
E[X] =np

var(X) = np(1—p)

3.4.1. Definition
(Xl: Anzahl Eintretungen Ergebnis 1)

X = :
Xy Anzahl Eintretungen Ergebnis n
Qy ={(nqg, ..., ny) € Nk|0 sn<n&mng+-+n
= n}
n! ny ny
p(ny, -, my) = gl P17 Pk

= Multinomial(n,p4, ..., Pr)



3.5.1. Definition
G: Gesamtmenge, g Elemente

H:Teilmenge, h Elemente,H C G
N: Stichprobenmenge,n Elemente, N C G
Ey.: Stichprobe enthilt k Elemente von H
hy (g—h
()G
g
()

X: Anzahl Elemente der Menge H in Stichprobe N

P(Ey) = ;0 < k < min {h,n}

Qy ={0,1, ..., min{n, h}}
(-3
(n)

3.5.2. Eigenschaften

px(k) = = HypGeom(g, h,n)

h
EX]=n-—
)

h hy g—n

var(X =n-—(1——)-—

0 9 9/ g-1

3.6.1. Definition

k
px(k) =e .

o =N >0

3.6.2. Eigenschaften
E[X]=var(X) =24

3.6.3. Approx. der binomischen Verteilung
Wenn:

S, Binomisch verteilte Zuf allsvar.mit (n, p,)

lim p, =0

n—oo

lim E[S,] = lim(n-p,) =1
n—oo

n—oo
Dann:

)lk
lim P({S, =k}) =e* - —
n-oo k!

- Gilt nur fiir grosse Anzahl n unabhangiger
Ereignisse mit kleiner Wahrscheinlichkeit p

- Effektiv wird der Erwartungswert durch den
Erwartungswert der Poisson-Verteilung
approximiert (n - p = 1)

3.6.4. Glte der Poisson Approximation
Ei, -, E,: Unabhiangige Ereignisse

p; = P(E;); Wahrscheinlichkeiten
N: Zufallsvariable, Anzahl eintretender Ereign.E;
Z: Poisson — A — verteilte Zufallsvariable
BcN
ElZ]=2=py++pn
n
Fehler = |P({N € B)) — P({Z € B})| < Z p?

k=1

< A maxp;
A Pi

4. Zufallsvariablen

4.1.1. Eigenschaften
Die Funktion Fy steigt monoton von 0 bis 1

Fy(x1) < Fx(x3),

lim Fy(x) =0
X—>—00

X1 < Xy

lim Fy(x) =1
X—00

4.1.2. Absolut stetige Zufallsvariablen
Bedingung:

Fe(x) = f fe(Odt

fx:Dichte der Verteilungsfkt Fx

4.1.3. P-Quantil
X:Zufallsvariable

Wahrscheinlichkeit 0 <p < 1

Sei FX(xp) = p, dann ist x,, das p-Quantil von X

1 . -
p= E—Quantll nennt man Median von X

4.2.1. Definition

[o0]

w=EX) = f £ fe(t)dt

57 = | T fdt

4.2.2. Eigenschaften
E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y]

E[r(X)] = f r(t) - fe(©)dt

4.3.1. Definition

var(X) = E[(X — p)?] = j (t = )2 f(©)de = 0

Standardabw.= o(X) = \Jvar(X) =0

4.3.2. Eigenschaften und Zusammenhange
var(X) = E[X?*] — (E[X])*

var(aX + b) = a? - var(X)

o(aX +b) =|al-o(X)



4.4.1. Gleichverteilung
X:auf (a,b)gleichverteilt

0, fallsx <a
F,={2"2 I <b
X=\p " g fallsa<x <

1, fallsb < x

0, fallsx <a

1
fx=\y—5 fallsa<x<b
0, fallsbh < x
a+b
E[X] =
X1 =—
(b — a)®
X)=—"—
var(X) T

4.4.2. Exponentialverteilung

1—e M fallsx >0
R0 = {177
x () 0, sonst

_(2e™,  fallsx >0
fx(x) = { 0, sonst
1
E(X]| ==
[X] =~
1
var(X) = =
4.4.3. Gaussverteilung (Normalverteilung)
Definition:
1 _G=w?
fx(x) = =

T 202 = Ny o (x)

E[X] =u

var(X) = o*

Fy kann nicht analytisch integriert werden

Fy(i—x) = 1 = Fy(u + %)

4.4.4. Potenzgesetze
PX<x)=e™

_((p—Dx7P, fallsx > 1
Fx () ‘{ 0, fallsx<1

_(1—x"®D,  fallsx>1
fX(x)_{ 0, fallsx <1
p—1
ElX|=—— 2
[X] =2’ p>
X) p_1 >3
var(X) = )
@-22p-3 °

4.5.1. Transformation mit Verteilungsfkt.
Fiir jede stetige Zufallsvariable X ist die mit ihrer
Verteilungsfunktion transformierte Variable

Y = Fy(X)
Gleichverteilt auf (0,1)

Mit einer auf (0,1) gleichverteilten Zufallsvariable U
und jeder Verteilungsfunktion F hat die
Zufallsvariable F~1(U) die Verteilungsfunktion F.

4.5.2. Absolut stetige Zufallsvariablen
X: Absolut stetige Zufallsvariable

(a,b)mitPla<X<b)=1
r:(a,b) - (c,d)

Dann ist
Y = r(X), absolut stetig mit Dichte

fr) = {ifx(sm)S’(;v)' fallsf<y<d

0, sonst

mit s = r~1:inverse Fkt vonr,
Vorzeichen positiv falls r steigend, sonst neg.

4.6.1. Unabhangigkeit von absulut stetigen
fx: Gemeinsame Dichte

Unabhangig, wenn:

fx () = fx1(x1) - fxn(xn)

4.7.1. Poissonverteit
X1, X,: Poissonverteilt mit 1, & 4,

Y = X1 + XZ
Y ist poissonverteilt mit A = A4, + 1,

4.7.2. Binomialverteilt
X1, X,: Binomialverteilt mit nq, p und n,,p

Y = Xl + XZ
Y binomialverteilt mit n; + n,,p

4.7.3. Normalverteilt
X1, Xy:normalverteilt mit y, 5,01,

Y =X, +X,

Y normalverteilt mit u; + u,, /012 + a2

4.7.4. Gammavert. Und Exp.verteilt
X;: Gammaverteilt mitn, A

X,: Exponentiellvert. mit 1
Y = X1 + X2

Y: Gammaverteilt mitn + 1,4



4.8.1. Kovarianz

Xy, Xp:mit E[X,] = py und E[X;] = p,

Kovarianz = cov(X{,X3)

= E[(X1 — 1) (X2 — p3)]

Rechenregeln:
cov(Xy,Xz) = E[X,1X5] — mpp
cov(Xy, Xz) = cov(Xz, X7)

cov(aX; + bYy, X;) = acov(Xy, X,) + bcov(Yy, X3)

n

cov(Xj, Xi)
k=1 1

4.8.2. Korrelationskoeffizient

X1 X )_ CO'U(Xl,Xz)

Px,x, = COV <—.—

01 03 010

Falls px, x, = 0 sind X, X, unkorreliert

4.8.3. Kovarianzmatrix
X: Zufallsvektor

cov(X) =2

Zi,j = CO‘U(XL',X]')

X: Normalverteilter Zufallsvektor

fX (x) = n 2
(2m)Z (det(Z))2

=N(x)

1 1
———exp (— S (@ —wE(x -

5. Grenzwertsatze

- o?
P(Xp—plze)<——
X1,X,,...:Folge von Zufallsvariablen
w: Erwartungswert von X4, X,, ...
o?:Varianz von X1, X, ...
X,: Stichprobenmittelwert vom Umfang n

€ > 0: Beliebige positive Toleranz

- Stichprobenmittelwert liegt nahe am
Erwartungswert

5.1.1. Starkes Gesetz der grossen Zahl

Fir jede Folge von Zufallsvariablen X3, X5, ... mit
Erwartungswert u konvergiert die Folge der
Stichprobenmittelwerte X,, gegen u, wennn + o

Fir jede i.i.d. Folge von Zufallsvariablen mit
Erwartungswert u und Varianz o2 strebt fiir grosse
n die Verteilungsfunktion der normalisierten Summe

Sp—nu
Vno

Gegen die Verteilungsfunktion @ der Standard-
Normalverteilung

mltSn =X1 +X2 +"'+Xn

P(S"_"“< ) ®(x) fiir all
S X)) — X ur alle x
\/EO' n—-oo

Sp:Summe
X,: Mittelwert
P(Sp<x) =@, ms(x)

Py <x) =0, o (x)

Vn

5.2.1. Binomisch verteilte Zufallsvariablen
1
m+ 7~ np

Jnp(1 —p)

PX<m)=od

5.2.2. Poissonverteilte Zufallsvariablen
Fy,(x) = P(Xp <x) =@, 7(x)

6. Schatzen von Parametern

Eine Vorschrift T, mit welcher aus einer
Zufallsstichprobe eine Schatzung fir einen
Parameter 8 berechnet werden kann, ist ein
Punktschatzer fiir 6

6.1.1. Bias
bias(Z) = E[T] -0

Misst die Erwartete Verzerrung des Schatzers T.
bias(T) = 0 - unverzerrt, erwartungstreu

6.1.2. Mean Squared Error
mse(T) = E[(T — 0)?] = var(T) + bias?(T)

—Erlaubt das Vergleichen von nicht
erwartungstreuen Schatzern



6.1.3. Zusammenhang Varianz und Umfang
X:Zufallsvariable

Sy L1 ; =2 - = 2
B _Tu_Xl_Xg.-u.X”f._n_L({_‘(1—_‘(] +ot (X = X))

§2: Stichprobenvarianz

- Dieser Schatzer ist Erwartungstreu

- 1 n—23
var (§%) = - (;t 1= — IUI)

Mit py = E[(X — 1)*]

6.1.4. Methode der Momente
Zufallsvariable X ist abhangig von Parameter

0 =(04,0,,..,0,)
Vorgehen:

1. Um 0 zu schatzen, mitk = 1,2, ..., m die
Momente y;, = E[X*] in Abhingigkeit von 8
berechnen

2. Stichprobenmomente ausrechnen und mit
Ergebnis aus (1) gleichsetzen

3. Gleichungen nach @ auflésen

Teilweise wird eine gamma-verteilte Zufallsvariable X
benotigt:

Arxr—le—/lz

fx(x) = rar)

0, sonst

fallsx >0

MitA >0 undr >0

I'(r) = f x"e "dx, r>0
0

E[X] = var(X) =%

6.1.5. Maximum-Likelihood
X:Zufallsvariable;

fx(x|0): von 6 abhangige Dichte oder Verteilung px

X1, X3, ..., Xn: gezogene Stichprobe

Likelihood Funktion:

| [rxcxlo)

k=1

LO|x) = fx(x1|0) - - fx(x]|0) =

->Wabhrscheinlichkeit, genau die Werte x zu
beobachten

Maximum-Likelihood-Schatzung:
Oy, = argmaxg(L(0|x)

- Der Parameter, mit dem die beobachteten Daten
die grosste Wahrscheinlichkeit haben

6.2.1. Konfidenzintervall
Ist ein Intervall dieser Form:

Intervall = [T;(Xq, ..., Xpn), Ty (X1, o, Xp)]

Die Grenzen T;, T,, sind Funktionen aus einer
Zufallsstichprobe X3, ..., X,,. Dieser Intervall
Uberdeckt den Parameter 8 mit der
Wahrscheinlichkeit:

Konfidenzniveau = P(6 € Intervall) =1 -«

Einseitige Konfidenzintervalle schatzen die
Wahrscheinlichkeit ab, dass ein Wert zu hoch, oder
zu tief geschatzt wird.

6.2.2. Erwartungswert einer Normalverteilung
mit bekannter Varianz
Konfidenzintervall:

—>Fir Parameter y zu Niveau 1 —

X: Stichprobenmittelwert

a
z, a:Dasp=1- 5~ Quantil der St.Norm.Vert
2

. _ 50 "
Lange von Intervall: L = 2\/521‘5
- lJe grosser n, umso kleiner ist die Linge
—Je kleiner @ umso grosser die Linge

Einseitige Konfidenzintervalle:

{X — 3170[%- oc) respektive (oc,X+ zl,a%
6.2.3. Erwartungswert einer Normalverteilung
mit unbekannter Varianz

= S = S
|:4X— = fl_% ﬁ){ + fl_% ﬁ}

X: Stichprobenmittelwert

(e

T —

a
t, a:Dasp=1- 7~ Quantil der Stud.—T — Vert.
2

St
n %

—Je grésser n, umso kleiner ist die Linge

Lange Intervall: L = 2

—Je kleiner @ umso grosser die Linge



6.2.4. Erwartungswert beliebieger Verteilung bei z, a:Dasp=1— % — Quantil der St.Norm.Vert
grossen Stichproben 2

- s S _Z
|:)(721,%7.‘Y+21,%ﬁ C_Zn

2

- Giite dieser Approx. Schlecht, wenn n zu klein,
oder p sehr nahe an 0 oder 1 liegt. Dann lieber mit
X: Stichprobenmittelwert exakter Binomialverteilung ein Konfidenzintervall
berechnen.

—>Fir Parameter i zu Niveau 1 —

5=/t (00X 0n %)

a
z, a:Dasp=1- 5~ Quantil der St. Norm.Vert
2

2>n > 40, damit dies zuverl3ssig gilt

6.2.5. Varianz einer Normalverteilung

n—1 -1 _
- 52, g2
X1-2.n-1 X2 .n-1

>Fir Parameter 2 zu Niveau 1 — «

= 2 (6 -XP 4+ (X - X))

n—1

2 2 . _ 4« _
Xl_%'n_l &)(%n_l sinddasp =1 S und dasp =
Quantil der y? — Verteilung mit n — 1 Freiheitsgrad.
6.2.6. Anteilswert

p = P(E), Stichprobe mit Umfang n,
Intervall [b_, b, ]

by =

1+ 2c
—>Fir Param. p zu Niveau 1 — «

.

n

P: relative Anzahl Eintretungen von E in der
Stichprobe



