Signale und Systeme 1

1. Signalbeschreibung im Zeitbereich

1.1. Leistung und Energie
1.1.1. Leistungssignale
- Endliche normierte Signalleistung
- Unendliche norm. Signalenergie
- Zeitl. Unbegrenzt ohne abklingende
Amplitude

1 2
P=—] x(t)dt
To Jr,

Xeff = Xrms =P
E =

P: Leistung; Ty: Periode; X,¢r: Ef fektivwert;
E:Energie

1.1.2. Energiesignale
- Endliche norm. Signalenergie
- Verschwindende norm. Signalleistung
- Transiente Signale (Ausschwingvorgadnge)

E= fo lx(t)?| dt

P=0

1.2. Mittelwertbegriffe

1.2.1. Linearer Mittelwert
T
X, = li L2 d
O—Tl_r)rgoff_zx(t) t
)
Periodische Signale:

1
Xo == x(t)dt
To Jr,

1.2.2. Quadratischer Mittelwert

T
12
2 _ im 2
X —Th_r)lgonlx (t)dt
2
Periodische Signale:

1
X?=—| x%(t)dt
Ty T,
1.2.3. Varianz & Standardabweichung

Varianz = Var(x) = — | (x(t) — X,)?dt

0J1,
Standardabw.= o = \/Var(x)
o?=X%- X2

2. Fourierreihen

2.1. Sin-/Cos-Darstellung

=4+ [onreon () oan (25
S = *COS | — SN\ ——
2 =t LK To k T,

4 _1 (t)dt

—_— — S

2 Toly

2 2wk
Ay = T_o s(t)-cos(T—Ot)dt, k=0
B =2 [ s s (ant>dt k>1
k= o) s sin T, , =

2.2. Betrag-Phasen-Darstellung
0 2wk

s(t) = My + M, cos (—t + (pk)
k=1 T,

2.2.1. Umformungen
A, =M, COS((pk)r k>0

Bk = _Mk Sin((pk), k>0

A
M0=70; My = /A§+B,§;k>0

By
P = —arctan(A )+n7r

k

2.3. Komplexe Darstellung

s(t) = Z cxe To

k=—0o0

1 }ant
Cr = s(t)e To dt
ToJr,

2.3.1. Umformungen
1
CkZE(Ak —jBk)=Cik, k=1

Ao
M0=7=C0; Mk=2|Ck|, k=1

@y = arg (cx)

2.4. Leistungsberechnung

2.4.1. Satz von Parseval

(o] 2 (o]
P=Y pe=Miry ST g
k=0 k=1 2 k=—c0

2.4.2. Klirrfaktor

f P—Py—P,  |M:;+MZ+
) P-P T MP+MZ+

_ Leist.Oberschw.
Vieist.P



3. Fouriertransformation

S(f) = f_oos(t)e‘jz"ftdt

s(t) = J-mS(f)e‘jZ”ftdt

— 0o

3.1.1. Qualitativ

- Nicht-periodische Signale haben ein
kontinuierliches Amplitudenspektrum,
periodische ein Linienspektrum

- Verkirzung im Zeitbereich fiihrt zu Dehnung

im Frequenzbereich und umgekehrt (in t/f-

Richtung)
3.1.2. Formeln
Zeitbereich Frequenzbereich
as; (t) + bs,(t) a$;(f) + bS, (f)
s(t —ty) S(f) - e It
1 (f
s(a ' t) ms (E)
S(®) s(=f)
s(t) - eJ?mhot SU—fo)
250 G2mfm - S(f)
¢ S(f) 1
f_ooS(T)dT ﬁ-}_ES(O)(S(f)
x(t) * y(t) X(f)-Y()

3.2.1. S(t) reell
ISC=)1 = 1S

arg{S(—f)} = —arg{S(f)}

3.2.2. S(t) reell, Gerade/Ungerade
Wenn s(t) gerade, ist S(f) reell

Wenn s(t) ungerade, ist S(f) imaginar

B[ o:osz(t)dt - O:OIS(f)Ide

inheit: 2. V2 _1q.Ws
Einheit: von |S(f)|: i 1Q -

4. Funktionen

e/? = cos(¢) + jsin(p)

ej(p + e_j(p
cos(p) =———
2
. ej(p - e_j‘p
sin(p) = 2
sin(mf,t
. _ —( fo ); t+0
sinc(t) = TTfyt
1, t=0

5. Herleitungen von Fouriertransformationen

o ) t/2
s = [ swemtar= [ emitar
-® —t/2
e—J2\pift /2 e~ ITfT _ pinfT
], S
3 eJTfT _ p—infT ~ Sin(T[f‘[)
- jlrf - TfT

6. LTI-Systeme

6.1.1. Statisch/Dynamisch
- Statisch: Ausgangswert hangt nur vom
aktuellen Eingangswert ab (gedachtnislos)
- Dynamisch: Ausgangswert hangt vom
aktuellen Eingangswert und von alten Ein- /
Ausgangswerten ab

6.1.2. Linearitat
x(t) = kyx,(t) + kyxy () = y(8) = ki1 (8) + kpy,(t)

—Eine Linearkombination von Eingangssignalen
ergibt die Linearkombination der zugehorigen
Ausgangssignale

6.1.3. Zeitinvarianz
- Zeitinvariant: Systemeigenschaften dndern
sich im Laufe der Zeit nicht
- Zeitvarianz: Systemeigenschaften dndern
sich im Laufe der Zeit.

6.1.4. Kausalitat

Ein kausales System reagiert erst mit einem
Ausgangssignal, wenn ein Eingangssignal anliegt (d.h.
es reagiert nicht auf zukiinftige Eingangssignale)

6.1.5. Stabilitat
Bounded Input 2 Bounded Output

[x(t)| <A< oo - |y(t)]<B<xVAB>0

- Das LTI-System verandert die Frequenz nicht!



6.3. Impulsantwort

5(t) Anfangsbedingungen = 0 hit)
LTI-

System
t t

6.3.1. Berechnen von Ausgangssignal mit h(t):

y() =x(t) xh(t) = ] x(17) - h(t — T)dt

6.3.2. BIBO-stabiles System
Maximum des Ausgangssignals:

ly(®)| =

foox(r)-h(t—r)d‘r
< fmlx(r)l -h(t —1)|dt
SA-foolh(T)ldT=B<oo

- Die Stossantwort eines stabilen Systems ist absolut
integrierbar:

fwlh(r)ldr <o

6.3.3. Zusammenhang mit Schrittantwort

() = foou(t—r)-h(r)dr= ft h(r) - de

dy
i h(t)

- Die Stossantwort ist die Ableitung der
Schrittantwort!

6.4. Frequenzgang

Faltung im Zeitbereich €->Multiplikation im
Frequenzbereich

Somit:

y(@) = x(t) * h(t) = Y(f) = X(f) - H(f)

H(f): Frequenzgang

6.5. Amplitudengang

_ o)l
D=

6.6. Phasengang

ou(f) = oy () — ox(f)

6.7. Sweep-Methode

1. cos(2m- fy - t) anlegen & |H(f)| und
Phasenverschiebung ablesen

2. cos(2m- f; - t) anlegen & |H(f;)| und
Phasenverschiebung ablesen

3. usw.
6.8. Serieschaltung
%0 — systom 1 Symemz[— Y0 = x0—] gde v
hy(t) haft) h(t) = h,(§)°hy(t)
Hy(f) Hy(f) H(f) = Hy(f)-Haff)
Beweis: x(t) = &(t) wahlen und Problem im
Frequenzbereich |6sen
6.9. Parallelschaltung
0 hy(t) bzw. Hy() @y, (o = ao—] o T
LTI- h(t) = hy(eh+hy(t)
System 2 H() = H, () +H,(F)

hy(t) bzw. H(f)

7. Digitale Signale
fs fe
! "_LL fo<fy2 /\

fo<fy2 !

xS . DAC xS
1 A _'<ADC > osP [ mitZOH>_’ AV

Anti- ZOH- Post-Filter *
Aliasing-Filter Kompensation *

7.1. Signalabtastung

7.1.1. Begriffe
Ts: Abtastperiode

1
fs = s Abtastfrequenz
S

Ty: Einschaltzeit, Abtastdauer

7.1.2. |deal abgetastetes Signal
Darstellung als Folge von Dirac-Impulsen:

x(0) =x(©) - Y 8(t—nTy)

n=-—o

Xs(t)

>t
T T e

Als komplexe Fourierreihe:

X t =_.n=_oooo_.ej'2n'nfst
W=7 -

Spektrum abgetastetes Signal:

1 [o0]
XD =5 ) X(F=nf)

n=-—oo

Das Spektrum eines ideal abgetasteten Signals ist
periodisch mit der Abtastfrequenz f; (Siehe Abb.)
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Frequenzbereich
1 T

1. Nyquistzone

0.8 2. Nyqguistzone 2. Nydquistzone ;

€ 08 I
<
=04
02
o . . .
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.fs Frequenz f [kHz] 'fS

Wenn die Abtastfrequenz zu klein gewahlt wird,
Uberlappen sich im Spektrum die Spiegelspektren.

X(f)
e
Kein Aliasing bei f; = 2f:
Xs(f) Spiegels;
HTP(f)\ 4
m—=="1
[ N/ N/ N
. I I .
-fe fe
Aliasing bei f; < f4:
Xs(f)
4 Aliasing

AL
:

: 1‘Nyqu‘islzcne :
A

Originalspektrum

4 =2 o 2 n
'f-sllz Frequenz f [kHz] fSIZ

Typische Abtastfrequenz: 2.5 f; < f; < 4 - f,

7.2.1. Anti-Aliasing-Filter

Ein Anti-Aliasing-Filter ist ein Tiefpassfilter, der das
analoge Signal auf das erste Nyquistband beschrankt
und alle héheren Frequenzen dampft.

In der Abbildung: Anti-Aliasing-Filter, der
Signalkomponenten bis f,; passieren ldsst & alles
dariber dampft:

IH(f)!
A
Durchlass-  Ubergangs- Sperr-
bereich bereich bereich
————————»

v
-

7.3.1. Ideale Rekonstruktion
Ein abgetastetes Signal kann fehlerfrei rekonstruiert
werden, wenn es kein Aliasing aufweist.

X(f) =Xs(f) - Ts - Hrp(f)
X(f): Originalsignal
Hrp(f): idealer Tiefpassfilter mit Grenzfreq. f; = %

_ sin(mfst) |
x(t) = x4(t) * Tt - Faltung!

7.3.2. Reale Rekonstruktion
Mit Zero Order Hold (ZOH)

1 0<t=<T
o= s
zon(®) 10 sonst

Hz()H(j) - Ts ﬂ'f/f5 €

Stossantwort von ZOH ist ein Rechtecksignal.

ZOH hélt den abgetasteten Wert wahrend der
gesamten Dauer T fest > Treppenstufensignal

xe(t) f,
_.@—
mit ZOH

Dampfung von ZOH bei |f| = %: ca. 4dB.

Da der Amplitudengang des ZOH-Filters sinc-Formig
ist, wird ihm ein Postfilter nachgeschaltet. Dieses
glattet das Treppenstufensignal.

L
1.5 25

1
-0.5

o] 0.5
normierte Frequenz f / fs
nachgeschaltetes
Postfilter



W: Wortbreite in Bits
A: Quantisierungsstufe
A: Aussteuerbereich

Quantisierter Wert wird durch Runden berechnet

7.4.1. Quantisierungsfehler:

e(nTy) = x(nTy) — Xq (nTy) € [_é é]

2’2

Wenn die meisten Abtastwerte viel grosser als A:
- &(nTy) sind gleichverteilte Zufallsgrossen
- Kein Zusammenhang zw. (nTy) und x(nT;)

Wenn Abtastwerte meist kleiner als A:

- Im Extremfall wird ein leiser Sinuston nur
noch mit Least Significant Bit abgebildet
>Rechteckwelle 2stérende Oberwellen

- Losen durch hohere Abtastrate, hohere
Auflésung oder zumischen von geringem
Rauschen (dither) zw. Anti-Aliasing-Filter und
Abtaster

Erwartungswert: E[e] = 0

A
2 2
Leistung: P, = E[e?] = Jigzids = %

2

7.4.2. Signal-to-Noise-Ratio (SNR):
P
SNR = 10 - logy, (F") in [dB]
&

P
SNR = 6.02- W + 10 - log;, (12 -—")

Py

. o . P 12-P,
Leistungsverhaltnis: * = =% - 22W

&

P,.: Leistung am Quantisierungseingang
P.: Leistung des Quantisierungsfehlers

- Mit jedem Bit Wortlange wird SNR um 6dB
héher

- Kist von P, abhédngig. Je kleiner der
Signalpegel relativ zu A, umso kleiner das
SNR

7.4.3. Spezialfall: Sinusformiges Signal
n=3(5)
T2 \2
K =1.76 dB
SNR[dB] =6 -W + 1.76

7.4.4. Vollaussteuerung
Xp = Xmax

X
20 - logy, (x 4 ) = 0dB

max

SNR =49.76 dB

—>Wird die Amplitude des Sinussignals um x dB
reduziert, reduziert sich auch das SNR um x dB

7.4.5. Ubersteuerung
- Muss vermieden werden!

- Es entstehen Oberwellen, welche stérende
Aliasingfrequenzen produzieren

- Anti-Aliasing-Filter hilft nicht, da Stérungen
nach dem Filter entstehen

- Ubersteuerungswahrsch. wird durch
Verringerung von P, minimiert

Sind Rauschquellen, verursacht durch
Nichtidealitaten im SHA und in der Clock.

> Wenn das rms-litter zu gross ist, kann das SNR
einen gewissen Wert nicht iberschreiten, egal wie
klein das Quantisierungsrauschen ist

7.5.1. Fullscale-Sinussignal
SNR, verursacht durch Aperture & Clock sampling
Jitter :

SNR = —20 - log(2nft;) [dB]

¢ rms-Jitter

8. Diskrete Fourier Transformation

Stellt eine Ndherung des Fourierspektrums dar.

8.1.1. DFT
N-1
_2n
X(m) = z x[n]-e’ "™, m=01,..,N—1
n=0

N: Anzahl Abtastwerte, Blocklange
x[n]: Abtastwerte

Lange des abgetast. Zeitfensters = NT;



8.1.2. Inverse DFT
N-1
1 21
x[n] = N X[m]-e/"™ n=01,..,N—1

m=0

- Die DFT berechnet aus N Abtastwerten x[n]
in einem Zeitfenster der Lange Tprr = NTg N
komplexe Spektralwerte im Frequenzbereich
[0, 5]

1

_fs_ _
) Af_ﬁ_NT T
s DFT

ist umgekehrt proportional zur Lange des
Zeitfensters

- Fur reellwertige Zeitsignale :
X*[N —m] = X[m], mit z" ist konj. Kompl.
Wert von z—>Das DFT-Betragsspektrum ist
symmetrisch

- Mit der DFT wird das Spektrum der
periodisch fortgesetzten Zeitfenstersequenz
bestimmt

: Frequenzauflésung

Unpassende Fensterldnge = Sprungstellen durch
periodische Fortsetzung :

Zeitfenster bzw. Zeit [s) Betragsspektrum / N [dB] vs. Frequenz [Hz]
; T T T 0

®
-10

-20
-30
-40

. i i H 50 H H i
0 002 004 006 008 01 0 50 100 150 200

1 0
10 x auslaufendes
03 20 % Spektrum
“e ®
0 * * (Leakage)
30 % x Xy o 9
05 -40 i
- . . - - -50 . - .
0 002 004 006 008 01 0 50 100 150 200

8.3.1. Reduktion von Leakage
Gewichtung der Abtastwerte durch Fensterung :

Xy (n) = x[n] - win], n=01,..,N—1

Rechteck-Fenster (kein Fenster)
Blackman-Fenster
Hamming-Fenster
Hanning-Fenster

- Fenster reduzieren leakage unterschiedlich
stark
- Verbreitern aber das Signalspektrum

9. UTF und Bodediagramm

1. Allg. Form der DGL eines Systems :

d"y(t) a, dy(¢)
Un - o T (+)aoy(t) o
b, d™x(t b dx(t
ST A TYtTa
+ box(t)

2. Laplace-Transformation berechnen

3. Ubertragungsfunktion :

Y(s) byps™+ -+ bis+ b
X(s) apst+--+a;s+a,

H(s) =

sy < O _bm (5= 2)(5 = 73) (5 = 7m)
A(S) an (S — pl)(s _ pZ) (S — pn)

Zi: Nullstellen der UTF

Dy: Pole der UTF

9.2.1. Darstellung im PN-Schema
El jw x: Pole

o : Nullstellen

N

ZAY ag
p,=-1t |z;,=0
reell

Konjugiert-komplexes Polpaar :

pay Hs) bo
AN s) = -
145 o (s—p)(s—p")

9.2.2. Stabilitat
Stabil, wenn:

- Alle Pole in der linken Halbebene, dh.
Re{p,} <0

- Nullstellen: Kein Einfluss auf
Amplitudengang, aber auf Phasengang.



9.3. Frequenzgang

o

p1 Z1
[p1 Iz
jwy
> O
Mo I
P2 z,

1"21 . rzz ces er

|H(wo)| =K -
Tpy " Ty " Tpp

9.3.1. Beispiel

jw
Iy = ljwg-z41
r .
s P jw
(o)
Moz
Iy = ljwg-z,!
(1]
IH(w)I
T IH(wy)

» w =2mf

Wy Im{z,}

. TZZ

|H(wo)| = — 2
p1 D2 'T‘p3
- Je ndher ein Pol bei der jw — Achse, umso
grosser die Uberhéhung im Amplitudengang
- Nullstellen auf der jw — Achse ergeben
Nullstellen im Amplitudengang

9.4. Bodediagramm

9.4.1. Konstante

H(s) =K
Bode Diagram
8
@5l konstant 20-log,,(IKl), Beispiel: K = 2
2k
1k

konstant 180° wenn K < 0

Phase (deg)
8

45

konstant 0° wenn K > 0

10 10" 10 10 10°
Frequency (rad/sec)

9.4.2. NS/Pol im Ursprung

s
NS im Ursprung: H(s) = —
Wy
. 1
Pol im Ursprung: H(s) = &
w
ode Diagram Gerade mit
sineg : 20 dB / Dekade
-y !
Mg ! (6 dB / Oktave)
.
20~ Ty -
~
N iy,
g 1w \.s 8
g o} ! Gerade mi
& o : ~ -20 dB / Dekadt
= -
sl : ~ . (-6 dB / Oktave
-y
S
-30} -
, S
90 %
konstant 90°
s ‘ 1
I
45 i 4
konstant -90°

B ——————— ——————
10’ 10" 10° 10’ 10’
Frequency (rad/sec) / Wy

9.4.3. Pol 1. Ordnung

1
H(s) = —%
14>
wp
Bode Diagram
 konstant 0 dé--\T\\ Gerade mit
o, firw<uw, “S_ 20 dB / Dekade

~

sl -3dB \\frm>wp |

N

Magnitude (dB)
3
T

o

L i
konstant 0 3 We
onstant 0°
filr w < 1,10 \\
S
\\

. Gerade mit

g -5.7 \\\-Tr‘ I 2 Dekaden

@ 451 8

& \a\ -84.3
konstant -90°

90 i il i .
10° 10" 10 10 10’
wp /110 Frequency (rad/sec) / w, 10wp

Hlwo < w,) = 1

1
H(w > wp) -

(Jﬂ
Wy

N———

9.4.4. Nullstelle 1. Ordnung
H(s) = 1+—

Z

Hw <K w,) =1

0
H(w > w,) =]w_

Z



Bode Diagram

e
o
1

Gerade mit
20 dB / Dekade
flir w > w,

Magnitude (dB)
R W oW
S & 8 &

w
=3
@

=)

5' konstant 0 dB ‘l'
filr w < w, Y

A konstant 90°
fir w > 10w,

- Gerade mit 84.3°
vg‘ﬁ 90° / 2 Dekaden
£ 5.7°
konstant 0° J’
filir w < w,/10 v
. w10
10 10 ° ¥ ’
wz /110 Frequency (radﬁse:)fl.uz 1 O-NZ
9.4.5. Pol 2. Ordnung
1
H(s) = = . , qp: Polgiite
vl
wp qp - Wp

Je niher der Pol an der jw-Achse, desto grésser die Giite bzw. Uberhdhung.

20dB
q,=10

30

J'. \
\
10 \

N g2
0 - o - -\/ P
s | konstant 0 dB RN
g, firw<w, T AN
& 3dB A
= q=112 N
o Gerade mit \\\
-40 dB / Dekade
40 (-12 dB / Oktave)
fir w > w,
-50
10 10 10
wp 110 Frequency (radssec) / 10ujp

L
konstant 0° ~a

fr w < w10 ""-.‘.. . ' e q,=10
3 ~~71 \ Gerade mit
R q,=112 "'ﬁ..;‘IB()".' 2 Dekaden
£ \ =
135 "; >~ -~ konstant -180°
v \ TN Jirw> 10w,
1 -180 e — = ""y——
o,) :,p /10 Fraqusney asiee I, 10.:,P
2-sin(¢) = 1/q,
H(w K wp) =~ 1
H(w=wy) =—jqp
1
How>»w,)  ——
( ») - (£>2
Wp
9.4.6. Nullstelle 2. Ordnung
s? s
H(s) = —5 +——+1
D z Wz
20-log,(IH(w)I)
4 +40 dB/Dek.
(¢}
s 10-w
-20-log40(q,) f-----—---- = z

+180° / 2 Dekaden
Pu(w) A ~

+180°

Minimalphasig, wenn:

- Alle NS in der linken Halbebene, dh:
Re{z,} <0

—>Minimalphasig: ¢ (f) nimmt langsamer ab, als bei
Nicht-Minimalphasensystemen. Haben kleinst-
mogliche Gruppenlaufzeit 7, (f) (=Zeitverzégerung)

Gruppenlaufzeit: Zeitverzogerung der Enveloppe
eines Signals, das aus mehreren
Frequenzkomponenten besteht.

Phasenlaufzeit = Tp(f) - _%
Gruppenlaufzeit = Tg(f) — _% . d‘/:l_;f)

X(t) = cos(2mf,t) —— LTI-System |— y(t) = IH(f,)I-cos(2mrf, [t-x,(f,)])

nicht-minimalphasiges
System H,(s)

jw
{.\Q’n wird kleiner,

jw~tg\.. wenn w zunimmt

minimalphasiges
System H,(s)

Asymptotisches Verhalten:
Fiir Systemordnung n, Nennergrad n

Zahlergradm < n



|H(w — o0)| fallt mit (m — n) - 20 dB pro Dekade

(@ = ) = (m—n) - 90°

9.6. Allpol-Filter

Haben keine NS, sind minimalphasig

bo
Ap S+ --+a;-s+ag

H(s) =

Asymptote flr w — oo:

H(w — ©): n-(—20) dB pro Dekade

T
<pH(w—>00)=—n-§=—n-90°

9.6.1. Butterworth-Tiefpass N-ter Ordnung
IH(H)| =

()

10. Faltung

10.1. Eigenschaften
y(©) = x(t) * h(t) = h(¢) * x(t)

11. Formeln fiir spezifische Anwendungen

11.1. RC-Tiefpass-Filter 1. Ordnung

T

e l _:
6(t)\ R cJ— \h(t)—['e t20  bei<=RC

T
0 t<0

MO =15 am e

11.1.1. UTF

DGL: T - di’l—(tt) +y(t) = x(t)

bo

H(s) = ——
) a;s + a,

11.2. Hochpassfilter 1. Ordnung

1=RC
c |1
L]

x(t R[:] |y

HOF) = Hs = jo) = j2nft
f)= S_]w_1+j27rfr
11.2.1. UTF
bs R s
H(s) = =

als+a0_R+ T " 7s+1

sC

Pol-/Nullstellendarst.: S(_Ol)
.

T.



