MESY 3 — Frederic Strickler

Ort X | @ | Winkel
Geschwindigkeit w | Winkelgeschwindigkeit
Beschleunigung | a | w | Winkelbeschleunigung

d
v(t) = d_: = x(t)
dv 2x
a(t) = E = W = U(t) = X(t)

Nur in seltenen Fallen liegen Ortsfunktionen als
analytische Funktionen vor, und abgeleitete Grossen
miissen numerisch gewonnen werden.

X = Xk-1 Xk — Xg-1

v, =
et =t At
Uk —Vk—1 _ Xk—1 — Xg—2
_ At At
He = At
X = 2% Xp—q F Xpeyr
(At)?

1.1.1. Messfehler:
Dies kann bei Ableitungen zu starken Fehlern wegen
Messrauschen flhren.

X = (-1 +AD) X =X AL
t — teq At At

2. Koordinatensysteme

r(t) = x(t)é, + y(t)é, + z(t)e,

Vi =

v(t) =7 = x()é, + y(t)e, + z(t)e,

a(t) =v =7#=¥@)é, +y(t)e, + Z(t)e,

x =1 *cos (@)
y =71 *sin (@)
z=1z

@ = atan (y/x)

r = \/x2+ y?
cos(p)
- (50)
0
—sin(¢)
ep = | cos(e) )
0

o

r=rxe.+zxe,

1 2
s=5*a*t ,axt=v

Seitgung in %

Winkel = atan ( 100

2.2.1. Ableitungen

—sin(@)¢

0

—cos(@)9
€p = <—sin(<p)¢> =—e¢

0
0
e, =0
0

vV=7r=re.+1é +Ze, =7Te, + e, + Ze,

a=v=7={F-rp?e. + (219 +rd)e, + Ze,

Berechnet sich aus der Determinante der
Jacobimatrix

Jdx Jx Ox
dr de 0z
X dy dy Ody

J=3R"|or 3¢ oz
0z 0z 0z
dr de 0z
x(r,,z) r
v (03 2 n-(3)
VA V4

Jakobi von Zylinderkoordinaten:

cos(p) -—rsin(p) O
J]= (sin((p) rcos(¢) O)
0 0 1

Funktionaldeterminante von Zylinderkoordinaten:

[Jl=r

x =rcos(gp)cos(8)
z = rsin(¢)cos(6)
z = rsin(6)
Jakobi von Kugelkoordinaten:
J
cos(p)cos(8) —rcos(8)sin(p) —rcos(g)sin (cos(8))
= | cos(8)sin(p) rcos(8)cos(6) —rsin(¢p)sin (0)
sin(0) 0 rcos(Bcos(6)

Funktionaldeterminante von Kugelkoordinaten:

det()) = r?cos (6)



3. Newtonsche Mechanik

p=mxv
Erstes Newton’sches Gesetz

Wirkt keine Kraft auf eine Masse, so bewegt sis sich
mit der momentanen Geschwindigkeit auf einer
Geraden weiter bzw. verharrt an der Stelle, falls sie
in Ruhe war.

Zweites Newton’sches Gesetz

Die zeitliche Anderung des Impulses eines
Massenpunktes ist gleich der Kraft die auf den
Massenpunkt wirkt.

P d
Cdt

Mit konstanter Masse:

F=m=xa

In einem abgeschlossenen System (von aussen
wirken keine Kréfte):

d d !

=P —E(m*v) =mv+mv=0

<=>mv = —niv —mv =S = Schub

Drittes Newton’sches Gesetz

Zu jeder Kraft gibt es eine Gegenkraft, die genau
entgegengesetzt und gleich gross ist.

actio = reactio

3.1.1. Rakentenstart

1 = Massenausstoss, w = Geschwindigkeit
m(t) xa(t) =—m(t)g+u*w

m(t) =my— ut

v(t)=—gt+w*ln( o )

mo—ut

4. Rotationsbewegung

0 =M

Beschreibt die Bewegung eines starren Korpers
aufgrund eines Drehmoments, welches auf den

Korper wirkt
Massen Tragheitsmoment: 8 = YN, m;r?

Mit m = Massenmittelpunkt und r= senkrechte
Abstand zur Drehachse

[6] = kg *m?
Verallgemeinert:
0= [, prrfdv

Tragheitsradius: 1y = /6/m

4.1.1. Satz von Steiner
0 =6+ mr?

mit 6 = Massentragheitsmoment im

Schwerpunksystem
Grosse Einheit Grosse Einheit
Masse m kg Tragheitsmoment ¢ kg m?
Kraft F N Moment A1 Nm

Weg = m Winkel ¢ rad
Geschwindigkeit v, & m/s | Winkelgeschwindigkeit », w  rad/s
Beschleunigung e, o, &  m/s® | Winkelbeschleunigung ¢, &> rad/s?

F=m-a =mg M=0-¢
kin. Energie Fyin = 2mv?  Joule kin. Energie Fy, = %ﬁuﬂ Joule
Impuls p = mwv kg m/s Drehimpuls L = fw kg m?%s

Getriebe sind mechanische Bewegungswandler. Die
Getriebelibersetzung bringt Drehzahlen,
Geschwindigkeiten, Positionen, Krafte und Momente
von An- und Abtriebsseite in Beziehung zueinander.
Bei dynamischen Anwendungen missen fir die

Motorauslegung die Lasttragheiten bericksichtigt

werden!
i = NpMotor
NLast

In den meisten Fallen wird die Drehzahl vom Motor
ausgehend verlangsamt und es ist i > 1. Wenn wir
Verluste vernachlassigen, werden Drehmomente
selbstverstandlich entsprechend libersetzt:

Myast = Myotor * §

OO0y = Muntriep — My
W = Winkelgeschwindigkeit [rad/s]

Mz = Drehmoment Uber Zahnrad

. . . w
Lastseite: O * w;, = Mz * i w, = TM
_ eL*d’M
M, ===

. 0 . , ,
Mantriep = Wy * (GM + l_;) =wp *1L* (QMl + T)

i
Fseit = R * Myotor

O6es = OLast + mR?

HMOt =0 + eéggt
Ges — YMot i2
Mppot*i*2T
F = —mot =
h
*h w+*h
X = e - v = -
2TT*1 2TT*1

0 _ mh?
Ersatz = 42,2



Das Potential einer Masse m auf der Erde ist gegeben
__ MgxGxm _

durch: ¢(R) = . = pot/Ekin

Erdradius: r=6.366E6

Erdmasse: m=5.97E24 kg

Gravitationskonstante: G=6.67E-11

kgxm?
52

1] = INm = 1Ws =

Arbeit pro Zeit
Mechanisch: P = F x v
P=M=w (Rotatorisch)

Elektrisch: P = U x|
t t t dw
EKin=fP*dt=wa(t)*dt=f 0—w xdt
0 0 0 dt
t 1
=f0w*dw=—0w5
0 2

P=%*CW*A*p*v2

7. Stossprozesse

Erhaltungsgrossen: Impuls (+Drehimpuls)

p=m=x*v
L=0+w
Stosszahl e:

e=1 =>» elastischer Stoss
O<e<1 => teilelastischer Stoss

e=0 =» inelastischer Stoss

b,—7 _
e=—2+"2 ¥ = nach dem Stoss
V11—V,

myvy + myv, = myv; + myv, (Impulserhaltung)
vy =—ex (v —vp) + 7,
Uy =71+ (v —vy)

b, = myvi+myv,—mye(vi—v,)
1=

mi+m,

b, = myvi+myvy+mye(vi—v,)
5 =

mi+m,

Anteil an Energie, der beim Stoss durch Reibung
verlorengeht:

1-e? mym
* 1712

2 mi+m,

AE = *(171_172)2

1. e=1, m=my,=m, v, =0
171:0
132:171

2. e=1,m>m,, m=>NA+a)m,, v, =0

— a

v, =—v; >0
17 24a 1

_ 2+2a

7 v, >0
27 24aq 1

S dnobmndl Shell - WHHWTPA,,,_P.-R

Ggun = §06Pa I W

&

S d‘“‘“ﬁ""a‘ Jana FW‘JEMA(\ :

EV\Q\—‘j-\LiV\"\RI‘\- enetr &\m“ﬁ“‘
Stakshe Fehosksalt y .
E=2¢c9¥

F=—cox

wl- [47]


















































































































































































































































































































































































































































































































































































































8. Schwingungslehre

Eigenfrequenz: wgy = (i), W=

m

DGL: mx = —cx(t)

.. , c _ <
Losungsansatz: A * sin (\/% *t 4+ (p), Wy = (m)

Anfangsbedingungen: t = 0, x(0) = x,, x(0) = v,

Xo
@ = arctan | wg—

Vo
Xy Nwgxg +vg
sin (¢) wWo

8.1.1. gedampfte Harmonische Oszillator
DGL: m¥ = —dx — cx(t)

Lésungsansatz:|A * e "%t x sin(w, * t + @)

dw
D=—2,0, =wy*1—D?

2c

Anfangsbedingungen: t = 0, x(0) = x,, x(0) = v,

%

Vo + Dwoxg — V2 + 2Dvowox + wix?

= —2arctan
WeXo

4 JvE + 2Dvowoxg + wix?

We _Dew T
. Ty A‘=A¢¢
Spezialfille: ik T= 4= 2T
Vo
x0=O,UO¢0:A=—, (p=0
Wo
0,5 = 0: A = —=2
YoFOm=0A=
2arctan 1-D )
@ = 2arctan (——
v1-D?

AMF‘!‘\'\!AL dar 2. bdnt.n'maunai

8.1.2. Federsteifigkeiten
Verkettung Parallel: ¢* = ¢; + ¢, t,

111
Verkettung Serie: — = — + —
c 1 € 'y

DGL:O@ = —Cror * @ ()

G*Ip
l t R
Crob™ Gy bo
Polares Flichenmoment: I, = - @

Rotations Feder: ¢, =

_ mxGxrt  mwxGrd*

->C = —=
rot 21 321
G*d* g
H Crot TT*G *
Eigenfrequenzen: wy=—% =
& g 0y o 32%1x0
. . F 3xE*]
Einseitiger Federbalken: ¢ = =—
Wmax l

F 48xEx]
= B

Zweiseitig gelagerter Balken: ¢ =
Wmax

Freie Oszillation a, X + a;x + agx(t) =0
Erzwungene: a,X + a; X + ayx(t) = f(¢t)

8.2.1. Anregung durch Verschiebung
m# = c(x(t) —u(®)) = —c *x(t) + ¢ * u(t)

Mit ¢ * u(t) = f(t)

8.2.2. Anregung durch Unwucht

- 2 Ed
a= —-rw’*e,
— — 2
EF,=m*a=—-m,*n,*w
Fiy =m*a, = —m* 1, * w? * sin (¢)

Mit Beschleunigung:

Fuy = —mrn, * (& * cos(p) — w? * sin(¢))

8.2.3. Reibungsarten
Viskose Reibung:

mit Dampfungsterm dx ist dieser linear (viskose
Dampfung)

Materialddmpfung & Stossdampfer

Luftreibung (ndherungsweise, wenn gut gelagert)
Trockene Reibung:

mx = —cx(t) — F. * sign(x) (Vorzeichenfunktion)

Fo=—psm+g

F, E.
(xo - ?) * cos(wot) + =

Amplitude x Abnahme pro Schwingungsperiode:

r=
Cc

Halbperioden bis Schwingung zum Stehen:
Xo*C
NHalbperioden = floor( 2FT)

db
Mag = 1020

dB = 20log (Mag)

mx + dx + cx(t) = f(t)
x(t) = Ael(wxt+d)

x(t) = joAel (@ t+¢)
¥(t) = —w?Ael(@t+)

Definition des Frequenzganges eines LTI-Systems:

U (C 1

* = =

Gro F(s) —-mx*xw?+Dx*jo+c
1
m

 —w? + 2Dwgyjw + w?




























































































































































































































































































































W d _
Mit D =i & Wy =+/c/m
| G(jw) | *Anregung = Systemantwort

Die Systemantwort ist wiederum eine komplexe
Schwingung gleicher Frequenz. Die Amplitude des
Ausgangs ist A. Die Phase des Systemausgangs ist
verschoben.

Amplitudenmaximum bei der Frequenz:
Wmax = WoV 1 — 2D?

1
2D xcxV1— D2

Amplitudeniiberhéhung:

A(Wmax) =

:Amax — 1
A0) 2D x+1-D2

v

Im Bereich der Eigenfrequenz kommt der Dampfung

also grosse Bedeutung zu

1
dBiiberh(")hung = 20log (ﬁ
8.3.1. Pol- & Nullstellen
Eingang Kraft, Ausgang Position

_ 1/m
52+ 2Dwos+we

G(s)

P12 = —Dwo £ ‘/Dzwg — w§

=wo+(-D+D?2-1)

¢ = arccoos(D) X

9. Zweimassensysteme: DGL
2 Massen: my, m,/ 2 Federn: c;, ¢,

4 dynamische Grossen: xq, Xy, V4 = X1,V = X5

0, 1 oder 2 Eingdnge

Awﬁh(u-' Ao 2. Mave

m¥; = —c1x — (g —x2) +fi
my¥, = —c,(x, —x1) + f,  (ohne Dampfung)

In Matrizen-form: MX = —Cx + f(t)

. _ mq 0 _ C1+C2 —Cy
m|tM—(O mz)&c_(_c2 CZ)

Erweiterung auf 3, 4 Massen:

* % % 0
(MY _[* * 0 0
M= -~ i)&c=(, o 5
0 - m, 0 0 *

I t

THuel>
IM:*

Mx = —Cx homogen: f(t) =0
Lésungsansatz:

x(t) = q * e/t mit q als konstanter Vektor
w?* B=M1xC1xq vgl.: AV = Av
Matlab:

symsclc2mlm2q
M = diag([m1 m2]);
C=[c1+c2 -c2;-c2 c2];
wsq = eig(inv(M)*C);

DC-Wertist: G(0) = 1/¢;

Die erste Frequenz mit grosser Uberhéhung,
Phasendrehung nach -180°

Tilgerfrequenz (Antiresonanz) -> Fast keine
“AA
Auslenkung e, /M'_

GAL =
M‘M‘aq + (M‘C‘ + ML(“""&?S‘*“—‘“

U 2aa" et ]

EIm
£

o

Gl

+ Tt

Tt

wlo N

e

lwtalag — ¢

culiug,

7 +

[55]

100}

2+ ?w

Lt
-

+ Tl ?._JE +

G

LD

C

Bewegung der Masse 2 erzeugt stets genau die
Gegenkraft tiber die Feder, die durch f1 eingebracht
wird (f2; x1 entsprechend).

Die urspriingliche Resonanziiberh6hung wird
aufgeteilt in 2 getrennte Resonanzen mit einer
Antiresonanz dazwischen.

Wenn die Masse m,, klein ist im Vergleich zu m;
dann ist der Effekt gering. Dies Fiihrt zu einem
kleinen Einfluss auf das Gesamtsystem.

Krabt m,: o = V%A,

Ti) ger

10. Antriebsystem: DGL

Last
Kupplung

D —
Frei drehender Antrieb:

m X, = gk — c(x; —x3) + f1
myX,= =y (%2 — %)

In Matrix-form: MX = —Cx + f(t)





































































































































































































































































































































































i _ X1 _ f1
Mit: x = (xz), f= (0)'

_(my O _[(Cc —c
M_<O mz)’ C_(—c c)
Eigenwertgleichung: wi, * § = M~1Cg

Cist singular -> Ein Eigenwert =0

1 Eigenvektor (1) der Eigenvektor zu EW=0

(Starkoérper form)

1 Eigenvektor (mz/Inl) Zum EW =w? = —C(::f:”)
- 1*¥M3
Frequenzgang:
X,(8) my*s? +c
G11(s) = =

F(s)  s2#(mymys? +c(my +m,)

Eigenwerte von den entsprechenden Polstellen der
Ubertragungsfunktion:

c

G =
12(5) s? % (mymys? + c(my + my))

Drehmoment -> Winkelgeschwindigkeit
(nur einfach Integrierend)

3 —J, xw?+c
jw x (—Jiw? + (i +J2)
C

G =
12 jw * (=] J252 + c(J1 +J2)

G11 W

c

Wores = ]_

2
e +T2)
Wres = |—F—75

Jix)2

Betrachtung translatorisch x, v, my, m,
Entsprechend rotatorisch: ¢, @, J1, J»

10.1.1. Position
e Doppelter Integrator slz =>» -40db/dec fir kleine

Frequenzen

. . c
e x;:Antiresonanz bei Wyyes = /m_z

. c(m;+m,)
e Resonanz bei wy.s = /#
1 2

e Fir grosse Frequenzen:

40dB
xyi————, ~180°
80dB
Xpi = ———, —~360°

10.1.2. Geschwindigkeit
e Einfacher Integrator% =>» -20db/dec fir kleine

Frequenzen

. . c
e X;:Antiresonanz bei wg,es = p—
2

. c(my+m,)
e Resonanzbei wyes = |[————=
mq*my,

e Fir grosse Frequenzen:

20dB

Xy ==, =90°
60dB

Xpi =, =270°

[ s/ped ] zuanbsysiary

[ s/pey ] zusnbaysiaay

Fhase[" ]

0ge
- OLE

]
[ T = T

O~

Amplitude | dB |
=]
==} (==}
T T

[ax] [=]
[=] [=]
T T

b
=1
T

0g-

ot

c‘%’r

g ) e

B i

Phaze[ "] Amplitude [ dB ]
5 28 & o 5 b & b
U..L—JHCIUDI_J [=] (=] (=]
<
S
L= I.v—'—'_
2 — i
(&)

iy iy

5


































