ANALYSIS 1 REBECCA S NAULI
KURVENDISKUSSION

Eine Kurvendiskussion besteht aus

e Definitionsbereich (Bei Polynomen: D = R),
Wertebereich

e Symmetrie

e Schnittpunkte mit Koordinatenachsen

e Asymptotisches Verhalten fir x — +oo

¢ |okale Max/Min

e Wendepunkte

GRAPHEN SKIZZIEREN
1. Nullstellen bestimmen

2. Extremalstellen bzw. Sattelpunkte
3. Asymptotisches Verhalten

NULLSTELLE
X9 € Rheisst Nullstelle von f, falls f(xg) = 0.

MONOTONIE

Definition

Eine Funktion f(x) heisst monoton wachsend, falls fir
x1 < xpgilt: f(x1) < f(x2).

Eine Funktion f(x) heisst monoton fallend, falls fur
xl < x2 glltf(xl) = f(xZ).

Satz

Falls f'(x¢) > 0, dannist f(x) in einer
Umgebung um x; monoton wachsend.

Falls f'(x¢) < 0, dannist f(x) in einer Umgebung
um xo monoton fallend.

Dozent: David Bernhardsgritter

KRUMMUNGSVERHALTEN

SATZ

Falls f'(xg) < 0, dannist f(x) konkav in einer Umge-
bung um x4 (d.h. der Graph macht lokal eine Rechts-
kurve).

Falls f'(xg) > 0, dannist f(x) konvex in einer Umge-
bung um x4 (d.h. der Graph macht lokal eine Links-
kurve).

LOKALES MAXIMUM /MINIMUM

SATZ (notwendiges Kriterium)

Falls der Graph von f(x) in xg ein lokales Maxi-
mum/Minimum besitzt, dann gilt

f'(x9) =0

SATZ (hinreichendes Kriterium)
Falls f'(x9) = 0und f"'(x¢) < 0, dann ist der Punkt
M(xq, f (x¢)) ein lokales Maximum.

Falls f'(x9) = 0und f"(xo) > 0, dannist der Punkt
M(xq, f (x¢)) ein lokales Minimum.

WENDEPUNKT

SATZ (notwendiges Kriterium)

Falls der Graph von f(x) in x4 einen Wendepunkt be-
sitzt, dann gilt

f'(x) =0

SATZ (hinreichendes Kriterium)
Falls f"(x¢) = 0und f"""(x0) # 0, dann ist der Punkt
W (x, f (%)) ein Wendepunkt.

SATTELPUNKT

Definition

Ein Sattelpunkt ist ein Wendepunkt mit Tangente paral-
lel zur x-Achse, d.h. ein Wendepunkt mit der zusatzli-
chen Bedingung, dass

f'(xo) =0
NEWTON-VERFAHREN
Definition
S
n+1 n fl(xn)



FUNKTIONEN

Eine Funktion f : D — Bordnet jedemx € I genau
ein Elementy € DB zu. x heisst Argument, y heisst unk-
tionswert, D ist die Definitionsmenge und B ist die Bild-
menge.

POLYNOMFUNKTIONEN
Definition
n
p(x) = ap + a;x + ax?+... +a,x™ = z a,xk
k=0

Dabei heissen ag, a4,...a, € RKoeffizienten, n heisst
der Grad des Polynoms. Der zum Grad gehdrige Koeffi-
zient heisst Leitkoeffizient.

Vorgehen Graphen von Polynomen skizzieren:
1. Nullstellen einzeichnen
2. asymptotisches Verhalten
3. Bericksichtige Vielfachheit der Nullstellen und
bertcksichtige asymptotische Verhalten

FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA

Ein Polynom vom Grad n besitzt hochstens n reelle
Nullstellen.

Beispiel:

x3 = max.3 NS

Die Linearfaktorzerlegung (bzw. die Nullstellen) eines
Polynoms findet man durch Polynomdivision, oder falls
man damit nicht weiterkommt, durch den Newton-Al-
gorithmus (folgt spater).

DIFFERENTIALQUOTIENT
Sekantensteigung:

Ay _ f(xo+h) = f(Xo)
Ax h

Dozent: David Bernhardsgritter

ABLEITUNG IN x,

Wenn fir die Funktion f an der Stelle xy der Grenzwert
li f(xo+h)—f(x0)
im ——————=
h-0

X, differenzierbar.

Tangentensteigung am Graph an der Stelle x:

d +h) —
ey = & = G0 =[G

existiert, dann heisst f an der Stelle

Ableitung der Funktion nehmen!

SYMMETRIE
gerade: f(—x) = f(x)

symmetrisch bzgl. der y-Achse

ungerade: f(—=x) = —f(x)
symmetrisch bzgl. dem Ursprung

PERIODIZITAT
Eine Funktion f : R = R heisst periodisch mit Peri-
odeT,wenngilt: f(x +T) = f(x) firallex € R

MONOTONIE (WIEDERHOLUNG)
¢ monoton wachsend:

X1 < x38ilt 2 f(xg) < f(xz)

* monoton fallend:
X < X8t > f(x) = f(xz)

BIJEKTIVITAT

Eine Funktion f : D —» B

e injektiv:

X1 # xy stets f(x1) # f(x3)
e surjektiv:

y € Beinx € D gibtmit f(x) = y.
e bijektiv: injektiv & surjektiv

UMKEHRFUNKTION
Seif : D — B eine bijektive Funktion. Die
Umkehrfunktion f — 1 : B — D ist definiert durch

f=1-PO=x(- f-1)0) =y

Bestimmung der Umkehrfunktion:
e Losey = f(x) nach x auf
e Vertausche die Variablen x und y.

GEBROCHENRATIONALE FUNKTIONEN
Definition

p(x)  apx™ + apox™ 4. aix + aq
FO) =060 = Thox™ + byxm 1+ ... box + by

n > m: Funktion echt gebrochenrational
n < m: Funktion unecht gebrochenrational

NULLSTELLEN

Ein x, € Rist genau dann eine Nullstelle der ra-
; ; _ p)

tionalen Funktion f(x) = 70

wenn p(xg) =0, q(xg) # 0.

Vorgehen:
Einfach: “Zahler = 0” setzen, mit Nenner # O Gberprifen

POLSTELLEN

Ein xy € R ist eine Polstelle der Funktion

@) = 22 wenn (o) = 0, p(xo) # 0
q(x)

Vorgehen:

Einfach: “Nenner = 0” setzen, mit Zahler # O Gberprifen



HEBBARE DEFINTIONSLUCKEN

Definition

Ein x, € Rist eine hebbare Definitionslicke der Funk-
tion

fG) = BZ, wenn q(x0) = 0, p(x0) = 0
Vorgehen:

1. Einfach: Zahler und Nenner =0
2. HDin f(x) einfigen nach herauskirzen

BESTIMMUNG DES ASYMPTOTISCHEN VER-
HALTENS IM UNENDLICHEN

e f(x) = % : echt gebrochenrationale Funktion =2

y = 0die Asymptote von f(x) im Unendlichen.

e Falls f(x) = % : unecht gebrochenrationale Funk-

tion f(x) = p(x) + r(x) (Polynomdivision) = p(x)
= Asymptote von f(x) im Unendlichen.

ABLEITUNGSFUNKTION

Eine Funktion f heisst differenzierbar, falls f
in jeder Stelle x0 € D differenzierbar ist. Die
Funktion f'(x) heisst Ableitung von f.

HOHERE ABLEITUNGEN

Falls die Funktion f'(x) wieder differenzierbar
ist, nennt man die Ableitung von der Ableitung
die zweite Ableitung von f. Notation: f"'(x) bzw.
d*f

s Analog fir hohere Ableitungen.

ABLEITUNG VON POTENZFUNKTIONEN
Die Ableitung der Potenzfunktion f(x) = x¢
Ist gegeben durch f'(x) = ax%"1.

Dozent: David Bernhardsgritter

FAKTORREGEL
(cf ()" = ¢f'(x)

SUMMENREGEL

fFx) + g@)' = f'(x) + g'x)
Beispiel:

f(x) =3x*+4x?>-3x+5>
f'(x) =12x3+8x—3
PRODUKTREGEL
fF) - g@) =f'(x)-g(x) + f(x)-g'(x)
QUOTIENTENREGEL
(f(x))’ _ flx)-g(x)—f(x)g'(x)
g(x) g% (x)

VERKETTUNG/KETTENREGEL
Fur zwei Funktionen f : A - Bundg: B — Cist
die Funktiong - f: A — Cdefiniert durch

(g = N = g(f(x)
(g - N =390 f
INVERSENREGEL

-1 7 1
o)

O EGEC))

ABLEITUNGEN ELEMENTARER FUNKTIO-
NEN

f(x) f'x)
x%mita € R ax®1
sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(x)
tan(x) 1 + tan? (x) = o7 ()
COt(x) 1= COtZ(X) — _Sini(x)
e* e*
a* In(a) - a*
() 1
X
loga(x) 1
In(a)x
arcsin(x) 1
V1 — x?
arccos(x) 1
V1—x2
arctan(x) 1
14 x2
cot(t) —sin®(x)




GRENZWERTE DIFFERENZIERBARKEIT VS STETIGKEIT TRICKS

GRENZWERT EINER FUNKTION AN EINER e Die Funktion ist stetig, falls der Graph keine Spriinge hat. BEISPIEL TRICK
STELLE * Die Funktion ist differenzierbar, falls der Graph keine 2n6 — n3 erweitern mit ik
o ‘ lim ——k n
Df?f/nlt/on. Knicke hat. n-07n% 4+ n> — 3 k: grosster Exponent
Die Funktiony = f(x) hat an der Stelle xy den * Eine unstetige Funktion ist an ihren Unstetigkeitsstellen . L1
L s n-1 n+1 erweitern mit —
Grenzwert y,, falls fir jede Folge x, mit lim x,, = x; auch nicht differenzierbar. .7 +2 . a
. e « Eine differenzierbare Funktion st stetig, eine stetige Funk- M w5 | edsstebasis
gilt: rlll_{r.}of(x") = y,. | m‘e |. erenzier Fare gn ion {s stetig, eine stetige Fun k: kleinster Exponent
tion ist nicht unbedingt differenzierbar. lim \/a—n \/— erweitern mit \/a,, +
Notation: lim f(x) = y,. D=eE \/b_
Xm0 LISTE VON ELEMENTAREN GRENZWERTEN n

f
Definition 1. lim 1_ 0 lim (1 + _)411 umrormen zu

: ixva _ La
Konvergenz: Grenzwert existiert n-ocon e lim((A+2)")"=e
o e
Divergenz: Grenzwert existiert nicht Tlll_tl}o q"=0fur|q| <1

2
3. limVa=1
4

WICHTIGE GRENZWERTE

STETIGKEIT n—0o lim,_0 sin(z) _ il % cos(z)—1 0
Anschaulich: Eine Funktion f ist stetig, falls der Funk- lim Yn=1 o asdtanid Mz—0 —
. . “ . ” . n—-oo limg 0 » =1 lim = (05(1 =1
tionsgraph keine “Spriinge” aufweist. ' m.g:l'.;”(,u) z—0 2
> Lim (1 + _)n =€ limg—0 === =1 lim, 0 mn(r) =1
=>» Mit Vorsicht zu geniessen! noe lim,_,0 = m = % . m;;(;) — =60
Definition GRENZWERTSATZE limgy0 = S8 = g limgoyo(l + 1) = ¢
» stetig an der Stelle x,: Definition limg o - SIH( 1) =1 limgy00(1 + 2)" =€
f(xo) = lim f(x) Seien a, und b,, zwei konvergente Folgen mit lim, 0 _— = In(a) limg_o 2% - Ir ’( ) =0
X=X i = i = a+x 1
e Funktion f stetig: ’ Grenzwerten rlll—r>r<>10 dy = @ und %1_r)r010 bn = b. limg 0 [”(f ) = % limg o l'.x(I 2 =0
stetig in jedem Punkt x, € DD ihres Defini- limg 00 ¥/a =1 limg 00 S5 = +00
tionsbereichs. 1 fll_ff}ofl "ap =A-a fiuralled € R limg 00 \[ =1 lilll..:aoo(':i;i ' =&
limy as ',,, =0
STETIGKEIT DER GRUNDFUNKTIONEN 2. lima,+bh,=a+b —00 ¢
Polynome y = a,x"+...4+q n—oo
Gebrochenrationale y = p(x) 1. 3}}_@ an—bp=a—>b
Funktionen q(x) 2. 4lima, -b,=a-b
Exponentialfunktionen y = a* e
Logarithmusfunktionen y =log,(x) 3. 57115@_,1 b furb#0
Trigonometrischen y = sin(x), 6. lim f(a,) = f(lim a,) Ublicher-
. _ n—oo n—-oo
Funktionen y = cos(x), weise gegeben falls f(x) stetig ist
y = tan(x)

Dozent: David Bernhardsgritter



INTEGRAL SATZ (Zweiter Hauptsatz der Integralrechnung)
Definition Es gilt

Eine Funktion F(x) heisst Stammfunktion von f(x),
falls F'(x) = f(x).

. YA
Beispiel:

1 -
f@) =x2= F(x) = 32° y = x)
Die Stammfunktion F(x) einer Funktion f(x) ist nicht

eindeutig definiert: Falls F(x) eine Stammfunktion von
f(x)ist, dannist auch F(x) + C eine Stammfunktion.

_.{“
Je
N
T o

<Y

Definition 0 X=ax; X; X4 X X7
Die Menge aller Stammfunktionen heisst unbestimmtes
Integral von f(x), man schreibt [ f(x)dx. Die Funktion

f (x) heisst Integrand.

Beispiel:
Beispiel: 3 3
4 x? —4x dx = [1x3 - 2x2] =
f4x2—2x+3dx=§x3—x2+3x+C 1 3 1
1 1 22
<—13—2-32)—<—13—2-12)=——
Definition 3 3 3

Das bestimmte Integral einer Funktion f(x) Uber [a, b]
ist definiert durch

b n
[ reode = 1m Y reoe -5
a i=1

EIGENSCHAFTEN
b b

f c-f(x)dx=c f f(x)dx
a a

fab(f(x) + g(x))dx = Lbf(x)dx + ng(x)dx
facf(x)dx = fabf(x)dx + chf(X)dx
faf(x)dx =0

fabf(x)dx = —fbaf(x)dx

Dozent: David Bernhardsgritter

b
f fGdx =F(b) - F(a) = [F()]a = F(*)la

FLACHENINHALT

Der Flacheninhalt, der durch die beiden Funktionen
fu(x) < fo(x) auf dem Intervall [a, b] eingeschlossen
wird, ist gegeben durch

A= (o) = fu(x)dx = [2 f,(x)dx — [} fu(x)dx

Falls Intervall [a,b] nicht gegeben = Schnittpunkte be-
rechnen

Vorgehen Schnittpunkte finden:
1. f(x) = g(x) auflosen = x-Koordinate
2. x-Punktin f(x) einsetzen = y-Koordinate



FOLGEN UND REIHEN

Definition

Eine Folge ordnet jedem Indexk = 1

eine reelle Zahlen a; zu. Man nennt a;, das kte Glied
der Folge.

Definition
Die zu einer Folge gehorende Reihe ist
definiert als die Folge der Partialsummen, d.h.
Sl = a1,52 = a1 + a2,53 = a1 + a2+ ag,...,
n

Sp, = a +ta+...+a, =Zak
k=1
Die Reihe s, n = 1 ist selbst wieder eine Folge.

ARITHMETISCHE FOLGE & REIHE
Definition
ay — ay_; = d (wobei d konstant ist)
» Rekursives Bildungsgesetz:
ar = Ag—1 + d

e Explizites Bildungsgesetz:
ar =a;+k —1)-d

e Explizites Bildungsgesetz der Reihe:
_atay n—1)-n-d
=T 2

"nm=n-a;+

e Gausssche Summenformel:

= . n(n+1)
1+2+...+n=21=T
i=1

Dozent: David Bernhardsgritter

GEOMETRISCHE FOLGE & REIHE
Definition

%k_. g (wobei q konstant ist)
Q-1
* Rekursives Bildungsgesetz:

ag = ag-1°9
e Explizites Bildungsgesetz:
ax = ap - g1

e Explizites Bildungsgesetz der Reihe:
1 — g™
1-g¢q

Sp, = a4

Definition
Falls eine Reihe konvergiert, so nennt man ihren

Grenzwert
n

lims, = lim a;

n—-oco n—oo

i=1
den Wert der Reihe.

Wert der geometrischen Reihe:
Falls |g| < 1, dann gilt
oo

1

lim s, = Z a,q "t =a,-
n-co 1-— q
i=1

EIGENSCHAFTEN
n

z a; = ap+...+a,

i=m

e Homogenitat
n n
S ra=1ya
i=1 i=1

e Additivitat

¢ Teleskopsumme

n
Z(ai+1 — Q) =dpy1 — A
i=1

SPEZIELLE REIHEN
1 Zn n(n+1)
' 2

L «Kleiner Gauss»

i=1
. n(n+1)(2n+1)
2. Bt =T
.3 n?(n+1)?
3. 3%L P =——

MONOTONIE FOLGE

Definition

Eine Folge a,, heisst monoton wachsend, falls a1 =
a, fur alle n € N gilt. Eine Folge an heisst

monoton fallend, falls a,+1 < a, flrallen € N gilt.



NACHWEIS MONOTONIE-VERHALTENS
e 1. Strategie: a,+1 — a, = 0 = monoton wachsend
(bzw. ap41 — a, < 0= monoton fallend)

e 2. Strategie: Falls% = lunda, = 0,dannist

n

die Folge monoton wachsend.

Def: Eine Folge a, heisst nach oben beschrankt, falls es
eine reelle Zahl M gibt, sodassa, < M furallen € N
gilt. Eine Folge an heisst nach unten beschrankt, falls es
eine reelle Zahl M gibt, sodass a,, = M fiurallen €
N gilt.

Definition

Eine Folge a,, besitzt den Grenzwert a € R, falls es zu
jedem e > 0ein N, gibt, sodass |a — a,| < ¢ flralle
n = N, Indiesem Fall schreiben wir lim a, = a oder

n—oo

a, — afirn — oo Besitzt eine Folge solch einen
Grenzwert, so spricht man von Konvergenz der Folge —
die Folge ist konvergent; sie konvergiert —, andernfalls
von Divergenz.

SATZ

Sei a; eine monoton wachsende Folge, die nach oben
beschrankt ist. Dann ist die Folge konvergent.
Beispiel:

Die Folge a, = 1 ist konvergent.

\\d—‘““‘:l\l H A\M O\V\ = bw\ O

W= 00 ¢
Sado (. '_‘p._&_.}: o
\O—-*"’i g ;[l’drqﬂn\'\?-éug
& & <z |wig e

(0|> S‘>~

< o N, TATe b

Dozent: David Bernhardsgritter



NICE TO KNOW
POLYNOMDIVISON
Beispiel:

2 =

(23 —62>—x+6): (x—1)=22-52-6

—(z3 — 2?)

B2
—Hzr* —=x
— (=522 + 5z)
— 6z + 6
— 62+ 6
0

MITTERNACHTSFORMEL
Fallsax®? 4+ bx+c=0

—b++Vb% —4ac
2a

BINOMISCHE FORMELN
1. (a+b)?=a?+2ab + b?
2. (a—b)?=a?—2ab + b?
3. (a+b)(a—b)=a®—b?

X1,2 =

TRIGONOMETRISCHE IDENTITATEN
sin?(x) + cos?(x) =1

1+ tan®*(x) = —5—
+ tan®(x) cos2()

1

1 t?(x) =
+ cot“(x) SN2 (@)

Dozent: David Bernhardsgritter

POWER LAWS
a®=1

abP - ad = qPta

aP B
aP:ad = — = gP1
a4

aP - bP = (a-b)?

4P P = b_ -

VERSCHIEDENE GRAPHEN
f(z) =\a? ’

h(z) =| 2"

v+ 1 g(z) = «°




