
Doz: David Bernhardsgrütter 

ANALYSIS 2          REBECCA S NAULI 
INTEGRALE 
BESTIMMTES INTEGRAL (RIEMANN-INTEGRAL) 
Definition bestimmtes Integral 

𝐴 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
→

𝑓(𝜉 )(𝑥 − 𝑥 ) 

HAUPTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = [𝐹(𝑥)] =  𝐹(𝑥)|  

Definition 
Eine Funktion 𝐹(𝑥) heisst Stammfunktion von 𝑓(𝑥), falls 𝑭′(𝒙)  =  𝒇(𝒙). 
Bsp: 𝒇(𝒙)  = 𝒙𝟐 ⇒  𝑭(𝒙)  =  

𝟏

𝟑
𝒙𝟑 

 

Bsp: ∫ 𝑥 − 4𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 − 2𝑥 = 
1

3
1 − 2 ∙ 3 −

1

3
1 − 2 ∙ 1 = −

22

3
 

 
 
 
 
 
 

Definition unbestimmtes Integral 
- Die Menge aller Stammfunktionen = unbestimmtes Integral von 𝑓(𝑥) 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥.  

- Die Funktion 𝑓(𝑥) = Integrand. 
Beispiel: 

4𝑥 −  2𝑥 + 3𝑑𝑥 =
4

3
𝑥  − 𝑥 + 3𝑥 + 𝐶 

FLÄCHENINHALT 
𝑓 (𝑥)  ≤  𝑓 (𝑥) auf dem Intervall [𝑎, 𝑏] 
𝐴 = ∫ (𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥))𝑑𝑥 = ∫ 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 − ∫ 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥  
 
Falls Intervall [𝑎, 𝑏] nicht gegeben  Schnittpunkte berechnen 
 
Nur über den + Bereich der Achse integriert! 
 

SCHNITTPUNKTE FUNKTIONEN 
1. 𝑓(𝑥)  =  𝑔(𝑥) auflösen  x-Koordinate 
2. x-Punkt in 𝑓(𝑥) einsetzen  y-Koordinate 

EIGENSCHAFTEN 

𝑐 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑐 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  
LISTE STAMMFUNKTIONEN 
 

f(x) F(x) 
𝑥 𝑚𝑖𝑡 𝑎 ≠ −1 1

𝑎 + 1
𝑥 + 𝐶 

sin(𝑥) − cos(𝑥) + 𝐶 
cos(𝑥) sin(𝑥) + 𝐶 

1 + 𝑡𝑎𝑛 (𝑥) tan(𝑥) + 𝐶 
𝑒  𝑒 + 𝐶 
𝑎  1

ln(𝑎)
∙ 𝑎 + 𝐶 

1

𝑥
 

ln(|𝑥|) + 𝐶 

1

√1 − 𝑥
 

arcsin(𝑥) + 𝐶 

−
1

√1 − 𝑥
 

arccos(𝑥) + 𝐶 

1

1 + 𝑥
 

arctan(𝑥) + 𝐶 

ln(𝑥) 𝑥 ∙ ln(𝑥) − 𝑥 
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METHODEN 
“Ansatz mit Korrektur” 

𝑓 𝑔(𝑥) · 𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 𝑔(𝑥) + 𝐶 

1. Ansatz: 𝐴 =  𝑓(𝑔(𝑥)) 
2. Ableiten: 𝐴’ =  𝑓(𝑔(𝑥))′ =  𝑓′(𝑔(𝑥)) ∙ 𝑔 (𝑥)(𝐾𝑒𝑡𝑡𝑒𝑛𝑟𝑒𝑔𝑒𝑙) 
3. Korrektur: 𝐴 =  𝑓 𝑔(𝑥) · 𝑔′(𝑥)  𝐹 𝑔(𝑥) + 𝐶 𝑏𝑧𝑤. = 𝐴  

Beispiel: 

 cos(x  )  ·  x  dx =  
1

3
 sin(𝑥 ) +  C 

 

 

 

 

 

 

Partielle Integration 

𝑢 (𝑥) ∙ 𝑣(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑢(𝑥) ∙ 𝑣(𝑥)| − 𝑢(𝑥) ∙ 𝑣 (𝑥)𝑑𝑥 

=  𝑢 (𝑥) ∙ 𝑣(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑢(𝑥) ∙ 𝑣(𝑥) − 𝑢(𝑥) ∙ 𝑣 (𝑥)𝑑𝑥 

Beispiel: 
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Partialbruchzerlegung 
Falls unecht gebrochenrationale Funktion: 

 Polynomdivision  
 Danach gleiches Vorgehen für echt gebrochenrational 

Falls echt gebrochenrationale Funktion: 𝑓(𝑥) =
( )

( )
 

Fall 1: 𝑞(𝑥) hat nur 1-fache Nullstelle 𝑥 : 

𝑞(𝑥) = (𝑥 − 𝑥 ) … (𝑥 − 𝑥 ) 

Partialbruchzerlegung: 

𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
=

𝐴

𝑥 − 𝑥
+ ⋯ +

𝐴

𝑥 − 𝑥
 

Konstanten 𝐴 , … , 𝐴  : 

- durch Koeffizientenvergleich oder  
- Nullstellen einsetzen (schnellere Variante) 

Integral vom Typ ln (|𝑥|): 

𝐴

𝑥 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝐴 ln(|𝑥 − 𝑥 |) + 𝐶 

Beispiel: 
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Fall 2: 𝑞(𝑥) = m-fache Nullstelle 𝑥 : 

𝑞(𝑥) = (𝑥 − 1) … (𝑥 − 𝑥 ) … (𝑥 − 𝑥 ) 

 Partialbruchzerlegung: 

𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
=

𝐴

𝑥 − 𝑥
+ ⋯ +

𝐵

𝑥 − 𝑥
+ ⋯

𝐵

(𝑥 − 𝑥 )
+ ⋯ +

𝐴

𝑥 − 𝑥
 

Integral vom Typ ln(|𝑥|) 𝑢𝑛𝑑 : 

𝑎

(𝑥 − 𝑐)
𝑑𝑥 = −

𝑎

𝑘 − 1
∙

1

(𝑥 − 𝑐)
+ 𝐶 

Beispiel: 
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Substitutionsregel 

𝑓 𝑢(𝑥) ∙ 𝑢 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦
( )

( )

 

𝑓 𝑢(𝑥) ∙ 𝑢 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 

Beispiel: 

sin (√𝑥)

√𝑥
𝑑𝑥 =

sin (√𝑥)

√𝑥
∙ 2√𝑥𝑑𝑢

= 2 sin(𝑢) 𝑑𝑢 = −2 cos(𝑢) + 𝐶 = −2 cos √𝑥 + 𝐶 

Substitution: 

𝑢(𝑥) = √𝑥 ⟹
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

1

2√𝑥
⇒ 𝑑𝑥 = 2√𝑥𝑑𝑢 
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MITTELWERT 
Mittelwert 𝜇 

𝜇 =
1

𝑏 − 𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

Beispiel: 

 

 

 

 

 

 

 

BOGENLÄNGE EINES GRAPHEN 
Bogenlänge L des Graphen f(x): 

𝐿 = 1 + (𝑓 (𝑥)) 𝑑𝑥 

Beispiel: 

SCHWERPUNKT EINER FLÄCHE 
Fläche A wird durch 𝑓 (𝑥) ≥ 𝑓 (𝑥) beschränkt 

𝑆 = (𝑥 |𝑦 ): 

𝐴 = (𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥))𝑑𝑥 

𝑥 =
1

𝐴
𝑥 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 

𝑦 =
1

2𝐴
(𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥))𝑑𝑥 

Beispiel: 
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ROTATIONSKÖRPER 
Definition 
Der Rotationskörper entsteht durch Rotation der Funktion 𝑓: [𝑎, 𝑏]  ℝ um die x-
Achse. 

VOLUMEN: 

𝑉 = 𝜋 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 

Beispiel: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

MANTELFLÄCHE: 

𝑀 = 2𝜋 𝑓(𝑥) 1 + (𝑓 (𝑥)) 𝑑𝑥 

Beispiel: 
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BERNOULLI DE L’HÔPITAL 
Seien 𝑓, 𝑔: 𝐼 → ℝ zwei Funktionen, die auf einem Intervall 𝐼 = (𝑎, 𝑏) definiert sind. 
Sei weiter 𝑥 ∈ 𝐼. Falls 

1. 𝑙𝑖𝑚 → 𝑓(𝑥) = 0 und 𝑙𝑖𝑚 → 𝑔(𝑥) = 0 (oder jeweils = ±∞) 
2. 𝑔 (𝑥) ≠ 0 für 𝑥 ∈ 𝐼, 𝑥 ≠ 𝑥  

3. 𝑙𝑖𝑚 →
( )

( )
 existiert 

Dann gilt 

𝑙𝑖𝑚 →

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 𝑙𝑖𝑚 →

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 

Beispiel: 
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UNEIGENTLICHE INTEGRALE 
Ein uneigentliches Integral ist vom Typ 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

oder ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥, wobei 𝑓(𝑥) einen Pol in [𝑎, 𝑏] hat 

Berechnung 1. Typ 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
→

𝑓(𝑥)𝑑𝑥  

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
→

𝑓(𝑥)𝑑𝑥  

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
→

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + lim
→

𝑓(𝑥)𝑑𝑥  

Beispiel 1. Typ: 
 

 

 

 

 

 

Berechnung 2. Typ 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
→

𝑓(𝑥)𝑑𝑥  𝑃𝑜𝑙 𝑏𝑒𝑖 𝑥 = 𝑎 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
→

𝑓(𝑥)𝑑𝑥  𝑃𝑜𝑙 𝑏𝑒𝑖 𝑥 = 𝑏 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
→

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + lim
→

𝑓(𝑥)𝑑𝑥  𝑃𝑜𝑙 𝑏𝑒𝑖 𝑥 = 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) 

 

Beispiel 2. Typ: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



17 
 

TAYLORREIHEN 
Definition Potenzreihe 
Potenzreihe: «ein Polynom vom Grad ∞» 

𝑝(𝑥) = 𝑎 + 𝑎 (𝑥 − 𝑥 ) + 𝑎 (𝑥 − 𝑥 ) + ⋯ = 𝑎 (𝑥 − 𝑥 )  

- 𝑎 , 𝑎 , … heissen Koeffizienten der Potenzreihe, 
- 𝑥  ist das Zentrum 

Beispiel: 

 
 

Definition Taylorreihe 
Taylorreihe einer Funktion 𝑓(𝑥) an der Stelle 𝑥 : Diejenige Potenzreihe 𝑝(𝑥) so-
dass alle Ableitungen von 𝑝(𝑥) mit den Ableitungen von 𝑓(𝑥) übereinstimmen 

𝑡 (𝑥) = 𝑓(𝑥 ) + 𝑓 (𝑥 ) ∙ (𝑥 − 𝑥 ) +
𝑓 (𝑥 )

2!
∙ (𝑥 − 𝑥 ) +

𝑓 (𝑥 )

3!
∙ (𝑥 − 𝑥 )

+ ⋯ =
𝑓( )(𝑥 )

𝑘!
∙ (𝑥 − 𝑥 )  

Beispiel: 
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Definition Taylor-Polynom 
Wenn die Potenzreihe nach dem Term n-ter Ordnung abgebrochen wird, erhält 
man das Taylor-Polynom n-ter Ordnung von f(x) an der Stelle 𝑥 : 

𝑝 (𝑥) = 𝑓(𝑥 ) + 𝑓 (𝑥 ) ∙ (𝑥 − 𝑥 ) +
𝑓 (𝑥 )

2!
∙ (𝑥 − 𝑥 ) +

𝑓 (𝑥 )

3!
∙ (𝑥 − 𝑥 )

+ ⋯ +
𝑓( )(𝑥 )

𝑘!
∙ (𝑥 − 𝑥 ) =

𝑓( )(𝑥 )

𝑘!
∙ (𝑥 − 𝑥 )  

Beispiel: 

 

 

 

 

 

Wichtige Taylorreihen 
Funktionen 𝑓(𝑥) = 𝑒 , 𝑓(𝑥) = sin(𝑥) , 𝑓(𝑥) = cos (𝑥) an der Stelle 𝑥 = 0 

𝑡 (𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓 (0) ∙ 𝑥 +
𝑓 (0)

2!
∙ 𝑥 + ⋯ 

𝑡 (𝑥) =
𝑥

𝑘!
 

𝑡 (𝑥) = 𝑥 −
𝑥

3!
+

𝑥

5!
− ⋯ = (−1)

𝑥

(2𝑘 + 1)!
 

𝑡 (𝑥) = 1 −
𝑥

2!
+

𝑥

4!
− ⋯ = (−1)

𝑥

(2𝑘)!
 

 

𝑓(𝑥) = ln (𝑥) an der Stelle 𝑥 = 1. 

𝑡 (𝑥) =
(−1)

𝑘
(𝑥 − 1)  

  

Konvergenzbereich 

𝑥 ∈ ℝ|𝑝(𝑥) = 𝑎 (𝑥 − 𝑥 )  𝑖𝑠𝑡 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡  

 Der Konvergenzbereich ist immer ein Intervall um 𝑥 . 
 Der Abstand zwischen 𝑥  und dem Rand des Konvergenzintervalls heisst 

Konvergenzradius 𝜌 
 Man berechnet 𝜌 durch  

𝜌 = lim
→

 oder 𝜌 = lim
→ | |

 

 Konvergenz/ Divergenz am Rand: Man muss die Werte am Rand des Inter-
valls in die Potenzreihe einsetzen und die resultierende Reihe untersuchen. 
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Beispiel: 

 

 
Sammlung konvergenter/divergenter Reihen 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + ⋯ Divergent 
1 − 1 + 1 − 1 + 1 ± ⋯ Divergent 
1 − 2 + 3 − 4 + 5 ± ⋯ Divergent 

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ ⋯ =

1

𝑘
 

Divergent 

1 −
1

2
+

1

3
−

1

4
+

1

5
± ⋯ =

(−1)

𝑘
 

Konvergent 

1 +
1

10
+

1

100
+ ⋯ =

1

10
 

Konvergent 

1 +
1

4
+

1

9
+

1

16
+ ⋯ =

1

𝑘
 

konvergent 

 

POTENZREIHEN 
Mit Potenzreihen kann man innerhalb der Konvergenzintervalle rechnen wie mit 
Polynomen.  

 Innerhalb ihres Konvergenzintervalls ist eine Potenzreihe eine stetige Funk-
tion. 

 Im Durchschnitt der Konvergenzintervalle zweier Potenzreihen mit dem-
selben Entwicklungspunkt kann man diese Potenzreihen addieren und mul-
tiplizieren. 

 Identische Potenzreihen besitzen dieselben Koeffizienten  Koeffizienten-
vergleich 

 Potenzreihen können gliedweise differenziert und integriert werden. 

Eulersche Formel 
𝑒 = cos(𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑖 = −1 

Restglied 
𝑅 (𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑝 (𝑥) 

Restgliedformel nach Lagrange 

𝑅 (𝑥) =
( )( )

( )!
(𝑥 − 𝑥 ) , wobei 𝜉 ∈ [𝑥 , 𝑥] 

Beispiel: 

 
 
 
 



20 
 

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
Eine DGL ist eine Beziehung zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen; ge-
sucht sind Funktionen, die diese Beziehung erfüllen. Differentialgleichungen sind 
ein Werkzeug, mit dem mathematische Modelle realer Situationen erstellt werden. 

Definition Differentialgleichung 
Eine gewöhnliche Differentialgleichung 𝑛-ter Ordnung (ordinary differential equa-
tion, ODE) ist eine Gleichung 

𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑦 , 𝑦 , . . . , 𝑦( ) =  0 

für eine gesuchte Funktion 𝑦(𝑥), in der Ableitungen von 𝑦(𝑥) auftreten (bis 𝑛-te 
Ableitung). Falls die DGL nach 𝑦( ) aufgelöst ist, nennt man die DGL explizit, an-
sonsten implizit.  

Beispiel: 
explizit: 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 
implizit: 𝑦 − 𝑦 − 𝑥 = 0 
Die Menge aller Lösungen einer DGL nennt man die allgemeine Lösung der DGL.  

Beispiel ist Funktion eine Lösung des DGL: 

 

 

 

ANFANGSWERTPROBLEM 
Die Lösung ist erst dann eindeutig, wenn man zusätzlich zur DGL noch eine oder 
mehrere Anfangsbedingungen vorgibt. Eine DGL zusammen mit einer Anfangsbe-
dingung ist ein Anfangswertproblem (AWP). 
Definition Anfangswertproblem 
Ein Anfangswertproblem einer DGL 𝑛-ter Ordnung ist 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦0 , 𝑦00, . . . , 𝑦(𝑛))  =  0
𝑦(𝑥 )  =  𝑦

 𝑦 (𝑥 ) = 𝑦
⋮

𝑦( )(𝑥 ) = 𝑦

  

Die Lösung eines Anfangswertproblems nennt man eine spezielle bzw. partikuläre 
Lösung der DGL.  

Beispiel: 
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KLASSIFIKATION 
Gewöhnliche DGL (ODE) 
Wir betrachten die (gewöhnliche) DGL (1. Ordnung)  

𝑦′ =  𝐹(𝑥, 𝑦) 
Es kommen nur Ableitungen nach einer Variablen vor. 
 
Beispiel: 

𝑦 = −
𝑦

𝑥
 

 
Partielle DGL (ODE) 
Es treten Ableitungen nach mehreren Variablen auf. 
Beispiel: 

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
− 𝑎

𝜕 𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
= 0 

 
Ordnung einer DGL 
Höchste Ableitung, welche in der DGL vorkommt. 
Beispiel 1. Ordnung: 

𝑦 = 𝑦  
 
Lineare DGL (ODE) 
Die Funktion und ihre Ableitungen kommen nur linear vor, also keine Ausdrücke 
wie 𝑦(𝑥), (𝑦′(𝑥)) ,  𝑒 ( ) etc. 
Beispiel: 
linear   𝑦 + 𝑦 = 𝑒  
nicht linear 𝑦 + 𝑦 = 𝑒  
 
Homogene DGL (ODE) 
Wenn man alle Terme, welche die gesuchte Funktion (und deren Ableitungen) en-
thalten, auf die linke Seite der DGL schreibt, erhält man auf der rechten Seite Null. 
Beispiel: 
homogen 𝑦 + 𝑥𝑦 = 0 
inhomogen 𝑦 + 𝑥𝑦 = cos (𝑥) 
 
 
 
 

Separierbare DGL (ODE) 
Die DGL heisst separierbar, falls die DGL von der Form  

𝑦′ =  𝑔(𝑥)  ·  ℎ(𝑦)  
ist.  
Beispiel: 

𝑦 = 𝑥⏟
( )

∙ 𝑦⏟
( )

 

 
Autonome DGL (ODE) 
Die DGL heisst autonom, falls die DGL von der Form  

𝑦′ =  𝑓(𝑦) 
ist. Autonome DGL sind separierbar! Keine x-Terme! 
 
Beispiel: 

𝑦 = 𝑦 = 1⏟
( )

∙ 𝑦⏟
( )
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SEPERATION DER VARIABELN 
Wir betrachten die (separierbare!) DGL  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =  𝑔(𝑥)  ·  ℎ(𝑦)  

• Falls ℎ(𝑦 )  =  0: Dann ist 𝑦 =  𝑦  eine Lösung der DGL! 

• Trennung aller x- und y-Terme:  

1

ℎ(𝑦)
  ·  𝑑𝑦 =  𝑔(𝑥)  ·  𝑑𝑥 

• Integration auf beiden Seiten:  

1

ℎ(𝑦)
  ·  𝑑𝑦  =  𝑔(𝑥)  ·  𝑑𝑥 

• Auflösen nach 𝑦. Falls es sich um ein AWP handelt, dann die Anfangsbedingungen 
einsetzen, um die Konstante zu bestimmen. 

Beispiel: 

 

 
 

RICHTUNGSFELD 
Das zur ODE 1. Ordnung  

𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦)  

gehörende Richtungsfeld ordnet jedem Punkt  

𝑃(𝑥, 𝑦) den Vektor ( , )  zu.  

Beispiel: 𝑦′(𝑥)  =  𝑦(𝑥)  

Die Lösungen  

𝑦(𝑥)  =  𝐶𝑒  

 sind “Feldlinien” des Vektorfeldes  
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VARIATION DER KONSTANTEN 
Wir suchen die Lösung der linearen, inhomogenen ODE 1. Ordnung  

𝑦 (𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑔(𝑥)  

• Löse die zugehörige homogene lineare ODE  

𝑦′(𝑥)  −  𝑓(𝑥)𝑦(𝑥)  =  0  

entweder durch Separation der Variablen oder mit Hilfe der L¨osungsformel  

𝑦 (𝑥)  =  𝐾 ·  𝑒 ( )   

wobei 𝐾 ∈  ℝ eine Konstante und 𝐹(𝑥) eine Stammfunktion von 𝑓(𝑥) ist.  

• Die Konstante 𝐾 wird “variiert”: Ansatz  

𝑦 (𝑥)  =  𝐾(𝑥)  ·  𝑒 ( )  

• Bestimme die Funktion 𝐾(𝑥): 

-  Variante 1: Setze den Ansatz  

𝑦(𝑥)  =  𝐾(𝑥) · 𝑒 ( ) 

in die ODE  

𝑦′(𝑥)  =  𝑓(𝑥)𝑦(𝑥) +  𝑔(𝑥)  

ein.  

Dies führt zu einer Gleichung für 𝐾(𝑥), die man auflöst.  

- Variante 2: Lösungsformel  

𝐾(𝑥)  =  𝑔(𝑥)𝑒 ( ) 𝑑𝑥  

• Die allgemeine Lösung von 𝑦′(𝑥)  =  𝑓(𝑥)𝑦(𝑥) +  𝑔(𝑥) lautet  

𝑦(𝑥)  =  𝐾(𝑥)  ·  𝑒 ( ) 

 

 

Beispiel: 
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EULER VERFAHREN 
Wir betrachten das AWP (ODE 1. Ordnung) 

𝑦 (𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑦(𝑥 ) = 𝑦
 

bzw.  

�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥)

𝑥(𝑡 ) = 𝑥
 

Dann lautet das Euler-Verfahren  

𝑥 = 𝑥 + 𝑘 ∙ ℎ
𝑦 = 𝑦 + ℎ ∙ 𝑓(𝑥 , 𝑦 )

 

bzw.  

𝑡 = 𝑡 + 𝑘 ∙ ℎ
𝑥 = 𝑥 + ℎ ∙ 𝑓(𝑡 , 𝑥 )

 

 

 

 

 

Globaler Fehler 
Abweichung der Approximation von der exakten Lösung zu einem vorgegebenen 
Zeitpunkt 𝑡 : 𝑒 = 𝑥(𝑡 ) − 𝑥   

Lokaler Fehler 
Abweichung der Approximation von der exakten Lösung nach einem Schritt.  

Konvergenzordnung 
Das numerische Verfahren heisst konvergent mit Konvergenzordnung 𝑝, falls 
|𝑒 |  ≤  𝐶ℎ  .  

Das Euler-Verfahren hat Konvergenzordnung 1 
|𝑒𝑘 |  ≤  𝐶ℎ (wird die Schrittweite ℎ um den Faktor 10 verkleinert, so wird der Feh-
ler 𝑒  ebenfalls ca. um den Faktor 10 verringert.) 

NICE TO KNOW: 
Funktionsbeschreibung 
Kreis mit Radius r: 

𝑟 = 𝑥 + 𝑦  

Umformungen 
- ln(𝑒 ) = 𝑥 
- ln(𝑒 ) = 𝑎𝑥 
- 𝑙𝑛|𝑥 + 7| + 𝑙𝑛|𝑥 − 3| = 𝑙𝑛|(𝑥 + 7)(𝑥 + 3)| 

 

- 𝑒 =  

- ∫ 𝑒 𝑑𝑥 = 𝑒 + 𝐶 

 
- cos(𝑥) = 𝑦 → 𝑥 = arccos(𝑦) 
- 𝑠𝑖𝑛 (𝑥) + 𝑐𝑜𝑠 (𝑥) = 1 

- 
( )

( )
=

( )
 

- 
( )

( )
= tan(𝑥) 

- 1 + 𝑡𝑎𝑛 (𝑥) =
( )

 

- 1 + cot (𝑥) =
( )

 

- cot(𝑥) =
 ( )

= 𝑡𝑎𝑛  
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Integrationstabelle 

 

 

 

 

 

 

Wichtige Integrale 
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