ANALYSIS 2
INTEGRALE
BESTIMMTES INTEGRAL (RIEMANN-INTEGRAL)
Definition bestimmtes Integral

f Fdx = lim Zf(a)(xl Xiop)
HAUPTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG
[ reoar =P - F@ = (Felt = Foo:

REBECCA S NAULI

Definition
Eine Funktion F(x) heisst Stammfunktion von f(x), falls F'(x) = f(x).
Bsp: f(x) =x% = F(x) = ;x°

yA
(342 R
y=10 Bsp: [, x* — 4x dx = [3x 2x ]1—
1 1 22
—13—2-32)—(—13—2-12)=__
/’\ (3 3 3
& & §
0 X&a X, X, X4 X X,= X

Definition unbestimmtes Integral
- Die Menge aller Stammfunktionen = unbestimmtes Integral von f(x)

> [ f(x)dx.
- Die Funktion f(x) = Integrand.
Beispiel:

4
J4x2— 2x + 3dx =§x3 —x*+3x+C

FLACHENINHALT
fu(x) < fo(x) auf dem Intervall [a, b]

b b b
A= [ (o) — fuC)dx = [ fo()dx — [, fu(x)dx
Falls Intervall [a, b] nicht gegeben = Schnittpunkte berechnen

Nur Uber den + Bereich der Achse integriert!

Doz: David Bernhardsgrutter

SCHNITTPUNKTE FUNKTIONEN
1. f(x) = g(x) auflosen = x-Koordinate
2. x-Punktin f(x) einsetzen = y-Koordinate

EIGENSCHAFTEN
b b
f c-f(x)dx=c-f f(x)dx
ab a b b
[ e +ganax = [ feodx+ [ geodx
aC b a c a
dx = d d

faf(x) x faf(x) x+fbf(x) x

faf(x)dx =0

b
J, fdx = = [* f(x)dx
LISTE STAMMFUNKTIONEN

flx) Fx)
x*mita # —1 ﬁxaﬂ +C
sin(x) —cos(x) +C
cos(x) sin(x) + C
1+ tan?(x) tan(x) + C
e* e*+C
ax
@) a*+C
1 In(|x]) + C
x
1 arcsin(x) + C
==
1 arccos(x) + C
==
1 arctan(x) + C
1+ x?
In(x) x-In(x) —x




METHODEN
“Ansatz mit Korrektur”

ff(g(x)) +g'(x)dx = F(g(x)) +C

1. AnsatzzA = f(gx))
2. Ableiten: A" = f(g(x)) = f'(g(x)) - g'(x)(Kettenregel)
3. Korrektur: 4, = f(g(x)) - g'(x) > F(g(x)) + C bzw.= 4,

Beispiel:
1
fcos(x3) - x%2dx = = sin(x3) + C

Beispiel 3 ) (2*‘)'

Berechnen Sie das Integral [, e2*dx. _ ex"" 95
AMS(& ACK) JZ—-

et /4‘200 4&. ,Q_
zx Co o . —

=) lg”&xa[_%e FSO 7_2_ Az'.

p— ey

Partielle Integration

b b
f u'(x) - v(x)dx = u(x) - v(x)|L — f u(x) - v'(x)dx

= J-u’(x) ‘v(x)dx = ulx) - v(x) — f u(x) - v'(x)dx

Beispiel:
Beispiel 1 wiv defhnicses
Wir berechnen [ x - sin(x)dx:
L b u(ry = X
ML U (<) = SN
Jx Smk\cb( td  bzauven
vy = A
3() W(x) = -cosx)
— §‘C¢30() -Adx

=~ - 8(x) + § 3%
= ¥ con(X) S0 £+



Partialbruchzerlegung
Falls unecht gebrochenrationale Funktion:

=>» Polynomdivision
=>» Danach gleiches Vorgehen flr echt gebrochenrational

p&)

Falls echt gebrochenrationale Funktion: f(x) = pros

Fall 1: g(x) hat nur 1-fache Nullstelle x;:

q(x) = (x = x;) ... (x — xp)
- Partialbruchzerlegung:

P& _ A A
q(x) x—x X —Xp

Konstanten 44, ..., Ay :

durch Koeffizientenvergleich oder
Nullstellen einsetzen (schnellere Variante)

Integral vom Typ In (|x|):

A4
fx— .dx—A In(|lx —x,)+C

Beispiel:

Wie geht man vor, falls der Integrand unecht gebrochenrational ist?

/x3_5x2+x+4dx A%&\\\UK\A?. NU\V\SBA‘N{

7x+10

M" :P,% AvisloN

b
(R3-Sx 2 1) (K Ix HO) = XA+ Saay ,@.W

-(X>-2x" +10%)
Z% -3+l
< (7t Al £20)
S x -Ab

X =5 X+ tif Sk |
X7 f<° ah j ks +-5( =i

Sheale: L+ E |- Havptnows

> =2
S5x Ao =A-(=-2) +B (x-S
Xs'-’z: AN©-4b = 8'(»5):9 B= 2
Y =S~ 285 -16 = A3 =2 A=3

f "x;f?’; t = fxrrder f2 156

= 7 x*¥ex +szv.§x-r9+zsz.\(\ ><-‘2D+Q

[ n(%), Lnxc
gl q(x\ siaX _|
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Fall 2: g(x) = m-fache Nullstelle x;:

q(x) = (x— 1) .. —x)™ ... (x — xy)
=>» Partialbruchzerlegung:

X A B B A
&: Lo+t LI m k
q(x) x—x X=X (x —x)™ X = X

1
—Integral vom Typ In(|x|) und -

J‘ a dx = a 1 +c
(x =)k S —] (x —c)k1

Beispiel:
Ak : nes FLalderisiasen
'{ Sokievyc Men ( 2 [ diesesa Bsp

33t tadx =S = (RF)(x-A)" ' Lssen Sia dao
wiowt  \Wween

Awsalz: Pro w-fade NS % tervendad won
d;l.. -&Aﬁ&m A;' = Ay ey, N
(<t ! ¢ 2°"7)

s 1T %4 T (x"
Z - SAnM * (onstondes brdhursnsn
- %% 2x - <
e Y R =
22X T = A (xeAY +B -0 +C )

Vac A+ Yoelbzienten yesg ek

(redd-e Selde Mvm%?(ii&r%l
' NRasZD 5 > 38
fiadn Sadmgupses
Voc 7. NS einselzn -
X=8 * -25 %410 -/ = A Ll—z +6 +Q ]:46
= A=-2

X=A ' ~A+2 AP = =606+0 +C- ('lf\ I ('('(')
X=0 * AP = (D) (- B-SH+ &(-5)

7 & z
Vet ==

B gl

- %% 2x -4 2 A

DLICWOPE ol our S sy +(""‘)t

3.0t ¢+ indegrizen
- X% 2x 2
J‘ w2 2% ‘de j‘X“S- F = ("“") AX

&

=-1 '/C“‘X“Sl & Lo x4\ - XA
[Jtax - mﬂ ¢
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Substitutionsregel

b u(b)
| rw)-wed= | SOy

[ rue) weax = f fO) dy

Beispiel:

sin(Wx) [ sin (vx) '
f 7 dx = f 7 2+/xdu

=2 f sin(w) du = —2 cos(u) + € = —2 cos(Vx) + C

Substitution:

du 1
ux) =vVx = — = — = dx = 2Vxdu
(x) & 2%

v

Beispiel:
x2

] =

Subsdhtution: )= 4-x"
b L

Ashus:  G& = ~3x" | dx
A= —3%*dx [+ (-3%%)
i oM =dx

X _ 02X 4
IWO\x_S Ty _Jf&k
-4 o

__,_/)é.z,u%'-&-c_

% Gt C
——
Rzl subost-

Substitutionsmethode
Beispiel: [, sin(2x)adx

Lésung durch Substitution:
f Sin(y) oy ?
Sbskhabion: y=2x  TUOH=2x

. 3 4
Wap gassiet wet dan  Integrahonsyiensin.
xelo, Ve A C?; 7{3

Won st oly? | el N

e (hen alo: ¥' =2 =7 [-Jx
Ay =2x [:2
ax = 4 4

%
299( 2K = \g bk{)*)'%a(y

= -%— Sf&i"’(y)csy
= % ~ [— COS()'\K: =-.-= /(
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MITTELWERT
Mittelwert u

1 b
=— d
n=p—g) F
Beispiel:

Berechnen Sie den Mittelwert von der Funktion f(x) = x2 + 2 auf dem
Intervall [0, 3].

A 052 AX

= g [xIde

= 4 Uax®x],
=B AS =S

BOGENLANGE EINES GRAPHEN
Bogenlange L des Graphen f(x):

b
= f V14 (f'(x)?dx
a
Beispiel:
Berechnen Sie die Lange des Graphen von f(x) = 4/ (2x — %)3 auf dem

Intervall [1, S]L J: r_‘_) &)(

= (2% -K )"
%oo %(zx)ys\ ST

- 505
L= POERCERT —S {aexdoc
T § - Ponin- S|}
A AN 87

SCHWERPUNKT EINER FLACHE
Flache A wird durch f,(x) = f,,(x) beschrankt

S = (xslys):
b
A= [ (o) = futanax
a
1 b
v =5 [ 2@ - fu@)ax
a
1 b 2 2
vo=gz | 0760~ 2o
Beispiel:
« Wir berechnen den Schwerpunkt der Flache, die durch die Funktionen
‘91‘( ) = 3x? und g(x) = 4 — x? begrenzt wird.
/b
|, &
souurf,,ﬁz B = 4x
o
ext-4 [
o= --4 b=4 2 ‘=A

.-.-)x =tA

A= S'{ fudx = Sh--x—?z
=-3 bh—lexihr = < /*%r—«ﬁ

Xs = A j x (flex P
““:’z S‘(—x-‘Fx%(x [&" Lﬂ

Z-

o B [ ety (3

%zg X F&E AL -Gtz i‘é—-
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ROTATIONSKORPER

Definition

Der Rotationskdrper entsteht durch Rotation der Funktion f: [a, b] 2 R um die x-
Achse.

VOLUMEN:
b
= J f2(x) dx
a

Beispiel:

Beispiel 1: Kegelvolumen

Wird der Graph von f(x) = 3x im Intervall [0, 1] um die x-Achse rotiert, so
entsteht ein Kegel. Wir berechnen das Volumen durch V== j: 2(x)dx
upd kontrollieren das Ergebnis mittels Viege = 3 - G- h = 37rr2h

3 3%
2 _Er N \/—- [ J(Bx)cbi

- "J "TS 3x‘o\>\=l\3>< (:"'g

ZO"’““‘L: V-_—_ 'ys'lr- 3 ‘/“:‘.S-(T-\/

MANTELFLACHE:
b
M = an FOIVI+ (f'(x))?dx
a

Beispiel:

Beispiel 1: Mantelflache Kegel

Wird der Graph von f(x) = 3x im Intervall [0, 1] um die x-Achse rotiert, so
entsteht ein Kegel.

Wir berechnen die Mantelflache durch M = 2« fab f(x)\/1 + (f(x))%dx
und kontrollieren das Ergebnis mittels Mkeger = 7rv'r? + h2.

f0y=3x = fx=5
M= 2§ x{r s de= o | 5%
- 27 38 {'xdx=2r 3 (P I‘i]‘ 3@T

14



BERNOULLI DE L’HOPITAL

Seien f, g: I = R zwei Funktionen, die auf einem Intervall I = (a, b) definiert sind.

Sei weiter x € I. Falls

1. limy y f(x) = 0und lim,_, g(x) = 0 (oder jeweils = +o0)
2. g'(x)#0furx €l,x # xy
fr(x)

3. limy_y, e )eX|st|ert
Dann gilt
lim _f(x) =lim G
T g(x) g (x)
Beispiel:

Berechnen Sie den folgenden Grenzwert mit der Regel von Bernoulli de

I'Hopital: N - £u0
x—1 @: am

Bemerkung zu Bernoulli de I'Hopital: Die Voraussetzungen 1-3 missen
erfillt sein, sonst konnte die Anwendung der Regel zu einem falschen
Ergebnis fiihren. Fir Sie ist jedoch die Uberpriifung des 1. Punktes (“°’
bzw. “22") am wichtigsten. Die Gegenbeispiele fir Voraussetzung 2 smd
o] kompliziert, dass Sie im Rahmen dieser Vorlesung nicht damit rechnen
mussen (das ist eher etwas fir Mathe-Studis).

TAnalysis A:
i““ (% +&) (244 25 - S,

K-D>A (7‘*'*3(‘74\ Xxaa XA - :’:’_-
(ecgpato ish g Aufasba Cibu it Tides aus ANA)

- V

Mt Bawvould *

Y Lloo=2=t3

] ‘R)=2%

((9=2x FO anf aren el
won YouA ) 2B ) =(O.5,A.8)
T=(0-3,4.4) auck ok!

2_.)3

28x-U Z +§ S~
. X 7 Z X
X224 X’L ,( =

(P2 2‘%;3{:2"’ ‘Ti:.“m dann  wenddt
WoaN a"um““ “L‘m ‘
4\—:9"(. %’Q "A




UNEIGENTLICHE INTEGRALE
Ein uneigentliches Integral ist vom Typ

Loof(x)dx J_boof(x)dx f_o:of(x)dx

oder f; f(x)dx, wobei f(x) einen Polin [a, b] hat

Berechnung 1. Typ

| faoof(x)dx = 111_1)210 <f:f(x)dx>

b b
f_oof(x)dx = Al_i)r_nm <L f(x)dx)

© 0 i
J_oof(x)dx = ){1_{1; f_/lf(x)dx + ){1_)11;10 <Jo f(x)dx)

Beispiel 1. Typ:

a A
@ fhse- Sxthe-—x (=46
A 4Q ‘:’A"‘/A
o—‘: =l S dx = Biwr (4~ %
®4Sx bx A3 4 XL y ,’0

—__—.A

- ==

.SJ;J" ==A= (vkmhla.\n*‘)

1

Berechnung 2. Typ
b b
J f(x)dx = lin(l) <f f(x)dx) Polbeix =a
€—
a

ate

b b—e€
f f(x)dx = lim O f(x)dx) Polbeix =b

b c—€ b
L f(x)dx = lel_r)l’(l) <fa f(x)dx) + Ll_rg(l) <£+€f(x)dx> Pol beix = c € (a,b)

Beispiel 2. Typ:

L b ba x=0 /‘1

> za Pl =

< 3 -% 1
@ iSF‘;ax=£Sx o\x-Z-xﬁ(i

=2-2-\2
———
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TAYLORREIHEN
Definition Potenzreihe
Potenzreihe: «ein Polynom vom Grad co»

p(x) = a, +a;(x — x9) + az(x — x9)> + -+ = Z ar (x — x0)?
- agp, a4, --- heissen Koeffizienten der Potenzreihe,
- Xg istdas Zentrum

Beispiel:

p(x) = ap + ai(x — xo) + a(x — x0)?

Z ak(x — xo)*

Bestimmen Sie das Zentrum xp und die Koeff12|enten ay der folgenden

Potenzreihen:
—A+ A6 s (e = F A%
=0, az =4 k=0

p1(x) =14 x + x2

e 1%.@
- -1@%@&;

=4 k44 _A—- =0
1.(0 = (-A) a./\Z
h e "'“HB 2, =00 7

,4.,’ ,-~

Institute of Computational Physics

Definition Taylorreihe
Taylorreihe einer Funktion f(x) an der Stelle x: Diejenige Potenzreihe p(x) so-
dass alle Ableitungen von p(x) mit den Ableitungen von f(x) Ubereinstimmen

tr(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — xp) +f ; *o) - (x — x9)? +f 3(|xO)

(x)
Zf COJP

(x — xo)3

Beispiel:
Beispiel 1: Taylorreihe von &*
Wir berechnen die Taylorreihe von f(x) = e* an der Stelle xo = 0.

t‘ = 5, i"‘(o) "

k=0 !

yro: L= =+« Saa: f'(’()=£x

€)= A
4'(‘) - %7‘ g(*\-
fYo)=" =4 _‘a(\ i

2 3
— A e

D
. é&" (o }_2,; 31X
= au.a Mu&—'&“ .

17



Definition Taylor-Polynom
Wenn die Potenzreihe nach dem Term n-ter Ordnung abgebrochen wird, erhalt
man das Taylor-Polynom n-ter Ordnung von f(x) an der Stelle x;:

pn(x)=f(xo>+f'(xo)-(x—xo>+f ) ey + L 3( ) ()
(n) (k)
oot k('x) zf C0) (o

Beispiel:

Berechnen Sie das Taylorpolynom 3. Grades p3(x) von der Funktion
f(x) = (In(x))2

an der Stelle xp = 1.
Pe = i{ (") ()(-4)
k=0 4m Am =0
kea: (m:ZMx)éa = 2Lad%

=0

¥=2: 'f"(&\s Z_(K.“X.“Fln(x)'("‘)'x.z) = Z(X’z" MX-‘)
£ (D=2
y=3: f"00=2 (—2x - (Y "X’ﬁ-ﬂu(ﬂ(&t)) £ R
_ fYDy =2 (-2-N==-6

F300= O+C’+ - (x-A) -j‘f C(-/t\

= (%) - (x-&)
e —

Wichtige Taylorreihen
Funktionen f(x) = e*, f(x) = sin(x), f(x) = cos (x) an der Stelle x, = 0

tr(x) = f(0) + f'(0) - x +

£, (x) = Z -

3 2k+1

31 Z< D 2+ (2k+1)'

f(x) =In (x) an der Stelle x, = 1.

1 k+1
%m-z() (=D

k=1
Konvergenzbereich
[e¢]
x € Rp(x) = z ay (x — xo)¥ ist konvergent
k=0

= Der Konvergenzbereich ist immer ein Intervall um x.

= Der Abstand zwischen xy und dem Rand des Konvergenzintervalls heisst
Konvergenzradius p

= Man berechnet p durch

1
oder p = lim +—
ak+1 k—oo Ylagl

=  Konvergenz/ Divergenz am Rand: Man muss die Werte am Rand des Inter-
valls in die Potenzreihe einsetzen und die resultierende Reihe untersuchen.

p = lim

k— oo

18



Beispiel:

Konvergenzradius der Taylorreihe von f(x) = e* an der Stelle xo = 0:

S 2D g (O Gy

b €U T A0 X G2y
= Liw tas 1=

s

2\ Yoa w?ﬂw euchs

T = (%72, %tP)
= (0-», OtP) =(-2,) = R

Sammlung konvergenter/divergenter Reihen

1+14+1+14+1+-- Divergent
1-14+1-14+1%-- Divergent
1-243—-44+5+-- Divergent
1 1 1 21 Divergent
SR TR o
T2T3Ta s k
k=1
1 1 1 1 o (—1)k+1 Konvergent
l—s4z-gtzte=y
2+3 4+5_ k
k=1
2 1\K Konvergent
ASTAS AR
k=0
S konvergent
14—t —t—- =2_
+4+9+16+ k2
k=1

POTENZREIHEN
Mit Potenzreihen kann man innerhalb der Konvergenzintervalle rechnen wie mit

Polynomen.

= Innerhalb ihres Konvergenzintervalls ist eine Potenzreihe eine stetige Funk-

tion.
= |Im Durchschnitt der Konvergenzintervalle zweier Potenzreihen mit dem-
selben Entwicklungspunkt kann man diese Potenzreihen addieren und mul-

tiplizieren.
= |dentische Potenzreihen besitzen dieselben Koeffizienten = Koeffizienten-

vergleich
= Potenzreihen kdnnen gliedweise differenziert und integriert werden.

Eulersche Formel Im
J e?=cosp+ising

e = cos(x) + isin(x),i? = —1 '
Restglied / iy
Rn(x) = f(x) — pn(x) = aes =
Restgliedformel nach Lagrange \/
e :

Rn () = T x0)"*, wobei § € [xo,x]

Beispiel:
Wie gross ist der maximale Fehler auf dem Intervall [0,0.1], wenn man
f(x) = e* durch das Taylorpolynom 3. Grades approxnmlert"

&><>=¢“=A+X+%+5’$l- + Rs &

T2(O .
Absd«lﬁwé dan telders:

{Rsf’Q'é\”“’“’( (ﬁ:ﬁ}x" (

”W‘“"( q[ -——OA

19
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DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ANFANGSWERTPROBLEM

Eine DGL ist eine Beziehung zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen; ge- Die Losung ist erst dann eindeutig, wenn man zusatzlich zur DGL noch eine oder
sucht sind Funktionen, die diese Beziehung erfillen. Differentialgleichungen sind mehrere Anfangsbedingungen vorgibt. Eine DGL zusammen mit einer Anfangsbe-
ein Werkzeug, mit dem mathematische Modelle realer Situationen erstellt werden. dingung ist ein Anfangswertproblem (AWP).

Definition Anfangswertproblem

Definition Differentialgleichung Ein Anfangswertproblem einer DGL n-ter Ordnung ist

Eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung (ordinary differential equa-

tion, ODE) ist eine Gleichung F(x,y,y0,¥00,...,y(n)) =
y(xo) = Yo

F(x,y,9,y",....y"™M)=0 y' (x0) =y

fur eine gesuchte Funktion y(x), in der Ableitungen von y(x) auftreten (bis n-te y(n—l)(x(;) =y,
n
Ableitung). Falls die DGL nach y(n) aufgelost ist, nennt man die DGL explizit, an-
sonsten implizit. Die Losung eines Anfangswertproblems nennt man eine spezielle bzw. partikuldre
Losung der DGL.

Beispiel: o
explizit: y' =y +x Beispiel:

N
implizit: y y=—x= 0 Gesucht ist die partikulare Losung des AWP
Die Menge aller Losungen einer DGL nennt man die allgemeine Lésung der DGL. y =

o . : . { y@2) = 1
Beispiel ist Funktion eine Losung des DGL:

2l (Bsagr 3= ¥+ C

Einstiegsbeispiel 3 GPE A.0 {:kn
Gesucht sind alle Losungen von der ODE = A eastmte in Z -
X (220 Faﬂh kulae £28 'Aéj (D=4
y e p—
B e Vi3 % =1
Die Lésungen kénnen hier nicht unmittelbar erraten werden. Wir kdnnen ¢
nachrechnen, dass die folgenden Funktionen Lsungen der DGL sind: = (= ..3

y= im K eR. _ 4 _
36y ( s in EDE nsem: [y= 442 |

Y -_-‘%_(Y—x 5%' (Y- 7') (W%ﬁlm

_ =X
- /H?—" R Z - Sae §,
Yy 4/\'/ # 4,2

20



KLASSIFIKATION
Gewohnliche DGL (ODE)
Wir betrachten die (gewohnliche) DGL (1. Ordnung)

y' = F(x)
Es kommen nur Ableitungen nach einer Variablen vor.
Beispiel:
oY
4 x

Partielle DGL (ODE)
Es treten Ableitungen nach mehreren Variablen auf.
Beispiel:

ou(t, x) 2%u(t,x) 3
ac T oxz

Ordnung einer DGL
Hochste Ableitung, welche in der DGL vorkommt.
Beispiel 1. Ordnung:

y =Y

Lineare DGL (ODE)

Die Funktion und ihre Ableitungen kommen nur linear vor, also keine Ausdriicke

wie \/y(x), (' (x))?, e Y® etc.
Beispiel:

linear y'+y =e*

nicht linear vy + ﬁ =e*

Homogene DGL (ODE)

Wenn man alle Terme, welche die gesuchte Funktion (und deren Ableitungen) en-
thalten, auf die linke Seite der DGL schreibt, erhalt man auf der rechten Seite Null.

Beispiel:
homogen y' +xy=0
inhomogen y' + xy = cos (x)

Separierbare DGL (ODE)
Die DGL heisst separierbar, falls die DGL von der Form
y'=gx) - h()
ist.
Beispiel:
y =X g’J
9(x) h(y)

Autonome DGL (ODE)
Die DGL heisst autonom, falls die DGL von der Form

y'=f
ist. Autonome DGL sind separierbar! Keine x-Terme!

Beispiel:
y=y=1-y
gx) ()

21



SEPERATION DER VARIABELN
Wir betrachten die (separierbare!) DGL

d
= = g() - h®)

e Falls h(yg) = 0:Dannisty = y, eine Losung der DGL!

e Trennung aller x- und y-Terme:

ﬁ ~dy = g(x) - dx
e Integration auf beiden Seiten:
[ty = [g00 - ax
h(y)

» Aufldsen nach y. Falls es sich um ein AWP handelt, dann die Anfangsbedingungen
einsetzen, um die Konstante zu bestimmen.

Beispiel:

Wir betrachten die DGL

Diw DEL &t .sq:d'wbaf

Y=y,

8"0- k(y)

Lasuay  duroh &Whnmn«&m
] ‘y KX

v
’ A, )’r-»%.ff‘cq

d
y-dy == xdx | §

fydy _Yxa\x '44’(0‘@

(%y+C=-%

+Co | )

yzy'l: ..._7_25._ 3 C_k C‘Z'C\‘é:"e_
77-.— - X+ ZC I r

A

_:?‘————Yx

(\/8l TFole ’9'3

RICHTUNGSFELD
Das zur ODE 1. Ordnung

y'=fxy)

gehodrende Richtungsfeld ordnet jedem Punkt

P(x,y) den Vektor (f(;y)) zu

Beispiel: ¥'(x) = y(x)
Die Losungen
y(x) =

sind “Feldlinien” des Vektorfeldes (}1})
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VARIATION DER KONSTANTEN

Wir suchen die Losung der linearen, inhomogenen ODE 1. Ordnung

y'() = fx)y(x) + g(x)

e | se die zugehorige homogene lineare ODE

Y(x) = f)y(x) =

entweder durch Separation der Variablen oder mit Hilfe der L osungsformel

yr(x) = K - eF®

wobei K € R eine Konstante und F(x) eine Stammfunktion von f(x) ist.

* Die Konstante K wird “variiert”: Ansatz
ys(0) = K(x) - e ®
 Bestimme die Funktion K (x):
- Variante 1: Setze den Ansatz
y(x) = K(x)-ef®
in die ODE
y'(x) = fyx) + g(x)
ein.
Dies fuhrt zu einer Gleichung fir K (x), die man auflost.

- Variante 2: Loésungsformel

K(x) = fg(x)e‘F(") dx
* Die allgemeine Losung von y'(x) = f(x)y(x) + g(x) lautet

y(x) = K(x) - eF®

Beispiel:

Gesucht sind die allgemeine Lésung der Differentialgleichung

yY'(x) - 3y(x) = xe™ .wa.r) mho\w,m

sowie die spezielle Losung zur Anfangsbedingung = Var.
y(0) =1
A- Satm‘# Howoge (] feston
Yo asitdda
W) = Adls
2 @e‘ W =
-i-a.y =34x (§

34,9,‘7_53.\* -G>,Qn(yl = 3x+C |e "
aly(:gs -2 -9y=+c ‘R

A= v.e* el
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Vagioate. - LZSW
>/l__‘_'y__ =D =3 HFxy=3AX
09 3
Y= ¥e =VY-e

2. Sondtr Uasiabon dor Yansfardess
ys = = o) €3" awn‘b. Mn‘]'uaa

y’z%KZ' +Ze -3

- 3x
= 1783 l:{
Y'=xe* | §
Koo = S xhe =x-- 3, L"Jx
v-u! V-

=X - X+C_ =(¢-Qe+ C
>/0() = ( (x-c)é‘-l—(_}é X< (x-—-bg::-r ce
Vavark (3 oémd ‘

-
m“’ e = Sxe®™.
= (x-e’3x

AW?‘- XM a,/(—-v(a-i-Cz 2C=2

Y6 = e 2™ 23



EULER VERFAHREN
Wir betrachten das AWP (ODE 1. Ordnung)

{y’(x) = f(x,y)
y(x0) = ¥o
bzw.
{X(t) =f(tx)
x(to) = xo
Dann lautet das Euler-Verfahren
{ X =%Xg+k-h
Viev1 = Y + b (X, i)

bzw.

{ tk:t0+kh
X1 = X + ho f (Ex, xi)

Globaler Fehler
Abweichung der Approximation von der exakten Losung zu einem vorgegebenen
Zeitpunkt ty: e = x(tg) — xi

Lokaler Fehler
Abweichung der Approximation von der exakten Losung nach einem Schritt.

Konvergenzordnung
Das numerische Verfahren heisst konvergent mit Konvergenzordnung p, falls
lex] < ChP.

Das Euler-Verfahren hat Konvergenzordnung 1
lek | < Ch (wird die Schrittweite h um den Faktor 10 verkleinert, so wird der Feh-
ler e;, ebenfalls ca. um den Faktor 10 verringert.)

NICE TO KNOW:
Funktionsbeschreibung
Kreis mit Radius r:

r? =x? +y?

Umformungen

In(e*) = x

In(e*) = ax

Inlx + 7| + Inlx — 3| = In|(x + 7)(x + 3)|
e 1

¢ T

[e**dx = %ekx +C

cos(x) =y —» x = arccos(y)
sin?(x) + cos?(x) = 1

cos() _ 1

sin(x) tan(x)

%((xx)) = tan(x)

1+ tan?(x) = wsi 5
1+ cot?(x) = ﬁ
cot(x) = tanl o= tan™t



Integrationstabelle Wichtige Integrale

I 2 4 2m I 2 Q :
Jo |l | b f—g f—g | ] 7—1((;))d;r = In|f(z)| +C
sin \/‘\2/:1 1 2 0 0 0 0 / y
- 2 - [ ['(z)- f(x)dz = 3(f*(x)) +C
. mT— T [ n— s
sin 5 |31 |3 |™ |7 |3 | [(az + b)rde = =2 4 ©
(n+1l)a
in? 85v2/ 2 |4 o9 |0 |0 |0 2 :
sin 12 3 3 f.L'((LL' + b)"d;r - (ax+b)"*?  blax+b)"* +C
.4 3r—8 3_7!' 3_7!' 3_,". 37—8 3_7!' 3_7(' (1I+2)02 ("+l)¢l?
S 32 16 8 4 16 | 8 4 | S— 1 4 b e
1 \/§ 9 0 (ax+b)~""" = (n—=2)a*(ax+b)"~—= (n—1)a*(ax+b)~—* '
e V2 : 0 0 [ 2*(az +b)"dx = (ax+b)"*3 _ 2b(ax+b)"*7 | bi(axib)"tl | -
cos? 2+4m ™ s T 247 | m 7y e i g )
8 8 = - c [ ofmdx = tn|z? +a| + C
3 5 2 5 4 *T+a
o 6v/2 . 0 0 3/2 | 3 k [ =Fmpdx = Lin|lax? +b| + C
sadh 8+3r | 3w 3 37 8+37r| 3w 37 ax?+5™ T Za ‘ g
32 16 8 4 16 | 8 4 [ = dr = Lin|z=a| + C
$in - cos : z 0 0 0 0 0 o iy
-y B T = [ srzdx = tarctan(%) + C
sin* - cos 0 0 0
G2 ; ——— Eoedr = — ; +C
sin - cos? 4_12 - % % 0 0 0 0 f T Fa?)" - 2(n=D(a*+zx)" -1 p

e 1

| mEwdr = spyer=—yr +C
I

| oppde = a4+ C
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n+l

[ sin(azx) - oos"(a::')dz = -l +C
[ tan®(z)dzr = =5 4 In(cos(z)) + C

[ tan*(z)dx = z + jtan(z)(sec*(x) — 4) + C
[ cot(z)dx = log(sin(z)) + C

[ coth(z)dx = log(sinh(z)) + C

J i azyd (n—-l)a-ci‘n""(a.r) +C
ki el o

| Fgdr =222 40

[ #sdz = In(z) —In(z + 1) + C

2arctan( & )
| i = —gp=p—— +C

Jx-e**dx = (2£571) . e** + C
[2? . e**dr = (L22=3ax42) . goz

fm‘lwdl'-l—-L ln|p+q €“|+C
fp+qe“'d't o Inlp+q- e

[ e mn(b.t)d.t ;ﬁ-p[a sin(bzx) + b - cos(bx)| + C
[ € - cos(bx)dz = f—p=(a- cos(bx) + b- sin(bx)) + C
[r-edr=4.¢" +C

f&gmd't - l":+’ln“ +C

[ rimda =

) 771_—1,111' = aresin(z) + C

i ——dr = arccos(z) + C

[ 122dx = artanh(z) = log(\/ %) + C, |z| < 1
[ == —dr = arsinh(z) = log(x + V22 + 1)+ C
7§ =z = arcosh(x) = loglx +VrZ—1)+C,1 <z
[ sy dx = —cot(z) + C

[ sin®(x)dx = {5(cos(3z) — Yecos(x)) + C

[ sin*(x)dx = J5(12z — 8sin(2x) + sin(4x)) + C
[ cos*(x)dx = {5(9sin(x) + sin(3z)) + C

[ cos(z)dx = $5(12x + 8sin(2x) + sin(4x)) + C
[ sin? (2z)dr = —jcos(2x) + C

_[ws*(2x)dx = sin(x)cos(z) + C

[ sin(x)cos(x)dx = —jcos*z + C

[ sin®(z)cos(z)dx = sin®(z) + C

[ sin(x)cos*(x)dx = —}cos*(z) + C

[ sin®(x)cos* (x)dx = J5(dx — sin(4x)) + C

[ sin"(ax) - cos(ax)dx = '"'::l —= +C
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