Lineare Algebra 2 Rebecca S Nauli

Vektorraume

Definition

Ein reeller Vektorraum besteht au seiner nichtleeren
Menge V von Elementen, die wir Vektoren nennen.

Bedingungen:

- Addition: Fiir beliebige Vektoren d und b in V ist d +
binV.

- Skalare Multiplikation:

Fir beliebige Vektorend € Vund A € Rist Add in V.

Rechengesetze:

1 &+B=E+(71f1’iralle&,BEV

2. a+(b+¢)=(d+b)+¢éfiralled,b eV
3. d+0=dfiralledeV,

Neutralelement 0 Addition

4. ae€Vgibtgenaul—adevV
5. A(@+b) =Ad + Ab fiir alle 1 € R
6. A+wd=Ad+udfiralle ,ue Rundd eV
7. Aua) = (Awa furalle A,u € Runda €V
8 1l-da=adfuralleaeV

Neutralelement skalare Multiplikation
Beispiel

Spaltenvektor

1

> Mit der Addition und skalaren Multiplikation V =
reeller Vektorraum.

X, ER k= 1,...,n}= R™

Matrizen

a1 e Qip
RMXN — : :
Am1 " Amn

2> Menge der mxn Matrizen mit Matrixaddition und
skalare Multiplikation = reeller Vektorraum

aij E]R,i = 1,...,m;j= 1,...,

S
———

Polynome
2
p(x) = Z agx® = ag + a;x + ax?
k=0

Wobei x = Variabel und a; i = 0,1,2 = reelle Zahlen
Max. 2. Grades
Addition:

p(x) + q(x) = (ap + by) + (a; + by)x + (a, + by)x?

Skalare Multiplikation:
Ap(x) = dag + dayx + Aayx?

- Die Menge P? ist mit dieser Addition und skalaren
Multiplikation ein reeller Vektorraum.

Nullpolynom = Nullvektor:
o(x) = 0 + 0x + 0x?
Gilt fur jedes Polynom! Da: p(x) + o(x) = p(x)

Gegenvektor (entgegengesetzt):
—p(x) = —ay — a;x — a,x?

Rechengesetze:
- Ap) +q(x) = Ap(x) + Aq(x)
- A+ wp&x) = Ap(x) + pp(x)
- Rlx] = p@)pk) = Zizo axx® = ao +
ayx + ax? + azx3 + --mita; ER,i =
0,1,2,3,...} = reeller Vektorraum

Stetige Funktionen
Menge aller reellwertigen stetigen Funktionen mit
Definitionsbereich [a, b]:

V=Cla,bl={f:[a, ]SR> R

Addition: f + g:[a,b] = R
x e (f+9)x) = fx) +g(x)

Skalare Mulitplikation: Af: [a, b] » R
x = (Af)(x) = Af (x)

Neutralelement: o: [a, b] = R
xpo0(x)=0

Unterraum

Definition

Es sei V ein Vektorraum und U eine nichtleere
Teilmenge von V. Ist U ein Vektorraum beziiglich der
Addition und der skalaren Multiplikation in V, so ist U
ein Unterraum (oder Untervektorraum) von V.

Bedingungen:
- Nicht leere Menge
- dundbinU- d+binU
- A€eRundd €U - AdinU
- 0eU (zwingend!)
falls LGS im R™ :
- =0 (homogen) dann UVR
- # 0 (inhomogen) dann kein UVR



Nullvektorraum

Definition

Teilmenge {_O)} : Nullvektorraum ist ein
Untervektorraum von V.

Unterrdaume von V (triviale Loésungen):
- Ganzer RaumV

- Nullvektorraum {_d}

Repetition Gerade und Ebene
Parameterfrom Gerade

g:Xx=ad+t-AB

oder

X Ay Uy
g: <y> = (ay> +t<vy>,t ER
A a, v,
Koordinatenform Gerade

ax+by+c=0

Parameterform Ebene
E:x=d+r-AB+t-AC

oder

X Ay VUx Wy
) () o[ v
VA a, VU, Wy,
Koordinatenform Ebene
ax+by+cz+d=0

Unterraum Ebene/Gerade:
Bedingung
- Ebene/Gerade MUSS Ursprung enthalten um
Unterraum von R3/R?
- Nullvektor muss zu jedem Unterraum
gehdren!

Vorgehen um Unterraum zu finden:
1. Beliebige Vektoren bestimmen
2. Addition Gberprifen, Gleichung aufstellen
3. Skalare Multiplikation Uberprifen

Lésungsraum
Homogenes LGS:
Definition
A% =0
mit A € R™" % € R",0 € R™

U = {# € R"|A% = 0} € R™
- Nie leer da Nullvektor immer dazu gehort!

Nullraum der Matrix A:
N(A) = U = {% € R"|4A% = 0}
Inhomogenes LGS:
Definition
W =U = {% € R"AX = ¢ mit ¢ # 0}

-~ KEIN Unterraum von R™, den A0 = 0 # ¢
Durchschnitt von Unterrdumen

Definition
Ui,...,U, = UVR eines Vektorraums V,dann:

n
U= ﬂ U, =U,nU,Nn..NnU, wieder ein UVR.

k=1

Beispiel
X
U=Uan2={J?=(y)eu&|2x:33’y+fz==00}
Z
fa sl -1 1y (N0
~frewl 3 D()=0)
=(; 75 1lo)
Losungsmenge:

U=U10U2=y5€)€]R3

-2
X=2A (—1),/’[ ER
1
Vorgehen:

1. Koeffizientenmatrix der beiden Gleichungen
bilden

2. Nach Gauss Verfahren auflésen

3. Falls freie Variabel = A setzen

4. Losungsmenge nach A auflosen

Lineare Hulle auch Erzeugendensystem
Definition

V = Vektorraum, v{,v5, ..., 1, €V

Menge aller Linearkombinationen von v, v5, ..., Uy,:

Lin(@;, 5, .., U) = (R € V| = A7y + ATy + -+ +
ATy, Mit Ay, Ay ) Ay € R}

Merke:

- Fir Erzeugendensystem in R3 min. 3 Vektoren

- Da Lineare Hulle = UVR, muss durch Ursprung
verlaufen!!



Lineare Abhangigkeit
Linear abhangig:
wenn nichtalled =0

Linear unabhangig:
M+ L0, + -+ 4,0, © 44==24,=0

Vorgehen Uberprifen ob l.a. oder l.u.?
Vektoren:
1. Koeffizientenmatrix aufstellen
2. Gauss-Verfahren auflosen
3. Falls x,y,z=0dann |.u.

Polynome:
1. Linearkombinationsgleichung aufstellen
2. Polynome einfligen, lambda ausmultiplizieren
3. LGS aufstellen & auflésen
4. FallsA; =:-=21,=0,dannl.u.

Matrizen:
1. Linearkombination aus Matrizen

2. lamda mal Matrizen ausmultiplizieren
3. Gleiche m X n- Matriz = Nullmatrix
4. LGS aufstellen und l6sen
5. 4; =0sind l.u.

Basis

Definition

Vektoren vy, 75, ..., 7, € Vbilden eine Basis
B = (vq,V3, ..., Uy), Wenn:
Bedingung
- Vektoren sind l.u.
- Lin(v{,v3, ..., v,) = V d.h. jeder Vektor lasst
sich als Linearkombination vy, v5, ..., U,
darstellen

Basisvektoren: vy, vy, ..., Up,
Koordinaten von ¥ bezglich der Basis B: 14,15, ..., A,

Es gibt verschiedene Basen in einem Vektorraum =
nicht eindeutig

Vorgehen um Basis zu finden:
1. erweiterte Matrix
2. Gauss Verfahren = ZSF
3. Fihrende 1 = Anzahl bestimmt Rang = dim
oder |.u. der 3 Vektoren

Merke:

- Basisim R3: genau 3 Vektoren

- Matrix: R?*3: 6 Dimensionen — 6 Matrizen
Beispiel:
Einheitsvektoren &y, e, e, bilden Basis fir R3

Uy 1 0 0
V= (W) =V, (0) +v, (1) + v, (0) =
Uy 0 0 1

Vyey + vye, + vse;

Basis € = (e, ..., €,): kartesische Basis/Standardbasis
Definition

Jedes Erzeugendensystem (Lineare Hille) von U
enthalt eine Basis von U.

Dimension
Definition
Die Anzahl der Vektoren einer Basis eines Vektorraums
V ist die Dimension des Vektorraumes.
Notation: dim(V)
Beispiel: dim(R3) = 3
dim(R?*?) = 4 Matrizen

Vorgehen um Dimension zu finden:
1. erweiterte Matrix
2. Gauss Verfahren - ZSF
3. Fihrende 1 > Anzahl bestimmt Rang = dim

Koordinatenvektor

Definition

Sei V ein reeller Vektorraum und B = (Vy, Uy, ..., T)
eine Basis von V. Sei ¥ ein beliebiger Vektor aus V mit
der Darstellung: ¥ = 4,07 + A,v, + -+ + 1,1, wobei
die eindeutig bestimmten Skalare A4, 4,, ..., 4,, die
Koordinaten von ¥ bezlglich B.

44
Vg = )‘:2 (Koordinatenvektor von ¥ beziiglich B)
An

Vorgehen um Koordinaten zu finden:
1. Vektorgleichung aufstellen
2. Gauss Verfahren
3. Auflésen fur A
4. In Vektorgleichung einsetzen



Lineare Abbildungen
Definition
Lineare Abbildungen sind “natlrliche” Abbildungen
zwischen Vektorraumen.
Eine Abbildung f: x € V » y = f(x) € W heisst
lineare Abbildung vom endlichdimensionalen VRV in
den endlichdimensionalen VR W, falls gilt:
Bedingung linear

1L fx+y) = f0) +fO)Vxy eV

2. f(Ax) = Af(x)VA € RundVx €V

3. f(0)=0
Merke:
Jede lineare Abbildung f : V = W lasst sich durch
eine m X n Matrix A beschreiben.

Darstellungsmatrix
Definition
Ist €, ..., €, die kartesiche Bases des R™ und ist eine
beliebige lineare Abbildung f: R®™ — R™ gegeben, so
bilden die Vektoren:

d; = f(&) € R"firallej =1,..,n,
die Spalten einer Matrix A := (d; ... dy) € R™™ mit
der Eigenschaft AX = f(X)

Vorgehen um Darstellungsmatrix zu finden:
1. Einheitsvektoren in f(x) einsetzen
2. Die Spaltenvektoren von 1. aneinander reihen
=» Darstellungsmatrix
Flr Polynome:
1. Anstatt Einheitsvektoren Basen einsetzen
2. Koordinatenvektor erstellen
3. A =aneinander gereihte Koordinatenvektoren

Kern & Bild

Definition Kern

Die Menge aller Vektoren, welche auf null abgebildet
werden, heisst Kern der Funktion f.

Merke:

Ker(f)= { € V |[f(®) = 0 €W}

- Ker(f) ist die Losungsmenge des homogenen
LGS AX" = 0.

-1
- L={£6R|£’=A<3>,AER}

1

Der Nullvektor ist immer ein UVR!

- Ker(f) ist ein Unterraum von V.

- AR =f@)

Vorgehen um Ker(f) zu bestimmen:

1.

gl S W IN

Darstellungsmatrix A von f

homogenenes LGS AX = 0
Gauss-Jordan Verfahren

Ker(f) = Losungsmenge LGS
dim(Ker(f)) = Anzahl freier Variabeln.

Definition Bild
Die Menge aller Bildvektoreny € V heisst Bild der
Matrix A.

Merke:

Im(f) ={f(X) e W|x € V}

b liegt im Bild von A, wenn das LGS Ax” = b
|6sbar ist.

Bild f ist ein Unterraum von W.

Der Nullvektor ist immer ein UVR!

Ax = f(X)

Vorgehen um Im(f) zu bestimmen:

1.

2.
3.

Darstellungsmatrix A von f

homogenenes LGS AX” = 0 oder AX" = b
Gauss-Jordan Verfahren

4.
5.

Im(f) = Spaltenvektoren von A
dim(Im(f)) = rang(A) = Anzahl fihrender
Einsen.

Bild von einer Matrix M finden:

1.

Koordinatenvektor bestimmen mithilfe der
Basen
Darstellungsmatrix mal Koordinatenvektor

Im(M)= A-Vgy=h

Dimensionsformel

dim(V) = dim(Ker(f)) + dim (Im(f))

Eigenschaften
Zuerst immer Darstellungsmatrizen berechnen!

Addition:

fx)+h(x)=A+C

Verkettung:

fx)eg(x)=A-B

Nur gultig wenn:
Definitionsbereich f(x) = Wertebereich g(x)

Invertiert:

f) =4t

Bijektive lineare Abbildungen

Satz

dim(V) = dim(W) = nund f:V — W eine lineare
Abbildung mit der n X n Darstellungsmatrix A:
fist bijektiv, wenn min.eine der Bedinungen gelten:

> WN =

Ker(f) = {BV} und Im(f) =W
rang(A) = n (Spaltenvektoren in A sind l.u.)

A ist invertierbar
det(4) # 0



Spiegelung an der x-Achse
fo : Rz - RZ

Orthogonalprojektion Orthogonalprojektion yz-Ebene
Orthogonalprojektion x-Achse f:R3 > R3
:R? - R? 0 X\ _ (1 0y (X
B = (¥ = » ! (Y (1 0y (¥ f'—’f(f)=<y> (J’) x> fsx (%) (0 —1) (y) (—y)
OP_(y)_x'_’f(x)_(o)_(o 0)'(31) z
Darstellungsmatrix: Darstellungsmatrix:
Darstellungsmatrix: ¥ e PR R 0 00 Ase = (fox(@D) fox () = (1 0 )
4= 10 o ;9) A= (f(ex)f(ey) f(ez)) =10 1 0 Sx sx\€x) Jsx\Ey 0 —1
=@ e =(, o 00 1
Orthogonalprojektion auf Vektor a
Orthogonalprojektion y-Achse foR3 - ]R3_) g
f:RZ_)RZ - —>_—> _(_l)b_,_ -
#=(3)=20r@=()=( G b falb) = ba =1 d = 4b
y Y 0 17V Darstellungsmatrix: Spiegelung am Nullpunkt in Ebene
Darstellungsmatrix: p z(f“(e") fa(&)) f“(ez)) . i ]:SN R—l_) RO " x
A = (f(?) f(e—)) = (O 0) 1 ax axay axaz 1 N (y) =X fSN(x) - ( 0 _1) . (y) - (_y)
= 1 2)=\p 1 FE aa, a; a,a,|= FE aa’
2
Uxdz  Gydz Gz Darstellungsmatrix:
Asy = (fon(€x) fon (e_y) ' @)

Orthogonalprojektion xy-Ebene
f:R® > R3
X . .
o f@ = <y> gepmclatrlschedTransfc;]rmatlonen _ (_1 0 )
0 Spiegelung an der y-Achse 0 -1 .
fSy : RZ - RZ

Darstellungsmatrix: N Lo .
1 0 O _ 2 M _ ("
=X X) = . =

A= (f(éx)f(éy) f(éz)) = (0 1 0) (y) fsy () ( 0 1) (y) ( y ) =%

0 0 O

Darstellungsmatrix:
Orthogonalprojektion xz-Ebene Ay, = (fsr (&) for(€) = -1 0
f: R3 5> R3 Sy Sy\&x Sy( y ( 0 1)
X v

i f(x) = <O>
z
Darstellungsmatrix:

a=(f@Ef(E) FED)

(=z;9) (z:9)




Spiegelung Gerade in Ebene durch Nullpunkt
L a
gax+by=0,n= (b)

Projektion OP auf 7i:
— — 1 . 1 /g2
0P, = 40P mit A, = =i’ = W(
n n
Lineare Abbildung:
fq: R? - R?
0P » 0P’ = f,(0P) = 4,0P
Darstellungsmatrix Spiegelung an g:
. L<|ﬁ|2 - 2a? —2ab )
97 172\ —2ab |7i]? — 2b?

Vorgehen:
1. Normalenvektor 71 bestimmen
2. Projektion OP auf 7i
3. Spiegelvektor

Spezielle Gerade:
gy=x—-x+y=0

= __ _1
n= ( 1 )
Darstellungsmatrix:
_ L(Iﬁ’lz -2 (-1D* -2-(-1-1
9 P\ —2-(-1D-1  [#7)P-2-1?

Unbekannte Gerade/ Winkel zwischen x-Achse und g

e Falls wir die Koordinatengleichung der Geraden nicht kennen,

sondern nur den Winkel ¢ zwischen der x-Achse und der
Geraden g, miissen wir zunichst einen Normalenvektor
bestimmen.

Yy

ab) Q q

()‘ T

Sei Q ein Punkt auf der Geraden g, so dass |m| =1 ist.
Dann hat Q die Koordinaten Q(cos(¢), sin(¢)).

—sin(p)

Der Vektor i =
cos(¢p)

) ist ein Normalenvektor zu g.

Die zugehdrige Darstellungsmatrix:

A = 1 |A1? — 222 —2ab
E AR\ —2ab |2 — 262
1 ( 1-2(-sin(p))? fz(fsin(so))cos(w))
—2(—sin(¢g)) cos(y) 1 —2cos?(¢)

1
1—2sin%(¢)  2sin(p) cos(p)
2sin(p) cos(p) 1 —2cos?(y)

_ [cos(2¢)  sin(2¢p)
a sin(2p) —cos(2¢))

denn sin(2¢p) = 2sin(p) cos(y) und
cos(2p) = 1 — 2sin?(yp) = 2cos?(yp) — 1.

Spiegelung Ebene durch Ursprung

o Die Uberlegung fiir die Spiegelung an einer Ebene
ax + by + cz = 0 durch den Ursprung ist analog. Die
entsprechende lineare Abbildung ist:

) fe: R35R3

@H fg((ﬁ):AE@

A2 — 222 —2ab —2ac
|
mit Ap =z | —2ab  |A? 26>  —2bc | und

—2ac —2bc  |A]? —2c?
a
n=|b
c

Drehungen
Ebene

P(x,y) - P'(x",y")

Lin. Abb.:
fiR? > R?
Y P(z;y)
P'(z';y) p

({tu‘

O "": 1
Drehmatrix:

[y =) _ (C€Os () —sin (‘P))
Ap = (f(ex) f(ey)) - (sin (p) cos ()

Anmerkung:

= Determinante Drehmatrix immer =1
__|cos () —sin (@)
det(A‘P) - |sin (@) cos(p)
= cos?(¢) + sin?(p) =1

=  Drehmatrix: orthogonale Matrix
T, (1 0)_
ATA, = (0 1) =1,
= Drehmatrix fir Winkel 0°
_ (cos (0°) —sin (O°)>
0>~ \sin (0°)  cos (0°)

Il
N
S =
=}
~—

I
~
N

= Drehmatrix fiir —¢

A = (cos (=) —sin (—go))
~?  \sin(-¢) cos(—¢)
cos (p) sin(@)\ _ _ _

(—sin (p) cos ((p)) - AT‘;’ = (4p) '



*  Drehmatrix a&f
3 _(cos(a+p) —sin(a+p)
ABAO_! —Aa+ﬁ - (Sin (a+ﬁ) COS (a+ﬁ) )

= Komposition um @ und — ¢
A—(PA(P = A—(P+(,0 = AOO = 12

DA, =A_,
Raum
Lin. Abb.: ;
f:R® > R3 r
0P - 0P’ = f(0P) = A,0P .
Drehmatrix:
4 = (FE@IF(8) (&)

T

positive Drehrichtung mittels
Rechtsregel! C}K

Winkel um x-Achse

Drehmatrix:
1 0 0
Ay = (0 cos(p) — Sin(<p)>
0 sin(p) cos(p)
Winkel um y-Achse
Drehmatrix:
cos(p) 0 sin(p)
A= 0o 1 0 )
—sin(p) 0 cos(p)

Winkel um z-Achse
Drehmatrix:

cos(p) —sin(p) O
Az<p=<sin(<p) cos(¢p) 0)

0 0 1

Basiswechsel
Definition

B= (51,32, ...,Bn) und C = (¢4, Cy, ..., Cp) ZWEI
Basen des Vektorraums V. Dann nennt man die
n X n Matrix Pg_,c , deren Spaltenvektoren die

Koordinatenvektoren k@(z;k) der Basisvektoren Bk €

B bezlglich Basis C sind, die
Basistransformationsmatrix von B auf C. Es gilt also:

Ppec = (ke(51) ke(l_;z) kC(Bk))
Satz

Satz

Seien B = (51, b, ..., 5,,) und C = (&1, 6, . .., Cy) zwei Basen des
Vektorraumes V und Pg_,¢ die Basistransformationsmatrix von B
aufC.
Dann gilt:

® Ppc Vg = V-

e Pgp_,c ist eindeutig bestimmt.

e Pp_,c ist invertierbar mit

—1
PBqC = PcosB

Basistransformationsmatrix

Die Basistransformationsmatrix Pp_,c ergibt sich also mit
dem Gauss-Jordan-Verfahren:

(6@ a|b B) o (b|Psc)

und ein analoges Prozedere gilt fiir zwei beliebige Basen in R”.

Falls die alte Basis die kartesische Basis, dann:

L . {1 1 0\
PB_)E = (bl bz b3) = (1 0 1)
0 1 1

Ist die neue Basis die kartesische Basis, dann ist die Basistrans-
formationsmatrix gleich der Matrix, die durch die Basisvektoren

der alten Basis gebildet wird: Pg_,¢ = (51 li 53)

Beispiel
-2
Der Koordinatenvektor von v = | 4 | in der Basis B lautet:
6
1 1 -1 -2 0 0
- L1 1
VB=Pg_,BV=§ 1 -1 1 4 =§ -4 =1-2
-1 1 1 12 6

Dies bedeutet: v = —252 + 61%.
Der Vektor w = 51 + b2 - 253 in der kartesischen Basis lautet:

=

1 0
Pgyewp= 1|1 1 1 =1-1
0 1



Komplexe Zahlen
Kartesische Form
Definition

® imagindre Einheit i

=  komplexe Zahl z
z=a+ bi,mita,b €R
a =Re(z) und b = Im(z)
= Menge der komplexen Zahlen
C={z =a+bila,b € R}
Gauss’sche Zahlebene

Im A

b Zz a-1+b-1

.....................

b ccccccccccs

-~ > Re
1 a
Im
3=+
23
24
Z1
14
z4
f f t t —>Re
2 1 2 3
i+ %

Definition

zZy = a1+b1i&22=a2+b2i

Betrag
lz| = la+ b il = a2 + b2
Addition
z1+2z,=(a1+ay)+(by +by)i
Differenz
21— 2zy = (a1 —ay) + (by — by)
Produkt

z1 2y =(ay a; — by by) +(ag - by +a, - by)i

- in R? keine Multiplikation vorhanden
- Keine Nullteilung

inverse Elemente

Quotient

Z7 -1 1 _
— =Z4Z =—=2Z1Z
P AR

Wichtige Potenzen

i° 1
i i
i -1
i3 —i
i* 1

Polarform

z=a+bi=r-cos(p)+r-sin(p)i=

=a =b

r - (cos(¢p) + sin(p) i)
-~ r=1
- @ = arg(z) = arctan (S) +A=yY +A

Im
1 2. Quadrant 1. Quadrant
-1 _ hi
- |z]2 (a — bi) ¥ € (—90°, 0°) P € [0°, 90°)
@ € (90°,180°] | o € [0°, 90°)
= Als Kontrolle z+z~1 = 1 rechnen! = A =180° = A=0° R
.
konjugierte komplexe Zahl P € [0°, 90°) ¥ € (—90°, 0°)
@ € [180°, 270°) | ¢ € (270°, 360°)
Z=a— bi = A=180° = A = 360°
3. Quadrant 4. Quadrant
z-Z=a’+b?=|z|?
Rechenregeln: Flr Zahlen die auf der imaginaren Im
Achse liegen ist: .
o z1tz,=21+2, b
- _ ls~p1 = 90°
¢ L= 2 cp=arctan<—)+A=v,b+A 210° = o2 TN
a Re

e Z=7z7

o Re(z)= %(z + Z) und Im(z) = %(z —7)

nicht anwendbar!




Konjugierte Zahl in Polarform:
Z=r-cos(—¢@) +r-sin(—p)i =
7+ (cos(p) — sin(g) i)
Rechenregeln

Addition und Subtraktion NUR in kartesischer Form
moglich!

Multiplikation:

z1Z5 = 1113(cos(@q + @) + sin(@y + @) )
geometrische Konstruktion:

- Drehstreckung
- 1y, — fache gestreckt
- @, gedreht

Im

TIT2
4

P1

Re
Da kommutativ: 2,2z, = z,2;
Division:
Z1 Nn . ,
— = —(cos(p1 — @2) + sin(@y — ¢2) i)
Z; N

geometrische Konstruktion:

1
- fache gestreckt
2

- @, zurickgedreht
o @, > 0: Drehung negativ
o @, < 0:Drehung positiv

Eulersche Form
z = e = cos(¢) + sin(gp) i
Flr @ = m:
el =—1
Eulersche Form in Polarform

z = r(cos(@) + sin(p) i) =r-e®

Ubersicht
kartesische Form Polarform Eulersche Form
z=a+bi z = r(cos(p) + sin(p) i) z=rel¥

r=|z| =va2+ b2, @ =arctan (g) + A
0°, zin 1. Quadrant

b = r sin(y) mit A = { 180°, =z in 2. oder 3. Quadrant

360°, =z in 4. Quadrant

a=r cos(p)

Bemerkung:
el 4 e7i0
cos(p) = —
_ el —e~i#
sin(p) = 5

konjugierte Zahl in Eulerschen Form
Z=r-e® =r-e"¥
Satz von Moivre (Potenz)
Eulersche Form:
g = pheing
Polarform:

z" = r™*(cos(ng) + sin(ng) i)

Vorgehen kartesische Form potenzieren:
1. Kartesiche Form = eulerschen Form
2. Satz von Moivre anwenden

Operation Potenzieren:

- “wiederholte” Multiplikation
- r = Streckung, ¢ = Drehung

Wurzeln
A X"+ ap_x" T+t axt+a,=0
max.nreelle Losungen = Grad n

Fundamentalsatz der Algebra
Definition

Az + ap_1z"t+ -+ a;z+ay =0,
mita; €C,i=0,..n
Anmerkung:

- Unbekannte in C mit z bezeichnet statt x
- Linearfaktorzerlegung:
an(z —21)(z — 23) ... (2 —2y),
mit z4, Zy, ... Z, Polynomnullstellen)
- nur reelle Koeffizienten—> Wurzeln paarweise

Beispielsweise: az? + bz + ¢ = 0 mit a, b, c € R.

Die Art der Wurzeln hingt dabei vom Vorzeichen der
Diskriminante D = b? — 4ac ab:
o D > 0: zwei verschiedene reelle Wurzeln: z; 5, = "Z’a‘/ﬁ

o D = 0: cine doppelte reelle Wurzel: 25 = — 2

s D < 0: zwei konjugiert komplexe Wurzeln:

_ —bt+/—|D| -bE+ID|i b 1 =
2 = 2a N 2a 7__+Z 1Dl

2a

21

Somit: z; = —2—'; +é\/|D|iund = —% - é\/|D|i:EI



n-te Wurzel aus a
Definition
z"=a= age*mita € C
z="a

Eulerschen Form:

"=ao (rei"’)n =qe'* &

rneimp — aoei(a+k-360°),k =/

2 = re'?k = 1(cos(py) + sin(py) i)
" =ay & r="/a

a+k-360°
Dy =T,kEZ,k =0,..,n—1.

Beispiel:
Wir bestimmen die Wurzeln der Gleichung
z* =8+ 8V3i.

Zunichst bringen wir die rechte Seite der Gleichung in die
Eulersche Form:

ap=8V/1+3=8V4=16
a = arctan <¥> +0° = arctan(v/3) = 60°.

Somit gilt: z* = 16760°.
Der Betrag und das Argument der Wurzeln lauten:

r=v16=2
0° + k - 360°
pk:%:m"—kk-go", k=0,...,3.

Wennz; =1—1iistz; =1+ iaucheinelLdsungder
Wurzel.

Eigenschaften

Polarform oder Eulersche Form kirzen:

2m=1 Kreisumfang
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Eigenwerte und Eigenvektoren
Definition
Sei V ein Vektorraum und f: V = V eine lineare
Abbildung.

- A€ C: Eigenwert

- X! Eigenvektor zu Eigenwert A

= AX = Ax
mit ¥ # O und f (%) = A%
Satz:

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind
linear unabhangig.

Charakteristische Matrix A:

AL
ain—A a2 ... a X1
o i a1 ax—A ... axn X2

(A= Ap)X =0« . . ) . =
an an e aApn— A Xy

Charakteristische Gleichung:
det(A— A1) =0

Charakteristisches Polynom:
p(A) = det(A — AI)

Vorgehen Eigenwert bestimmen:
1. det(4A —Al)
2. Llaplace
3. faktorisieren
4. Nullstellen bestimmen = Eigenwerte

Beispiel:
Wir berechnen die Eigenwerte und die zugehdrigen Eigenrdume von:

f:R? - R?

2 2
Xy =f(X) = AX = (3 1>x'

Die Eigenwerte sind die Losungen des charakteristischen Polynoms:
2—-A 2

3 1-A
=Q2-MN)1-X)-6=2-22-2+)2-6
=X2-3A-4=(A-4)(A+1)

p(A) =det(A—AI) =

Die Losungen von p(A) = 0 sind: A\ =4 und A\ = —1. Die
Eigenwerte lauten demnach: A\; =4 und A\, = —1.

Eigenvektoren bestimmen:
1. Eigenwerte berechnen
2. Eigenwertein (4 — ;DX = 0 einsetzen
3.  Mit Hilfe des Gauss-Verfahrens ausrechnen
4. - Eigenvektoren zu Eigenwerten

Beispiel:
Die Berechnung der Eigenvektoren geschieht mit der Gleichung:

A-alg=0e (278 2 )()=(°), i=12
3 1-x/) \y 0

@ Setzen wir \; = 4 ein, dann erhalten wir das folgende lineare
Gleichungssystem:

-2 2 x\ (0O
3 -3/\y) \o
Das Gauss-Verfahren liefert:
-2 210 1 -1/|0 1 -1(0
3 3|0/<\1 -1]{0/<\0 o]0

Die Variable y ist frei, d.h.: y = a mit a € R. Es folgt:
x = y = . Somit hat das System unendlich viele Lésungen.

Eigenraum bestimmen:
1. Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen
2. Losungsmenge des Systems zum A;: Vy; =
Eigenraum

Beispiel:

Die Losungsmenge ist:

()=(0) () meecs

Der Eigenraum zum Eigenwert \; = 4 lautet:

1
X=a (1) mit o € IR}

Dieser Unterraum beschreibt eine Gerade, deren Richtungsvektor

Va, = {x'e R?

i ist. Dieser Richtungsvektor vi bildet eine Basis von V),
d.h.: V), = Lin(v;) und dim(V,,) = 1.

Der Richtungsvektor vj und alle von Null verschiedenen Vielfachen
von vi, d.h. avj sind Eigenvektoren zum A;.

Vielfachheit
algebraische:

u:p(1) = det (A — AlL,)
Erkennt man an Eigenwerten:
einfache/doppelte Nullstellen
geometrische:

y = dim (V)

Anzahl Vektoren in der Lin()

Merke:
1<y<upu
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Spektrum und Spektralradius
Definition Spektrum
Menge der Eigenwerte
o(A) = {1 € C|es existiert X + 0 mit AX = Ax}

Definition Spektralradius
p(A) = grosster Betrag aller Eigenwerte

Eigenschaften:
- Anzahl k verschiedene Eigenwerte
1<k<n
- Summe algebraischer Vielfachheit = n

k
u1+---+uk=z, pj=n
j=1

- Spur: Summe aller Hauptdiagonalemelemente

n
Spur(A) = a1 +ay + - +a, = Z at
j=1
k
Spur(4) = Ay + pody + -+ + Ay = Z 1:“J’Aj
]:

- Determinante von A = Produkt:
det(A) - Alﬂl - /12”2 “ oo © llkﬂk

Satz:

Sei eine Matrix n X n Matrix. Dann gilt:

1. Ist A ein Eigenwert von A und X ein
Eigenvektor zum A, dann ist A% ein Eigenwert
von A¥ und ¥ ein Eigenvektor zum A¥

2. Aist genau dann invertierbar, wenn samtliche
Eigenwerte von Null verschieden sind.

A # 0 - invertierbar
3. Ist A ein Eigenwert und A invertierbar, dann ist

1. .
der Kehrwertz ein Eigenwert der inversen
Matrix A~1

Satz:

Die Eigenwerte und Eigenvektoren einer n-reihigen
reellen symmetrischen Matrix A besitzen folgende
Eigenschaften:

1. Alle Eigenwerte sind reell
2. Fur jeden Eigenwert A gilt:
Ya =t
3. Eigenvektoren, die zu verschiedenen
Eigenwerten gehoren, sind orthogonal (d.h.

das Skalarprodukt der Eigenvektoren ist Null).

Beachte:

Vektoren mit komplexen Komponenten = orthogonal
wenn:

X% =0
Ahnlichkeit
Definition
A und B: n X n Matrizen, sind dhnlich wenn:
P71AP =B

Vorgehen um Ahnlichkeit zu Gberprifen:

1. Definitionsgleichung
_(a b
P_(c d)
Gleichung erweitern
Matrizenmultiplikation

Gleichung = 0 umstellen
(beliebige) Zahl bestimmen

CUEE S

Beispiel:

Wir zeigen, dass die beiden Matrizen

2
A:( 0) und B:(2 4)
-4 -2 0 -2

shnlich sind. Die Definitionsgleichung fiir Ahnlichkeit
PlAP =B
kann man durch Multiplikation von links mit P umschreiben zu

PP1AP =PB < AP = PB
N———
-~

a b
d.h., wir suchen eine invertierbare Matrix P = 2 mit
¢

G 2E)-CIC)

Matrixmultiplikation fiihrt zu

2a 2b (22 4a-2b
—4a—2c —4b-—2d 2c 4c-2d

und damit zu folgenden Bestimmungsgleichungen:

2b = 4a-2b a—-b =0 a=-—c
—4a—-2c = 2c &4 at+c = 0 &4 b=—c
—4b—2d = 4c—2d b+c = 0 ¢, d beliebig

Eine einfache Wahl ist ¢ = —1 und d = 1. Somit sind a und b

gleich 1 und wir erhalten:
1 1
P= .
-1 1

Das Beispiel zeigt, dass die Matrix P im Allgemein nicht eindeutig
bestimmt ist. Es gibt viele Matrizen, mit denen man die Ahnlichkeit
von A und B zeigen kann.

Satz von dhnlichen Matrizen:
A und B: n X n Matrizen, dann gilt:

1. Determinanten stimmen (iberein det(4) =
det (B)

2. Aist nurinvertierbar wenn B invertierbar

3. A und B: gleiche charakeristische Polynom

4. A und B: gleiche Eigenwerte

nur auschliessen maoglich 2 “nicht ahnlich”
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Diagonalisierbar

Definition

n X n quadratische Matrix A heisst diagonalisierbar,
wenn Diagonalmatrix D existiert, welche zu A dhnlich
ist.

P~lAP =D
- D:Hauptdiagonalelemente =
Eigenwerte von A (doppelte: alle
ausschreiben)
- P:(¥;X,) (Eigenvektoren von Eigenwerten)

-1 _ 1 d —b
- PT= det(P) (—c a )
Beispiel:

Ist P~YAP = D, dann gilt: AP = PD. Seien Xi, ..., X, die
Spaltenvektoren von P und A1, A2,..., A, die Eigenwerte von A
und D. Dann gilt einerseits:

A 0 0
0 X 0
PO= (% % ... %) )
0 0 An
X11 X12 ... Xin A 0 ... 0
| ox2 . xem 0 X ... 0
Xpl Xn2 --- Xnn 0 0 ... A\
/\1X11 /\2X12 o /\,,Xl,,
A1xo1 A2x22 ... ApX2n . . .
=7 T T = (wa xeme g
A1Xn1 A2Xp2 ... AnXnn

Andererseits folgt aus der Gleichung AP = PD:

A(;el % i,,)=(A>?’1 A% ... A;’(n)

=(,\15(‘1 AoXo ... /\,,X‘,,)

Somit: AxX; = A\1xX1, Ao = \oXd, ..., AXpy = A\pXp.

Dies bedeutet, dass die Vektoren x; Eigenvektoren zum J;,
i=1,...,nsind.

Damit P invertierbar ist, miissen die Eigenvektoren xi, ..., X, linear
unabhingig sein.

Satz:

n X n quadratische Matrix A heisst diagonalisierbar,

wenn sie n linear unabhangige Eigenvektoren hat.

Existiert Diaganolamatrix D und invertierbare
Matrix P

o nSpaltenvektoren von P = |.u. Eigenvektoren

von A

o Diagonalelemente von D = Eigenwerte von A.
n linear unabhangige Eigenvektoren von A bilden

Basis von R™ = Eigenvektorbasis

Satz:

n X n quadratische Matrix A heisst diagonalisierbar,
wenn mindestens eine der folgenden Bedingungen
erflllt ist:

1. A hatnlinear unabhadngige Eigenvektoren
2. A hatnverschiedene Eigenwerte
3. Fir jeden Eigenwert A von A gilt:
Yo = Ha
4. Aistrell und symmetrisch

Potenzen einer Matrix

k-te Potenz von A:

A =pPDkP Lk >1

Reihenfolge wichtig!

AP = PD,A = PDP~1

Differentialgleichungen

Wir suchen die Lsung des Systems

7(t) = y(t) +2y(t), mit y1(0) =7,
¥a(t) = 2(t) — 25 (t), mit y5(0) =1,
y3’(t) = 2y3(t), mit y3(0) = —1.

Wir betrachten zunichst die Koeffizientenmatrix

die wir in Beispiel 4.5.6. diagonalisiert haben. Die Eigenwerte von
A, die wir mit ihren Vielfachheit zihlen, sind A\; = 2, A\ = 2 und
A3 =-3

und die zugehdrigen Eigenvektoren sind

2 0 -1
Vi = w=10 und 3= 1
0 1 0

Somit lautet die invertierbare Matrix P:

1
2

20
P=|10 1

01 o0
Laut dem Satz ist die allgemeine Lésung des Systems y' = Ay"

¥(t) = ce®vi + ce®t v + cze 3.

Wir bestimmen nun die Konstante ¢;, ¢ und c3, indem wir das

7
System P = | 1 | mit dem Gauss-Verfahren Isen:
-1
20 3| 7 10 1|1 10 1| 1
10 1 o |0 0| -1 |0 1 0] -1
01 0]-1 20 —3| 7 00 -3| 5
10 1
o0 1 0f-1
0 0 1]|-2
Somit: 3 = -2, g =—-1lund g =1—¢c3 =3.
Die Lésung des Systems lautet:
yi(t) 2 0 B
()= | y(t) | =3e* | 1| —e* |0 —2e73| 1
ya(t) 0 1 0

6e2t 4 e 3t
3e%t —2e73t |
_e2t

also:

yi(t) = 6e® +e73,  yo(t) =3e* —2e73 und  y3(t) = —€*.



Nice to know
Mitternachtsformel:
Fallsax?+bx+c=0

—b + Vb2 — 4ac
12 = 2a
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