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Lineare Algebra 2   Rebecca S Nauli 
Vektorräume 
Definition 
Ein reeller Vektorraum besteht au seiner nichtleeren 
Menge V von Elementen, die wir Vektoren nennen.  
 
Bedingungen: 
- Addition: Für beliebige Vektoren �⃗� 𝑢𝑛𝑑 �⃗� 𝑖𝑛 𝑉 𝑖𝑠𝑡 �⃗� +

�⃗� 𝑖𝑛 𝑉. 
- Skalare Multiplikation: 

𝐹ü𝑟 𝑏𝑒𝑙𝑖𝑒𝑏𝑖𝑔𝑒 𝑉𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟𝑒𝑛 �⃗�  ∈ 𝑉 𝑢𝑛𝑑 𝜆 ∈ ℝ 𝑖𝑠𝑡 𝜆�⃗� 𝑖𝑛 𝑉. 
 

Rechengesetze: 
1. �⃗� + 𝑏 = 𝑏 + �⃗� 𝑓ü𝑟 𝑎𝑙𝑙𝑒 �⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 
2. �⃗� + 𝑏 + 𝑐 = �⃗� + 𝑏 + 𝑐 𝑓ü𝑟 𝑎𝑙𝑙𝑒 �⃗�, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑉  
3. �⃗� + 0⃗ = �⃗�𝑓ü𝑟 𝑎𝑙𝑙𝑒 �⃗� ∈ 𝑉,  

Neutralelement 0⃗ Addition 
4. �⃗� ∈ 𝑉 𝑔𝑖𝑏𝑡 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑢 1 − �⃗� ∈ 𝑉 
5. 𝜆 �⃗� + 𝑏 = 𝜆�⃗� + 𝜆𝑏 𝑓ü𝑟 𝑎𝑙𝑙𝑒 𝜆 ∈ ℝ 
6. (𝜆 + 𝜇)�⃗� = 𝜆�⃗� + 𝜇�⃗� 𝑓ü𝑟 𝑎𝑙𝑙𝑒 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ 𝑢𝑛𝑑 �⃗� ∈ 𝑉 
7. 𝜆(𝜇�⃗�) = (𝜆𝜇)�⃗� 𝑓ü𝑟 𝑎𝑙𝑙𝑒 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ 𝑢𝑛𝑑 𝑎 ∈ 𝑉 
8. 1 ∙ �⃗� = �⃗� 𝑓ü𝑟 𝑎𝑙𝑙𝑒 �⃗� ∈ 𝑉  

Neutralelement skalare Multiplikation 
 

Beispiel 
Spaltenvektor 

𝑉 =

𝑥
⋮

𝑥
𝑥 ∈ ℝ, 𝑘 = 1, … , 𝑛 = ℝ  

Mit der Addition und skalaren Multiplikation V = 
reeller Vektorraum. 
 
Matrizen 

ℝ × =

𝑎 … 𝑎
⋮ ⋱ ⋮

𝑎 ⋯ 𝑎
𝑎 ∈ ℝ, 𝑖 = 1, … , 𝑚;  𝑗 = 1, … , 𝑛  

Menge der 𝑚𝑥𝑛 Matrizen mit Matrixaddition und 
skalare Multiplikation = reeller Vektorraum 

Polynome 

𝑝(𝑥) = 𝑎 𝑥 = 𝑎 + 𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑥  

Wobei x = Variabel und 𝑎 ,𝑖 = 0,1,2 = 𝑟𝑒𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑍𝑎ℎ𝑙𝑒𝑛 
Max. 2. Grades 
Addition: 

𝑝(𝑥) + 𝑞(𝑥) = (𝑎 + 𝑏 ) + (𝑎 + 𝑏 )𝑥 + (𝑎 + 𝑏 )𝑥  
 
Skalare Multiplikation: 

𝜆𝑝(𝑥) = 𝜆𝑎 + 𝜆𝑎 𝑥 + 𝜆𝑎 𝑥  
 
Die Menge ℙ  ist mit dieser Addition und skalaren 
Multiplikation ein reeller Vektorraum. 
 
Nullpolynom = Nullvektor: 

𝑜(𝑥) = 0 + 0𝑥 + 0𝑥  
Gilt für jedes Polynom! Da: 𝑝(𝑥) + 𝑜(𝑥) = 𝑝(𝑥) 
 
Gegenvektor (entgegengesetzt): 

−𝑝(𝑥) = −𝑎 − 𝑎 𝑥 − 𝑎 𝑥  
 
Rechengesetze: 

- 𝜆 𝑝(𝑥) + 𝑞(𝑥) = 𝜆𝑝(𝑥) + 𝜆𝑞(𝑥) 
- (𝜆 + 𝜇)𝑝(𝑥) = 𝜆𝑝(𝑥) + 𝜇𝑝(𝑥) 
- ℝ[𝑥] = {𝑝(𝑥)|𝑝(𝑥) = ∑ 𝑎 𝑥 = 𝑎 +

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑥 + ⋯ 𝑚𝑖𝑡 𝑎 ∈ ℝ, 𝑖 =
0,1,2,3, … } = reeller Vektorraum 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Stetige Funktionen 
Menge aller reellwertigen stetigen Funktionen mit 
Definitionsbereich [a, b]:  

𝑉 = 𝐶[𝑎, 𝑏] = {𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ → ℝ 
 
Addition: 𝑓 + 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ 

𝑥 ↦ (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 
 
Skalare Mulitplikation: 𝜆𝑓: [𝑎, 𝑏] →  ℝ 

𝑥 ↦ (𝜆𝑓)(𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥) 
 
Neutralelement: 𝑜: [𝑎, 𝑏] →  ℝ 

𝑥 ↦ 𝑜(𝑥) = 0 

Unterraum 
Definition 
Es sei V ein Vektorraum und U eine nichtleere 
Teilmenge von V. Ist U ein Vektorraum bezüglich der 
Addition und der skalaren Multiplikation in V, so ist U 
ein Unterraum (oder Untervektorraum) von V. 
 

Bedingungen: 
- Nicht leere Menge 
- �⃗� 𝑢𝑛𝑑 𝑏 𝑖𝑛 𝑈 →  �⃗� + 𝑏 𝑖𝑛 𝑈 
- 𝜆 ∈ ℝ 𝑢𝑛𝑑 �⃗� ∈ 𝑈 → 𝜆�⃗� 𝑖𝑛 𝑈 
- 0⃗ ∈ 𝑈 (𝑧𝑤𝑖𝑛𝑔𝑒𝑛𝑑!) 

falls LGS im ℝ  : 
- = 0 (ℎ𝑜𝑚𝑜𝑔𝑒𝑛) dann UVR 
- ≠ 0 (𝑖𝑛ℎ𝑜𝑚𝑜𝑔𝑒𝑛) dann kein UVR 
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Nullvektorraum 
Definition 

Teilmenge {0⃗} : Nullvektorraum ist ein 
Untervektorraum von V. 
Unterräume von V (triviale Lösungen): 

- Ganzer Raum V 
- Nullvektorraum {0⃗} 

 
Repetition Gerade und Ebene 
Parameterfrom Gerade 

𝑔: �⃗� = �⃗� + 𝑡 ∙ 𝐴�⃗� 
 

oder 
 

𝑔: 
𝑥
𝑦
𝑧

=

𝑎
𝑎
𝑎

+ 𝑡

𝑣
𝑣
𝑣

, 𝑡 ∈ ℝ 

 
Koordinatenform Gerade 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 
 
Parameterform Ebene 

𝐸: �⃗� = �⃗� + 𝑟 ⋅ 𝐴�⃗� + 𝑡 ⋅ 𝐴�⃗� 
 

oder 
 

𝐸:
𝑥
𝑦
𝑧

=

𝑎
𝑎
𝑎

+ 𝜆

𝑣
𝑣
𝑣

+ 𝜇

𝑤
𝑤
𝑤

, 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ 

 
Koordinatenform Ebene 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 
 
 
 
 
 
 
 

Unterraum Ebene/Gerade: 
Bedingung 

- Ebene/Gerade MUSS Ursprung enthalten um 
Unterraum von ℝ /ℝ  

- Nullvektor muss zu jedem Unterraum 
gehören! 

 
Vorgehen um Unterraum zu finden: 

1. Beliebige Vektoren bestimmen 
2. Addition überprüfen, Gleichung aufstellen 
3. Skalare Multiplikation überprüfen 
 

 
Lösungsraum 
Homogenes LGS:  
Definition 

𝐴𝑥 = 0⃗  
𝑚𝑖𝑡 𝐴 ∈ ℝ , �⃗� ∈ ℝ , 0⃗ ∈ ℝ  

 
𝑈 = {�⃗� ∈ ℝ |𝐴�⃗� = 0⃗} ⊆ ℝ  

- Nie leer da Nullvektor immer dazu gehört! 
 
Nullraum der Matrix A:  

𝑁(𝐴) =  𝑈 = {�⃗� ∈ ℝ |𝐴�⃗� = 0⃗} 
Inhomogenes LGS: 
Definition 

𝑊 = 𝑈 = {�⃗� ∈ ℝ |𝐴�⃗� = 𝑐 𝑚𝑖𝑡 𝑐 ≠ 0⃗} 
 

- KEIN Unterraum von ℝ , den 𝐴0⃗ = 0⃗ ≠ 𝑐 
 
Durchschnitt von Unterräumen 
Definition 

𝑈 , . . . , 𝑈 =  𝑈𝑉𝑅 𝑒𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑉𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟𝑟𝑎𝑢𝑚𝑠 𝑉, 𝑑𝑎𝑛𝑛: 

𝑈 = 𝑈 = 𝑈 ∩ 𝑈 ∩ … ∩ 𝑈  𝑤𝑖𝑒𝑑𝑒𝑟 𝑒𝑖𝑛 𝑈𝑉𝑅. 

 
 

Beispiel 

𝑈 = 𝑈 ∩ 𝑈 = �⃗� =
𝑥
𝑦
𝑧

∈ ℝ
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0

2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 = 0
 

 

= �⃗� ∈ ℝ
1 −1 1
2 −3 1

∙
𝑥
𝑦
𝑧

=
0
0

 

 

=
1 −1 1
2 −3 1

0
0

 

 
Lösungsmenge: 

𝑈 = 𝑈 ∩ 𝑈 = �⃗� ∈ ℝ �⃗� = 𝜆
−2
−1
1

, 𝜆 ∈ ℝ  

Vorgehen: 
1. Koeffizientenmatrix der beiden Gleichungen 

bilden 
2. Nach Gauss Verfahren auflösen 
3. Falls freie Variabel = 𝜆 setzen 
4. Lösungsmenge nach 𝜆 auflösen 

 
Lineare Hülle auch Erzeugendensystem 
Definition 
V = Vektorraum, 𝑣⃗, 𝑣⃗, … , 𝑣⃗  ∈ 𝑉 
Menge aller Linearkombinationen von 𝑣⃗, 𝑣⃗, … , 𝑣⃗: 
 
𝐿𝑖𝑛(𝑣⃗, 𝑣⃗, … , 𝑣⃗) = {�⃗� ∈ 𝑉|�⃗� = 𝜆 𝑣⃗ + 𝜆 𝑣⃗ + ⋯ +
𝜆 𝑣⃗ 𝑚𝑖𝑡 𝜆 , 𝜆 , … , 𝜆 ∈ ℛ}  
 
Merke:  
- Für Erzeugendensystem in ℝ  min. 3 Vektoren 
- Da Lineare Hülle = UVR, muss durch Ursprung 

verlaufen!! 
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Lineare Abhängigkeit 
Linear abhängig: 
 wenn nicht alle 𝜆 = 0 
 
Linear unabhängig: 
 𝜆 𝑣⃗ + 𝜆 𝑣⃗ + ⋯ + 𝜆 𝑣⃗  ⇔  𝝀𝟏 = ⋯ = 𝝀𝒏 = 𝟎 
 
Vorgehen überprüfen ob l.a. oder l.u.? 
Vektoren: 

1. Koeffizientenmatrix aufstellen 
2. Gauss-Verfahren auflösen 
3. Falls x,y,z = 0 dann l.u. 

 
Polynome: 

1. Linearkombinationsgleichung aufstellen 
2. Polynome einfügen, lambda ausmultiplizieren 
3. LGS aufstellen & auflösen 
4. Falls 𝜆 = ⋯ = 𝜆 = 0, dann l.u. 

 
Matrizen: 

1. Linearkombination aus Matrizen 
2. lamda mal Matrizen ausmultiplizieren 
3. Gleiche 𝑚 × 𝑛- Matriz = Nullmatrix 
4. LGS aufstellen und lösen 
5. 𝜆 = 0 sind l.u. 

 
Basis 
Definition 
Vektoren 𝑣⃗, 𝑣⃗, … , 𝑣⃗  ∈ 𝑉bilden eine Basis 
 ℬ = (𝑣⃗, 𝑣⃗, … , 𝑣⃗), wenn: 
Bedingung 

- Vektoren sind l.u. 
- 𝐿𝑖𝑛(𝑣⃗, 𝑣⃗, … , 𝑣⃗) = 𝑉 d.h. jeder Vektor lässt 

sich als Linearkombination 𝑣⃗, 𝑣⃗, … , 𝑣⃗ 
darstellen 

 
Basisvektoren: 𝑣⃗, 𝑣⃗, … , 𝑣⃗ 
Koordinaten von �⃗� bezüglich der Basis ℬ: 𝜆 , 𝜆 , … , 𝜆  

Es gibt verschiedene Basen in einem Vektorraum  
nicht eindeutig 
 
Vorgehen um Basis zu finden: 

1. erweiterte Matrix 
2. Gauss Verfahren  ZSF 
3. Führende 1  Anzahl bestimmt Rang = dim 

oder l.u. der 3 Vektoren 
 
Merke:  

- Basis im ℝ : 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑢 3 𝑉𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟𝑒𝑛 
- Matrix: ℝ × : 6 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑒𝑛 → 6 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧𝑒𝑛 

Beispiel: 
Einheitsvektoren 𝑒⃗, 𝑒 ⃗, 𝑒⃗ bilden Basis für ℝ  
 

�⃗� =

𝑣
𝑣
𝑣

= 𝑣
1
0
0

+ 𝑣
0
1
0

+ 𝑣
0
0
1

= 

 
𝑣 𝑒⃗ + 𝑣 𝑒 ⃗ + 𝑣 𝑒⃗ 

 
Basis ℰ = (𝑒⃗, … , 𝑒 ⃗): kartesische Basis/Standardbasis 
Definition 
Jedes Erzeugendensystem (Lineare Hülle) von U 
enthält eine Basis von U.  
 
Dimension 
Definition 
Die Anzahl der Vektoren einer Basis eines Vektorraums 
V ist die Dimension des Vektorraumes. 

Notation: dim(V) 
Beispiel: dim(ℝ ) = 3 

𝑑𝑖𝑚(ℝ × ) = 4 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧𝑒𝑛 
 
Vorgehen um Dimension zu finden: 

1. erweiterte Matrix 
2. Gauss Verfahren  ZSF 
3. Führende 1  Anzahl bestimmt Rang = dim 

Koordinatenvektor 
Definition 
Sei V ein reeller Vektorraum und ℬ = (�⃗� , �⃗� , … , �⃗� ) 
eine Basis von V. Sei �⃗� ein beliebiger Vektor aus V mit 
der Darstellung: �⃗� = 𝜆 𝑣⃗ + 𝜆 𝑣⃗ + ⋯ + 𝜆 𝑣⃗, wobei 
die eindeutig bestimmten Skalare 𝜆 , 𝜆 , … , 𝜆  die 
Koordinaten von �⃗� bezüglich ℬ. 
 

�⃗�𝓑 =

𝝀𝟏

𝝀𝟐

⋮
𝝀𝒏

 (Koordinatenvektor von �⃗� bezüglich 𝓑) 

 
Vorgehen um Koordinaten zu finden: 

1. Vektorgleichung aufstellen 
2. Gauss Verfahren 
3. Auflösen für 𝜆 
4. In Vektorgleichung einsetzen 
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Lineare Abbildungen 
Definition 
Lineare Abbildungen sind “natürliche” Abbildungen 
zwischen Vektorräumen.  
Eine Abbildung 𝑓 ∶  𝑥 ∈  𝑉 ↦  𝑦 =  𝑓(𝑥)  ∈  𝑊 heisst 
lineare Abbildung vom endlichdimensionalen VR 𝑉 in 
den endlichdimensionalen VR 𝑊, falls gilt:  
Bedingung linear 

1. 𝑓(𝑥 + 𝑦)  =  𝑓(𝑥)  + 𝑓(𝑦) ∀ 𝑥, 𝑦 ∈  𝑉  
2. 𝑓(𝜆𝑥)  =  𝜆𝑓(𝑥) ∀𝜆 ∈  ℝ 𝑢𝑛𝑑 ∀ 𝑥 ∈  𝑉  
3. 𝑓(0) = 0⃗ 

Merke: 
Jede lineare Abbildung 𝑓 ∶  𝑉 ↦ 𝑊 lässt sich durch 
eine 𝑚 × 𝑛 Matrix A beschreiben.  
 
Darstellungsmatrix 
Definition 
Ist 𝑒 , … , 𝑒  die kartesiche Bases des ℝ  und ist eine 
beliebige lineare Abbildung f: ℝ → ℝ  gegeben, so 
bilden die Vektoren: 

�⃗� ≔ 𝑓 𝑒 ∈ ℝ 𝑓ü𝑟 𝑎𝑙𝑙𝑒 𝑗 = 1, … , 𝑛, 
die Spalten einer 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 𝐴 ∶= (�⃗� … �⃗� ) ∈ ℝ ×   mit 
der Eigenschaft 𝑨𝒙 = 𝒇(𝒙) 
 
Vorgehen um Darstellungsmatrix zu finden: 

1. Einheitsvektoren in 𝑓(𝑥) einsetzen 
2. Die Spaltenvektoren von 1. aneinander reihen 
 Darstellungsmatrix 

Für Polynome: 
1. Anstatt Einheitsvektoren Basen einsetzen 
2. Koordinatenvektor erstellen 
3. 𝐴 = aneinander gereihte Koordinatenvektoren 

 
 
 
 
 

Kern & Bild 
Definition Kern 
Die Menge aller Vektoren, welche auf null abgebildet 
werden, heisst Kern der Funktion f.  

𝐾𝑒𝑟(𝑓) =  {�⃗�  ∈  𝑉  |𝑓(�⃗�) =  0⃗ ∈ 𝑊}  
Merke: 
- 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ist die Lösungsmenge des homogenen 

LGS 𝐴𝑥 ⃗ =  0⃗.  

- 𝐿 = {�⃗� ∈ ℝ |�⃗� = 𝜆
−1
3
1

, 𝜆 ∈ ℝ} 

-  
- Der Nullvektor ist immer ein UVR! 
- 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ist ein Unterraum von V.  
- 𝑨𝒙 = 𝒇(𝒙) 

 
Vorgehen um 𝐾𝑒𝑟(𝑓) zu bestimmen: 

1. Darstellungsmatrix A von f 
2. homogenenes LGS 𝐴𝑥 ⃗ =  0⃗ 
3. Gauss-Jordan Verfahren 
4. 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = Lösungsmenge LGS 
5. 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓)) = Anzahl freier Variabeln. 

 
Definition Bild 
Die Menge aller Bildvektoren 𝑦 ∈ 𝑉  heisst Bild der 
Matrix A.  

𝐼𝑚(𝑓) = {𝑓(�⃗�) ∈ 𝑊|�⃗� ∈ 𝑉}  
Merke: 

- 𝑏 liegt im Bild von A, wenn das LGS 𝐴𝑥 ⃗ =  𝑏 
lösbar ist.  

- Bild f ist ein Unterraum von W. 
- Der Nullvektor ist immer ein UVR! 
- 𝑨𝒙 = 𝒇(𝒙) 

 
Vorgehen um 𝐼𝑚(𝑓) zu bestimmen: 

1. Darstellungsmatrix A von f 
2. homogenenes LGS 𝐴𝑥 ⃗ =  0⃗ oder 𝐴𝑥 ⃗ = 𝑏 
3. Gauss-Jordan Verfahren 

4. 𝐼𝑚(𝑓) = Spaltenvektoren von 𝐴 
5. 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓)) = 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐴) = Anzahl führender 

Einsen. 
 
Bild von einer Matrix M finden: 

1. Koordinatenvektor bestimmen mithilfe der 
Basen 

2. Darstellungsmatrix mal Koordinatenvektor 
3. 𝐼𝑚(𝑀) =  𝐴 ∙ �⃗�ℬ, = 𝑏 

 
Dimensionsformel 

dim(𝑉) = dim 𝐾𝑒𝑟(𝑓) + dim (𝐼𝑚(𝑓)) 
 
Eigenschaften 
Zuerst immer Darstellungsmatrizen berechnen! 
 
Addition: 

𝑓(𝑥) + ℎ(𝑥) = 𝐴 + 𝐶 
Verkettung: 

𝑓(𝑥) ∘ 𝑔(𝑥) = 𝐴 ⋅ 𝐵 
Nur gültig wenn: 

Definitionsbereich 𝑓(𝑥) = Wertebereich 𝑔(𝑥) 
 
Invertiert: 

𝑓(𝑥) = 𝐴  
 
Bijektive lineare Abbildungen 
Satz 
dim(𝑉) = dim(𝑊) = 𝑛 𝑢𝑛𝑑 𝑓: 𝑉 → 𝑊 eine lineare 
Abbildung mit der 𝑛 × 𝑛 𝐷𝑎𝑟𝑠𝑡𝑒𝑙𝑙𝑢𝑛𝑔𝑠𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 𝐴: 
f ist bijektiv, wenn min.eine der Bedinungen gelten: 
 

1. 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = 0⃗  𝑢𝑛𝑑 𝐼𝑚(𝑓) = 𝑊 
2. 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐴) = 𝑛 (Spaltenvektoren in A sind l.u.) 
3. 𝐴 ist invertierbar 
4. det(𝐴) ≠ 0 
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Orthogonalprojektion 
Orthogonalprojektion x-Achse 

𝑓: ℝ → ℝ  

0�⃗� =
𝑥
𝑦 = �⃗� ↦ 𝑓(�⃗�) =

𝑥
0

=
1 0
0 0

∙
𝑥
𝑦  

 
Darstellungsmatrix: 

𝐴 = (𝑓(𝑒⃗) 𝑓(𝑒⃗) =
1 0
0 0

 

 
 
Orthogonalprojektion y-Achse 

𝑓: ℝ → ℝ  

0�⃗� =
𝑥
𝑦 = �⃗� ↦ 𝑓(�⃗�) =

0
𝑦

=
0 0
0 1

∙
𝑥
𝑦  

 
Darstellungsmatrix: 

𝐴 = (𝑓(𝑒⃗) 𝑓(𝑒⃗) =
0 0
0 1

 

Orthogonalprojektion xy-Ebene 
𝑓: ℝ → ℝ  

�⃗� ↦ 𝑓(�⃗�) =
𝑥
𝑦
0

 

Darstellungsmatrix: 

𝐴 = 𝑓(𝑒 )𝑓 𝑒  𝑓(𝑒 ) =
1 0 0
0 1 0
0 0 0

 

 
Orthogonalprojektion xz-Ebene 

𝑓: ℝ → ℝ  

�⃗� ↦ 𝑓(�⃗�) =
𝑥
0
𝑧

 

Darstellungsmatrix: 

𝐴 = 𝑓(𝑒 )𝑓 𝑒  𝑓(𝑒 ) =
1 0 0
0 0 0
0 0 1

 

 
 
 

Orthogonalprojektion yz-Ebene 
𝑓: ℝ → ℝ  

�⃗� ↦ 𝑓(�⃗�) =
0
𝑦
𝑧

 

Darstellungsmatrix: 

𝐴 = 𝑓(𝑒 )𝑓 𝑒  𝑓(𝑒 ) =
0 0 0
0 1 0
0 0 1

 

 
Orthogonalprojektion auf Vektor �⃗� 

𝑓 : ℝ → ℝ  

𝑏 ↦ 𝑓 𝑏 = 𝑏 =
�⃗� ∙ 𝑏

|�⃗�|
�⃗� = 𝐴𝑝𝑏 

Darstellungsmatrix: 
𝐴 = 𝑓 (𝑒 ) 𝑓 𝑒  𝑓 (𝑒 ) = 

1

|�⃗�|

𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎

=
1

|�⃗�|
�⃗��⃗�  

 
geometrische Transformationen 
Spiegelung an der y-Achse 

𝑓 ∶ ℝ → ℝ  
𝑥
𝑦 = �⃗� ↦ 𝑓 (�⃗�) =

−1 0
0 1

∙
𝑥
𝑦 =

−𝑥
𝑦  

 
Darstellungsmatrix: 

𝐴 = (𝑓 (𝑒⃗) 𝑓 𝑒 ⃗ =
−1 0
0 1

 

 
 
 
 
 

Spiegelung an der x-Achse 
𝑓 ∶ ℝ → ℝ  

𝑥
𝑦 = �⃗� ↦ 𝑓 (�⃗�) =

1 0
0 −1

∙
𝑥
𝑦 =

𝑥
−𝑦  

 
Darstellungsmatrix: 

𝐴 = (𝑓 (𝑒⃗) 𝑓 𝑒 ⃗ =
1 0
0 −1

 

 
Spiegelung am Nullpunkt in Ebene 

𝑓 ∶ ℝ → ℝ  
𝑥
𝑦 = �⃗� ↦ 𝑓 (�⃗�) =

−1 0
0 −1

∙
𝑥
𝑦 =

𝑥
−𝑦  

 
Darstellungsmatrix: 
𝐴 = (𝑓 (𝑒⃗) 𝑓 𝑒 ⃗   

=
−1 0
0 −1
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Spiegelung Gerade in Ebene durch Nullpunkt 
𝑔: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 0, �⃗� =

𝑎
𝑏

 
 
Projektion  0�⃗� auf 𝑛: 

0�⃗� = 𝐴 0�⃗� 𝑚𝑖𝑡 𝐴 =
1

|𝑛|2
𝑛𝑛

𝑇
=

1

|𝑛|2

𝑎2 𝑎𝑏

𝑎𝑏 𝑏2  

Lineare Abbildung: 
𝑓 : ℝ → ℝ  

0�⃗� ↦ 0�⃗� = 𝑓 0�⃗� = 𝐴 0�⃗� 
Darstellungsmatrix Spiegelung an g: 

𝐴 ≔
1

|𝑛|

|�⃗�| − 2𝑎 −2𝑎𝑏

−2𝑎𝑏 |𝑛| − 2𝑏
 

 

 
 

Vorgehen: 
1. Normalenvektor 𝑛 bestimmen 
2. Projektion 0�⃗� auf 𝑛 
3. Spiegelvektor 

 
Spezielle Gerade: 

𝑔: 𝑦 = 𝑥 ⟺ −𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑛 =
−1
1

 

Darstellungsmatrix: 

𝐴 =
1

|𝑛|2

|𝑛|2 − 2 ∙ (−1)2 −2 ∙ (−1) ∙ 1

−2 ∙ (−1) ∙ 1 |𝑛|2 − 2 ∙ 12
 

 
 
 
 
 
 
 

Unbekannte Gerade/ Winkel zwischen x-Achse und g 

 

 
Spiegelung Ebene durch Ursprung 

Drehungen 
Ebene 
 𝑃(𝑥, 𝑦) → 𝑃′(𝑥 , 𝑦 ) 
 
Lin. Abb.: 

𝑓: ℝ → ℝ  
0�⃗� ↦ 0𝑃′⃗ = 𝑓 0�⃗� = 𝐴 0�⃗� 

Drehmatrix: 

𝐴 = 𝑓(𝑒⃗) 𝑓 𝑒 ⃗ =
cos (𝜑) −sin (𝜑)
sin (𝜑) cos (𝜑)

 

 
Anmerkung: 
 Determinante Drehmatrix immer = 1 

det 𝐴 =
cos (𝜑) −sin (𝜑)
sin (𝜑) cos (𝜑)

= 𝑐𝑜𝑠 (𝜑) + 𝑠𝑖𝑛 (𝜑) = 1 
 
 Drehmatrix: orthogonale Matrix 

𝐴 𝐴 =
1 0
0 1

= 𝐼  

 
 Drehmatrix für Winkel 0° 

𝐴 ° =
cos (0°) −sin (0°)
sin (0°) cos (0°)

=
1 0
0 1

= 𝐼  

 
 Drehmatrix für −𝜑 

𝐴 =
cos (−𝜑) −sin (−𝜑)
sin (−𝜑) cos (−𝜑)

=

cos (𝜑) sin (𝜑)
−sin (𝜑) cos (𝜑)

= 𝐴 = (𝐴 )   
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 Drehmatrix 𝛼&𝛽 

𝐴 𝐴 = 𝐴 =
cos (𝛼 + 𝛽) −sin (𝛼 + 𝛽)
sin (𝛼 + 𝛽) cos (𝛼 + 𝛽)

 

 
 Komposition um 𝜑 𝑢𝑛𝑑 − 𝜑 

𝐴 𝐴 = 𝐴 = 𝐴 ° = 𝐼  
𝐴 = 𝐴  
 
Raum 
Lin. Abb.: 

𝑓: ℝ → ℝ  
0�⃗� ↦ 0�⃗� = 𝑓 0�⃗� = 𝐴 0�⃗� 

 
Drehmatrix: 

𝐴 = 𝑓(𝑒 )𝑓 𝑒  𝑓(𝑒 )  
 
 
positive Drehrichtung mittels 
Rechtsregel! 
 
 
 
Winkel um x-Achse 
Drehmatrix: 

𝐴 =

1 0 0
0 cos(𝜑) − sin(𝜑)

0 sin(𝜑) cos(𝜑)
 

Winkel um y-Achse 
Drehmatrix: 

𝐴 =
cos(𝜑) 0 sin(𝜑)

0 1 0
− sin(𝜑) 0 cos(𝜑)

 

Winkel um z-Achse 
Drehmatrix: 

𝐴 =
cos(𝜑) − sin(𝜑) 0

sin(𝜑) cos(𝜑) 0
0 0 1

 

 

Basiswechsel 
Definition 

𝓑 = 𝑏 , 𝑏 , … , 𝑏  𝑢𝑛𝑑 𝒞 = (𝑐 , 𝑐 , … , 𝑐 ) zwei 
Basen des Vektorraums 𝑉. Dann nennt man die 
𝑛 × 𝑛 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 𝑃ℬ→𝒞 , deren Spaltenvektoren die 
Koordinatenvektoren 𝑘𝒞(𝑏 ) der Basisvektoren  𝑏 ∈

ℬ bezüglich Basis 𝒞 sind, die 
Basistransformationsmatrix von ℬ auf 𝒞. Es gilt also: 

𝑃ℬ→𝒞 = 𝑘𝒞 𝑏  𝑘𝒞 𝑏  𝑘𝒞 𝑏  

Satz 

 
 
Basistransformationsmatrix 

 Falls die alte Basis die kartesische Basis, dann: 

𝑃ℬ→ℰ = 𝑏  𝑏  𝑏 =
1 1 0
1 0 1
0 1 1

 

 

 

Beispiel
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Komplexe Zahlen 
Kartesische Form 
Definition 

 imaginäre Einheit i  

𝑖 = −1 

 komplexe Zahl z 

𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝑚𝑖𝑡 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

𝑎 = ℛℯ(𝑧) 𝑢𝑛𝑑 𝑏 = ℐ𝓂(𝑧) 

 Menge der komplexen Zahlen 

ℂ = {𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖|𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} 

Gauss’sche Zahlebene 

 
 
 

 

 

 

 

 

Definition 

𝑧 =  𝑎 + 𝑏 𝑖 & 𝑧 = 𝑎 + 𝑏  𝑖 

Betrag 

|𝑧| = |𝑎 + 𝑏 𝑖| = 𝑎 + 𝑏  

Addition 

𝑧 + 𝑧 = (𝑎 + 𝑎 ) + (𝑏 + 𝑏 ) 𝑖 

Differenz 

𝑧 − 𝑧 = (𝑎 − 𝑎 ) + (𝑏 − 𝑏 ) 𝑖 

Produkt 

𝑧 ∙ 𝑧 = (𝑎 ∙ 𝑎 − 𝑏 ∙ 𝑏 ) + (𝑎 ∙ 𝑏 + 𝑎 ∙ 𝑏 )𝑖 

- in ℝ  keine Multiplikation vorhanden 
- Keine Nullteilung 

inverse Elemente 

𝑧 =
1

|𝑧|
(𝑎 − 𝑏𝑖) 

 Als Kontrolle 𝑧 ∙ 𝑧 = 1 rechnen! 

konjugierte komplexe Zahl 

𝑧̅ = 𝑎 − 𝑏𝑖 

𝑧 ∙ 𝑧̅ = 𝑎 + 𝑏 = |𝑧|  

Rechenregeln: 

 𝑧 + 𝑧 = 𝑧 + 𝑧  
 𝑧 ∙ 𝑧 = 𝑧 ∙ 𝑧  
 𝑧̿ = 𝑧 
 ℛℯ(𝑧) = (𝑧 + 𝑧̅) 𝑢𝑛𝑑 ℐ𝓂(𝑧) = (𝑧 − 𝑧̅)  

 

Quotient 

𝑧

𝑧
= 𝑧 𝑧 =

1

|𝑧 |
𝑧 𝑧̅  

Wichtige Potenzen 

𝑖  1 
𝑖  𝑖 
𝑖  −1 
𝑖  −𝑖 
𝒊𝟒 𝟏 

Polarform 

𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑟 ∙ cos(𝜑) + 𝑟 ∙ sin(𝜑) 𝑖 = 

𝑟 ∙ (cos(𝜑) + sin(𝜑) 𝑖) 

- 𝑟 = |𝑧| 

- 𝜑 = arg(𝑧) = arctan + ∆ = 𝜓 + Δ 

 

 

 

 

 

 

Für Zahlen die auf der imaginären 
Achse liegen ist: 

φ = arctan
𝑏

𝑎
+ ∆ = 𝜓 + Δ 

nicht anwendbar! 
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Konjugierte Zahl in Polarform: 

𝑧̅ = 𝑟 ∙ cos(−𝜑) + 𝑟 ∙ sin(−𝜑) 𝑖 = 

𝑟 ∙ (cos(𝜑) − sin(𝜑) 𝑖) 

Rechenregeln 

Addition und Subtraktion NUR in kartesischer Form 
möglich! 

Multiplikation: 

𝑧 𝑧 = 𝑟 𝑟 (cos(𝜑 + 𝜑 ) + sin(𝜑 + 𝜑 ) 𝑖) 

geometrische Konstruktion: 

- Drehstreckung 
- 𝑟 − 𝑓𝑎𝑐ℎ𝑒 𝑔𝑒𝑠𝑡𝑟𝑒𝑐𝑘𝑡 
- 𝜑  𝑔𝑒𝑑𝑟𝑒ℎ𝑡 

 
 
 
 

 

 

Da kommutativ: 𝑧 𝑧 = 𝑧 𝑧  

Division: 

𝑧

𝑧
=

𝑟

𝑟
(cos(𝜑 − 𝜑 ) + sin(𝜑 − 𝜑 ) 𝑖) 

geometrische Konstruktion: 

- − 𝑓𝑎𝑐ℎ𝑒 𝑔𝑒𝑠𝑡𝑟𝑒𝑐𝑘𝑡 

- 𝜑  𝑧𝑢𝑟ü𝑐𝑘𝑔𝑒𝑑𝑟𝑒ℎ𝑡 
o 𝜑 > 0: 𝐷𝑟𝑒ℎ𝑢𝑛𝑔 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣 
o 𝜑 < 0: 𝐷𝑟𝑒ℎ𝑢𝑛𝑔 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣 

Eulersche Form 

𝑧 = 𝑒 = cos(𝜑) + sin(𝜑) 𝑖 

Für 𝜑 = 𝜋: 

𝑒 = −1 

Eulersche Form in Polarform 

𝑧 = 𝑟(cos(𝜑) + sin(𝜑) 𝑖) = 𝑟 ∙ 𝑒  

Übersicht 

 
 
Bemerkung: 

cos(𝜑) =
𝑒 + 𝑒

2
 

sin(𝜑) =
𝑒 − 𝑒

2𝑖
 

konjugierte Zahl in Eulerschen Form 

𝑧̅ = 𝑟 ∙ 𝑒 = 𝑟 ∙ 𝑒  

Satz von Moivre (Potenz) 

Eulersche Form:  

𝑧 = 𝑟 𝑒  

Polarform: 

𝑧 = 𝑟 (cos(𝑛𝜑) + sin(𝑛𝜑) 𝑖) 

Vorgehen kartesische Form potenzieren: 
1. Kartesiche Form  eulerschen Form 
2. Satz von Moivre anwenden 

Operation Potenzieren: 

- “wiederholte” Multiplikation 
- 𝑟 = 𝑆𝑡𝑟𝑒𝑐𝑘𝑢𝑛𝑔, 𝜑 = 𝐷𝑟𝑒ℎ𝑢𝑛𝑔 

Wurzeln 

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑥 + ⋯ + 𝑎 𝑥 + 𝑎 = 0 

𝑚𝑎𝑥. 𝑛 𝑟𝑒𝑒𝑙𝑙𝑒 𝐿ö𝑠𝑢𝑛𝑔𝑒𝑛 = 𝐺𝑟𝑎𝑑 𝑛  

Fundamentalsatz der Algebra 
Definition 

𝑎 𝑧 + 𝑎 𝑧 + ⋯ + 𝑎 𝑧 + 𝑎 = 0,  

𝑚𝑖𝑡 𝑎 ∈ ℂ, 𝑖 = 0, … 𝑛 

Anmerkung: 

- Unbekannte in ℂ mit z bezeichnet statt x 
- Linearfaktorzerlegung:  

𝑎 (𝑧 − 𝑧 )(𝑧 − 𝑧 ) … (𝑧 − 𝑧 ),  
 𝑚𝑖𝑡 𝑧 , 𝑧 , … 𝑧  𝑃𝑜𝑙𝑦𝑛𝑜𝑚𝑛𝑢𝑙𝑙𝑠𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒𝑛)  

- nur reelle Koeffizienten→ Wurzeln paarweise 
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n-te Wurzel aus a 
Definition 

𝑧 = 𝑎 =  𝑎 𝑒  𝑚𝑖𝑡 𝑎 ∈ ℂ 
𝑧 = √𝑎 

Eulerschen Form: 

𝑧 = 𝑎 ⇔ 𝑟𝑒 = 𝑎 𝑒 ⇔ 
𝑟 𝑒 = 𝑎 𝑒 ( ∙ °), 𝑘 ∈ ℤ 

𝑧 = 𝑟𝑒 = 𝑟(cos(𝜑 ) + sin(𝜑 ) 𝑖) 
𝑟 = 𝑎 ⟺ 𝑟 = 𝑎  

𝜑 =
𝛼 + 𝑘 ∙ 360°

𝑛
, 𝑘 ∈ ℤ, 𝑘 = 0, … , 𝑛 − 1. 

 
Beispiel: 

 
 
Wenn 𝑧 = 1 − 𝑖 𝑖𝑠𝑡 𝑧̅ = 1 + 𝑖 auch eine Lösung der 
Wurzel. 
Eigenschaften 
Polarform oder Eulersche Form kürzen: 
2𝜋= 1 Kreisumfang 
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Eigenwerte und Eigenvektoren 
Definition 
Sei V ein Vektorraum und 𝑓: 𝑉 →  𝑉 eine lineare 
Abbildung. 

- 𝝀 ∈ ℂ: 𝑬𝒊𝒈𝒆𝒏𝒘𝒆𝒓𝒕 
- 𝒙:⃗  𝑬𝒊𝒈𝒆𝒏𝒗𝒆𝒌𝒕𝒐𝒓 𝑧𝑢 𝐸𝑖𝑔𝑒𝑛𝑤𝑒𝑟𝑡 𝜆 

 
⟹ 𝑨𝒙 = 𝝀�⃗� 

𝑚𝑖𝑡 𝑥 ≠ 0⃗ 𝑢𝑛𝑑 𝑓(�⃗�) = 𝜆𝑥 
 
Satz: 
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind 
linear unabhängig. 
 
Charakteristische Matrix A: 

𝐴 − 𝜆𝐼  

 
Charakteristische Gleichung: 

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0⃗ 
 
Charakteristisches Polynom: 

p(λ) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) 

Vorgehen Eigenwert bestimmen: 
1. det(𝐴 − 𝜆𝐼) 
2. Laplace 
3. faktorisieren 
4. Nullstellen bestimmen = Eigenwerte 

 
 
 
 
 

Beispiel: 

 
 
Eigenvektoren bestimmen: 

1. Eigenwerte berechnen 
2. Eigenwerte in (𝐴 − 𝜆 𝐼)�⃗� = 0⃗ einsetzen  
3. Mit Hilfe des Gauss-Verfahrens ausrechnen 
4.  Eigenvektoren zu Eigenwerten 

 
Beispiel: 

 
 
 
 

Eigenraum bestimmen: 
1. Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen 
2. Lösungsmenge des Systems zum 𝜆 : 𝑉  = 

Eigenraum 
 
Beispiel: 

 
Vielfachheit 
algebraische: 

𝜇: 𝑝(𝜆) = det (𝐴 − 𝜆𝐼 ) 
Erkennt man an Eigenwerten:  
einfache/doppelte Nullstellen 
geometrische: 

𝛾 = dim (𝑉 ) 
Anzahl Vektoren in der Lin() 
 
Merke: 

1 ≤ γ ≤ μ 
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Spektrum und Spektralradius 
Definition Spektrum 
Menge der Eigenwerte 

𝜎(𝐴) = {𝜆 ∈ ℂ|𝑒𝑠 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑖𝑒𝑟𝑡 𝑥 ≠ 0⃗ 𝑚𝑖𝑡 𝐴�⃗� = 𝜆�⃗�} 
 
Definition Spektralradius 

𝜌(𝐴) = 𝑔𝑟ö𝑠𝑠𝑡𝑒𝑟 𝐵𝑒𝑡𝑟𝑎𝑔 𝑎𝑙𝑙𝑒𝑟 𝐸𝑖𝑔𝑒𝑛𝑤𝑒𝑟𝑡𝑒 
 
Eigenschaften: 

- Anzahl k verschiedene Eigenwerte  
1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 

- Summe algebraischer Vielfachheit = n 

𝜇 + ⋯ + 𝜇 = 𝜇 = 𝑛 

- Spur: Summe aller Hauptdiagonalemelemente 

𝑆𝑝𝑢𝑟(𝐴) = 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 = 𝑎  

𝑆𝑝𝑢𝑟(𝐴) =  𝜇 𝜆 + 𝜇 𝜆 + ⋯ + 𝜇 𝜆 = 𝜇 𝜆  

- Determinante von A = Produkt:  
det(𝐴) = 𝜆 ∙ 𝜆 ∙ … ∙ 𝜆  

 
Satz: 
Sei eine Matrix 𝑛 × 𝑛 Matrix. Dann gilt: 
 

1. Ist 𝜆 ein Eigenwert von 𝐴 und �⃗� ein 
Eigenvektor zum 𝜆, dann ist 𝜆  ein Eigenwert 
von 𝐴  und �⃗� ein Eigenvektor zum 𝜆  

2. 𝐴 ist genau dann invertierbar, wenn sämtliche 
Eigenwerte von Null verschieden sind.  

𝜆 ≠ 0 → 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑒𝑟𝑏𝑎𝑟 
3. Ist 𝜆 ein Eigenwert und 𝐴 invertierbar, dann ist 

der Kehrwert  ein Eigenwert der inversen 

Matrix 𝐴  

Satz: 
Die Eigenwerte und Eigenvektoren einer n-reihigen 
reellen symmetrischen Matrix 𝐴 besitzen folgende 
Eigenschaften: 

1. Alle Eigenwerte sind reell 
2. Für jeden Eigenwert 𝜆 gilt: 

𝛾 = 𝜇  
3. Eigenvektoren, die zu verschiedenen 

Eigenwerten gehören, sind orthogonal (d.h. 
das Skalarprodukt der Eigenvektoren ist Null). 

Beachte: 

Vektoren mit komplexen Komponenten = orthogonal 
wenn: 

𝑥⃗ ∙ 𝑥⃗ = 0 

Ähnlichkeit 
Definition 
𝐴 und 𝐵: 𝑛 × 𝑛 Matrizen, sind ähnlich wenn: 

𝑃 𝐴𝑃 = 𝐵 

Vorgehen um Ähnlichkeit zu überprüfen: 

1. Definitionsgleichung 

2. 𝑃 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 

3. Gleichung erweitern 
4. Matrizenmultiplikation 
5. Gleichung = 0 umstellen 
6. (beliebige) Zahl bestimmen 

 

 

 

Beispiel: 

 

Satz von ähnlichen Matrizen: 

𝐴 und 𝐵: 𝑛 × 𝑛 Matrizen, dann gilt: 

1. Determinanten stimmen überein det(𝐴) =

det (𝐵) 
2. 𝐴 ist nur invertierbar wenn 𝐵 invertierbar 
3. 𝐴 und 𝐵: gleiche charakeristische Polynom 
4. 𝐴 und 𝐵: gleiche Eigenwerte 

nur auschliessen möglich  “nicht ähnlich” 
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Diagonalisierbar 
Definition 
𝑛 × 𝑛 quadratische Matrix 𝐴 heisst diagonalisierbar, 
wenn Diagonalmatrix 𝐷 existiert, welche zu 𝐴 ähnlich 
ist.  

𝑃 𝐴𝑃 = 𝐷 
- 𝐷: 𝐻𝑎𝑢𝑝𝑡𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 =

𝐸𝑖𝑔𝑒𝑛𝑤𝑒𝑟𝑡𝑒 𝑣𝑜𝑛 𝐴 (doppelte: alle 
ausschreiben) 

- 𝑃: (�⃗� �⃗� ) (Eigenvektoren von Eigenwerten) 

- 𝑃 =
( )

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

 

Beispiel: 

 

Satz: 
𝑛 × 𝑛 quadratische Matrix 𝐴 heisst diagonalisierbar, 
wenn sie 𝑛 linear unabhängige Eigenvektoren hat. 
- Existiert Diaganolamatrix 𝐷 und invertierbare 

Matrix 𝑃 
o 𝑛 Spaltenvektoren von 𝑃  l.u. Eigenvektoren 

von 𝐴 
o Diagonalelemente von  𝐷 = Eigenwerte von 𝐴.  

- 𝑛 linear unabhängige Eigenvektoren von 𝐴 bilden 
Basis von ℝ  = Eigenvektorbasis 

Satz: 
𝑛 × 𝑛 quadratische Matrix 𝐴 heisst diagonalisierbar, 
wenn mindestens eine der folgenden Bedingungen 
erfüllt ist: 

1. 𝐴 hat 𝑛 linear unabhängige Eigenvektoren 
2. 𝐴 hat 𝑛 verschiedene Eigenwerte 
3. Für jeden Eigenwert 𝜆 von 𝐴 gilt: 

𝛾 = 𝜇  
4. 𝐴 ist rell und symmetrisch 

Potenzen einer Matrix 
𝑘-te Potenz von 𝐴: 

𝐴 = 𝑃𝐷 𝑃 , 𝑘 ≥ 1 
Reihenfolge wichtig! 

𝐴𝑃 = 𝑃𝐷, 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃  
Differentialgleichungen 
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Nice to know 
Mitternachtsformel: 
Falls 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 

𝑥 , =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

 


