STOCHASTIK UND STATISTIK — 3. SEMESTER REBECCA NAULI

DESKRIPTIVE STATISTIK

nominale lassen sich nicht in nattrlicher Weise anordnen
Merkmale

ordinale Merkmale | lassen sich in natirlicher Reihenfolge anordnen
diskrete Merkmale | Wertebereich abzédhlbar, aber moglicherweise unendlich

stetige Merkmale Merkmale, die prinzipiell jeden beliebigen Wert (in einem
Intervall) annehmen

Grundgesamtheit: Q h;: absolute Haufigkeit einer Merkmalsauspragung a;
Grosse Stichprobe: n hy+hy,++h,=n
Objekte: wy, w3 ..., Wy fi: relative Haufigkeit, f; = %, (fitfot o tfn=1)
Merkmale: X (w;) = x; Hohe eines Balkens/Stabes der PMF

KUMULATIVE HAUFIGKEIT

H(x) = Anzahl aller Stichprobenwerte
) <X P H(x) = Z h; = absolut
empirische relative Summenhaufigkeit: i:ajsx
Klasse = %’C)% rechter Wert Klasse Fx) = HSC) _ Z £, > relativ
i:q;<x

LAGEMASSE

arithmetisches Mittel:

Median: 0.5 — Quantil = Median/Zentralwert = teilt in 2 gleich grosse Halften
1
—x*(xm; + x - falls n gerade
(s + X)) - Fatts g

X =
med X[n_-i—]_] - falls nungerade
2

Modus X;meq:
= “Maximum der PMF/PDF”
= h3ufigster Stichprobenwert 2 Wert der am meisten vorkommt

ABSOLUTE HAUFIGKEIT (RECHTECKSFLACHE)
f.

Hohe Rechteck: h(x) = % (abs. Haufigkeitsdichte) und f(x) = d—‘ (rel. Haufigkeitsdichte)

d;: Klassenbreite (Breite im Intervall, Sdulenbreite im Histogramm)
RELATIVE HAUFIGKEITSDICHTEFUNKTION (PDF)
h(x)
) === f R~ [01]

KUMULATIVE VERTEILUNGSFUNKTION (CDF)

X
F(x) = f f(t) dt, (Integration von PDF)

in Klassen:
F(B)

F(X):m(X—A)-I'F(A)

rechtsschief Xmod < Xmeda < X
symmetrisch Xmod = Xmed = X
linksschief Xmod = Xmed > X
STREUMASSE
Varianz:
1 n
2 _
s =— x; —
D
=1

korrigierte Varianz:

Standardabweichung:

korr. Standardabweichung:

n

n
1 _
Skor = mzl(xi_x)zz n—llsz
i=

=> | Beiklassierten Daten Klassenmitte verwenden!




KENNGROSSEN
Interquartilsabstand (IQR): 3. Quartil — 1. Quartil = Q3 — Q,

Mean absolute deviation MAD: 1.4826 - median(|x, — x|, |x; — X/, ..., |x, — %|)

Perzentil/Quantile q: Zahl R teilt Stichprobenwerte im Verhéltnis q: (1 — q)

1
R, = 3 (x[n.q] + x[n.q+1]) n-q = ganze Zahl

Rq = Xjn.q| n-q #* ganze Zahl, mit n- q nichstgrossere Zahl

Quartile: Q: Ry 25, @, = Median: Ry, Qs: Ry 75 = 1,2,3 Quartil
bei klassierten Daten mit Verteilfunktion: Rg = F~1(q)

Klasse suchen in der g ist

F(b) - F(a) _ q-— F(a) Wert von nichster Klasse links nehmen
b—a R,—a absolut
F(a) =
n
(b—a)

Rq =a+m(q—F(a))

BOXPLOT

héchstens 1.5 - (Q3 — Q4) hochstens 1.5 - (Q3 — Qy)
/'

‘\
untere Antenne (_)\_\ f_)% obere Antenne

S r
L I—I ]

untere Ausreisser

| | — | I | || >
I | I g

| [
o 0, 0 Stichprobenwerte
n o N\
Ross Ros  Ros

® & <«— obere Ausreisser

Interquartilsabstand (IQR): 3. Quartil — 1. Quartil = Q3 — Q,
untere Antenne: 1.5 (Q; — Q;) von Q; | Q; — 1.5 - IQR
obere Antenne: 1.5-(Q; — Q) von Q3 | Q3 + 1.5 IQR

= IMPORTANT! Alles Werte!

KORRELATION

Pearson-Korrelation misst Starke/Richtung des linearen Zusammenhangs

D e N St (et N
n . —x)2yn . — )2 "
\/21:1(351 02X (i —¥) \/% n (g — )2 \/%Z?zl(yi - 5)? Sx * Sy

Txy

- 1

o1 . ,

X = —YiL; x (aritm. Mittelwert) x? =Y x?
1 . ‘ — _1

y =~Xi.1 ¥ (aritm. Mittelwert) y:=-2i, Y’

— |1 =2 _ [Z _ =2 _ |1 =2
Sy = n o (g —X)" = X=X Sxkorr = | X1 (i — %)

n—1

(Standardabweichung) (korr. Standardabweichung)

1 — — 1 —
sy = B0 =0 Y -y Sykorr = /;Z?:l(yi -5’

(Standardabweichung) (korr. Standardabweichung)

o 1 _ _ 1 _ _
Sxy = XY — &y = ;Zyzl(xi - —y) Sxykorr = Ezyzl(xi - —Yy)
(Kovarianz) (korr. Kovarianz)
1% =_1
N4
i=1 _ 1
ye= ;Z Vi'Yi
Korrelation:immer =1 <1, <1
Ty > 1 positive Korrelation
Ty <1 negative Korrelation
Ty =1 Punkte genau auf Gerade mit positiver Steigung
Ty = —1 Punkte genau auf Gerade mit negativer Steigung
Tyy nahan +1 Punkte streuen eng um Gerade

Tey kein linearer Zusammenhang



Spearman Rangkorrelation misst Starke/Richtung des monotonen Zusammenhangs

m (raGe) =230 (rgo) - 23)

Tsp =
Jote o0 =25 Jot o0 -257)

Tep

6'Z?=1 diz

=1- T Z -1 mit d; =rg(x;) —rg(y)

=>» 2.te nur wenn keine Bindungen!!

Kovarianz Rangliste:

1% __ -
DACIOIRTION AR

*insert absolute Haufigkeits, PDF, PMF, etc. examples

KOMBINATORIK

Auswahlk =n
Reihenfolge wichtig!

Auswahl k
Reihenfolge wichtig!
n: wird gezogen

k: Anzahl Ziehungen

Auswahl k
Reihenfolge
unwichtig!

Ohne Wiederholungen/
ohne zuricklegen
Permutation, ohne

Mit Wiederholungen/ mit
zuriicklegen
Permutation mit Wiederholung

Wiederholung s = n!
z=nl! ng!-.ng!
“ABC anordnen” “ANNA anordnen”

geordnete Stichprobe ohne
zurlicklegen
Esgitk <n

geordnete Stichprobe mit
zurlcklegen
k beliebig

n! Z=n
T (n—k)! “aus Schissel &
“Nummer aus Schiissel behalten” | zuriicklegen”
ungeordnete Stichproben ungeordnete Stichprobe mit
ohne zurtcklegen zuriicklegen

k
zZ

Esgiltk <n k beliebig
n n! _m+k—1\ _ (-1+k)
Z_(k)zk! (n— k)! Z_( k ) Ki(n-1)!
“3 qus 6” 3aus 6

Binomialkoeffizient

ELEMENTARE WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

Q: Menge aller moglichen Ereignisse: Ergebnisraum

|Q|: Méachtigkeit

Ereignis: Teilmenge A von (), z.B. alle geraden Zahlen A = {2,4,6, ..}
Elementarereignis = {w;}, {w,} enthalten nur ein Ergebnis

Ereignisraum: Menge aller Teilmengen von Q (Potenzmenge von Q) 2/

Zahldichte: PDF p: Q — [0,1] — mit welcher Wahrscheinlichkeit Ergebnisse auftreten
Wahrscheinlichkeitsmass P ist eine Funktion P: 2 = [0,1] mit welcher
Wahrscheinlichkeit das Ergebnis, das durch die Menge M beschrieben wird, eintritt.
Gegenereignisvon A = AS mit AU A° = Q

Sicheres Ereignis A = Q)
Unmogliches Ereignis A = {} (leere Menge)

Schnittmenge Vereinigung Komplement Differenz
TR\ N
QD || || QD
—”
ANns A UR AC A\ B
Laplace Wahrscheinlichkeit
|[M|  Anzahl giinstige Falle
P(M) =—= Y "
|Q]  Anzahl mogliche Fille
Frequentistische Wahrscheinlichkeit
P(A) = vy
Axiome von Kolgarov
Axiom 1: o<srPA)<1
Axiom 2: sicheres Ereignis  P(Q) =1
Axiom 3: Vereinigung Falls AN B = {}danngilt P(AU B) = P(A) + P(B)
Unmaogliches Ereignis P{}H =0

Komplementéres Ereignis P(Q\A) = P(A) = P(A°) =1—P(4)
Sigma Additivitat P(A; UA,U..)=P(A)) + P(A,) + -+ falls disjunkt
diskrete Zufallsvariabel: endlich, unendlich abzahlbarer Wert

stetige Zufallsvariabel: x-beliebiger Wert von Intervall




Wahrscheinlichkeitsfunktion (PDF): p; = f(x;) = P(X = x;) P(AnB) =P(A)-P(B)
Y:p; = 1, wenn alle p; gleich sind = diskrete Gleichverteilung
kumulative Verteilungsfunktion CDF: F(x) = P(X < x)

P(A) ?(A)
Erwartungswert: E(x) = u=Yx;-P(X =x) =X x; " p(x;) =X x; " p;
Varianz: Var(x) = E[(X — E[X])] = X1 (x; — E[X])*p; A A
Var(X) = E[x*] - (E[x])* = -
n P(B|A) P(BlA)  P(BIA) P(B\A)
Var(X) = (Z xizpi> — (E[x])?

i=1

Ereignisraum R B B B
= Wahrscheinlichkeit am Ende des Pfades (Blatt) = Multiplikation P (BAA) PEAY  P(BNA) NTAR)

= von mehreren Pfaden beschriebene Wahrscheinlichkeit = Addition

bedingte Wahrscheinlichkeit = gegeben, dass

Pravalenz P(k*) > 1—(Pk*) > P(k")
Sensitivitat P(A*|k™) - P(A|P7)
Spezifitit P(A”|k™) - P(A*|k7)
P(A|B) = M B gegeben
P(B) '
SATZ VON BAYES
P(AIB) = P(B |1;4()B)P(A)

SATZ DER TOTALEN WAHRSCHEINLICHKEIT

k
P(A) = ) P(AIB) - P(B)

P(B;nA)  (P(AIB) - P(B))
P(A) Xk, P(AIB)-P(B)
P(B) = P(A) - P(B|A) + P(A) - P(B|A)

P(B;|A) =

MULTIPLIKATIONSSATZ

P(ANB) = P(A) - P(B|A) = P(B) - P(A|B)

Stochastische Unabhangigkeit:
P(A|B) = P(A) mit P(B) # 0



SPEZIELLE VERTEILUNGEN — DISKRETE VERTEILUNGEN

UNIFORMVERTEILUNG
Ergebnisraum: Q = {a,a + qa, ...,b — 1, b}(endlich)
Erwartungswert: E[X] = asz,x~Unif({a, b})

] _ (b—a+2)(b—a) _ (b—a+1)?-1

Varianz: Var[X
12 12

BERNOULLIVERTEILUNG

e  Zufallsvariabel kann 2 Werte annehmen P(X = 1) =poderP(X =0)=1—-p
P = P(X = 1) Erfolgswahrscheinlichkeit
Ergebnisraum: Q = {0, 1}, X~Bernoulli(p)
Erwartungwert: E[X]=0-(1—-p)+1-p=p

E[X?]1=1*-PX=1)=1p=p

Varianz: Var[X] = E[X?*] - E[X]* =(0-p)’(A-p)+ (1 +p)* p=p(1—-p)=p-q

POISSONVERTEILUNG
A exp(—=2)

PX=x)= p

,X ~ Pois(1)

Ergebnisraum: Q = {0,1,2,...}(abzihlbar, unendlich)
Erwartungswert: 1 = E[X] fur kleine A = stark rechtsschief
Varianz: Var[X] = 4 je grosser 1 = symmetrie bei 1 > 10

Standardabweichung:

BINOMINALVERTEILUNG
n -
PO =k) = () P*(1 = )", X ~ B(n,p)

Ergebnisraum: Q = {0,1,2,...,n}(endlich)

Erwartungswert: u = E[X] = EQ L, X)) =X E(x) =Y ,p=n-"p
Varianz: 62 = V[X] = Var(EL, X;) = Xin, Var(x) =n-p(1 —p)
Standardabweichung: 0 = S(X) = \/ﬁ

Symmetrie fir p = 0.5 bei wachsenden p # 0.5 immer symmetrisch falls n - p(1 — p) >
10, gilt Bin(n, p) als symmetrisch

HYPERGEOMETRISCHE VERTEILUNG
N: Objekte Total

M\ (N—-M
PX=k) = (k)(N#k),X~H(N, M,n) M: Merkmale Total
(n) N — M: Objekte anderer Sorte

n: gezogene Objekte ohne
Zurlcklegen

Ergebnisraum: Q = {0, 1, ..., N} (endlich)

M

Erwartungwert: u = E[X] =n - 5

Varianz: 6% = V(x) =n- % (1 - %) ' (M)

N-1
Standardabweichung: 0 = S(X) = \/n %(1 — %) (%) = JV(X)



SPEZIELLE VERTEILUNGEN — STETIGE VERTEILUNGEN STETIGE UNIFORMVERTEILUNG
a+b

Erwartungswert: E[X] = T’X ~Unif ([a, b])

STETIGE WAHRSCHEINLICHKEITSFUNKTION PDF

f(.x).z 0 f.ijr alex eR Varianz: Var(x) = (bzg)z

f istintegrierbar i 0 <o 0 x<a
f_mf(u)du=1 00 = b% L<x<b Fo)={7— asx<b

CDF 0 x>b 1 x>b

F(x) =P(XSx)=fx fw) du

DICHTEFUNKTION NORMALVERTEILUNG PDF
KENNZAHLEN STETIGER ZUFALLSVARIABELN

°) 1 1 (x - ,u)z}
E t t:u=E[X] = ~xd xX) = expy——+——— ¢ fur X € (—oo,
rwartungswert: u [X]=J__ f(x) - xdx f@) N p{ 2 o2 f ( )
Varianz: 6% =V (x) = f_c:of(x) -(x — E[X]D? dx X~N (g, 2)
Standardabweichung: o = {/V (x) e Dichtefunktion symmetrischum X = u

e nahert sich asymptotisch der 0 an

P(X<a)=F(a) = fa f)dx

a co
PX>a)=1-PX <a)=1-F(a) = 1_f f(x)dx=f FOOdx KUMULATIVE VERTEILFUNKTION CDF ) o
o a 1 1 2-u
= < = R
F(x) =P(X <x) - 27Tf_mexp{ 3 -2 }

b
Pla<X<b)=PX<b)—PX<a)=Fb)—F(a) =f f(x)dx
a Standardnormalverteilung

diskret stetig Qu = Fu
Wertebereich abzahlbar beliebig O(—u) =1-0(w)
Wahrscheinlichkeitsfunktion pi=PX =x) fO0) = O,IOOf(Z)dz -1 beliebige Normalverteilung muss standardisiert werden
n — X—u
— u=
Zpi =1 stetig a
= . innerhalb [u—o,u+0]=68%
kumulative Verteilfunktion —
F(x) = z bi F(x) = J- f(2)dz innerhalb [u—20,u+20] =95%
F(x)=P(x <A) —
_ Z . ® innerhalb [u—30,u+30] =99.7%
Kennzahlen H iPi M zf xf (x)dx

02=Z(xi_#)2 i

o= " - WA (dx



Stetige Verteilungen

Uniform (1) a<0 ﬂ_a+b
—_— <x< -
X ~Unif ([, b]) b—a *S¥SP 2
0 b>0 , (b—a)?
7T T2
Normal fx) =@, ,(x) = 1 exp {_1 Elx]=u
- o\2m 2 5
X ~N(u,0?) Var(x) =0
(=
)

Summe von 2 Zufallsvariabeln x, y
normalverteilt: S ~N (i, + py, 05 + o)
poissonverteilt: S ~Pois (A, + 4,)
binominalverteilt: § ~Bin(nx, ny,p)
E[S] = E[X] + E[Y]
E[aX + b] = aE[X]+ b
Var[S] = Var[x] + Var[y] + 2cov(xy)
cov: Kovarianz

Zentraler Grenzwertsatz
_ o? 1w
X~N (u,;) - S,~N(nu,ne?) mit X = ZZ X;
i=1

Binominalverteilung:p =n-p g% =npq q=1-p)

Pl@a<x<b) =32 P(X=x)~0,,2(b+3)—0,,2(a—7) npq > 9
Poissonverteilungu =1 ¢2=2

Pl@a<x<b) =32 P(X=x)~0,,2(b+3)—0,,2(a—7) A>9

SUMMARY DISKRETE UND STETIGE VERTEILUNGEN

Diskrete und stetige Verteilungen

diskrete Zufallsvariablen stetige Zufallsvariablen

Dichtefunktion /

S flz) = P(X =) f(z) = F'(z) # P(X = z)
Kumulative z
Verteilungsfunktion/ | F(z) = P(X <z) =} f(u) Fz)=P(X <z)= [ f(u)du
CDF e -

P(aﬁxib):;:’bf(z) Pla< X <b) "

Pla<X<b)= _z_ f(z) Pla<X<b) » = [ f(z)dz
Wahrscheinlichkeiten a<z<b Pla< X <b) @

Pla< X<b)= be(z)

Pla< X)=1- F(a) s A=a—5

S Stabdiagramm Graph

Darstellung von f

Erwartungwert E(X) = r;{ f(z)-z E(X) = T f(z)-zdz
Varianz V(X) = ;ZR f(@)- (z - E(X))® | v(X) = Tf(z) (z - E(X)) dz
Satz

Fur diskrete und stetige Zufallsvariablen X und Y gelten die folgenden Regeln:

(1) Linearitat des Erwartungswertes:
E(X+Y)=EX)+ E(Y)und E(aX) = aE(X) mta € R.
(2) Verschiebungssatz fur die Varianz:
V(X) = E(X?) - (E(X))?
@) V(aX+B)=a?-V(X)mita,B €R.
(4) Sind X und Y stochastisch unabhangig, so gilt:

V(X +Y) = V(X) + V(Y)




LINEARE REGRESSION TRANSFORMATIONEN

y=hx)=d+m-x muss wieder zurlcktransformiert werden = log(m) » m = e
d: Achsenabschnitt m: Steigung x: erklarende Variabel
Vi = d+ mx; + & y=q- x™ 10g(}’) = lOg(Q) +m- 1Og (X)
— X — .
y;: Zielvariabel  d: Achsenabschnitt m: Steigung x: erklarende Variabel y=q:m log(y) = log(g) + x - log (m)
— . pmx = .
&;: zufilliger Fehler Rest y=q-e log(y) = log(q) + m - x
m 1
=q-ex Iny)=qg-m-uu==
METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE y=q:e= =4 x
n n n y:—l v:q+m'x»v:§
2 2 A2 qg+tm-x
Qdm) =Y =Y (n-@+m)’ = -
= = = y=q+m-In(x) y=q+m-u,u=In(x)
Summe der Residuen Quadrate 1 1
9= d+mx V= o) = 108(@) + 10g (m) - x

& = y; — ¥, (Residuen)

2=, - -x) S Kovarianz

D
X, (g —%)? S2 Varianz
d=y—mx
1 - 1 . 1 -
2 R —\2 — ~ 2 _ ~ —\2 _ 2 2
Sy = nz:(yi -3) = nZ(yi -7) + nz:(yi ~y) =52+ 52
=1 i=1 i=1
Totale Varianz Fehlervarianz erklarte Varianz

. ‘ 1
Residuenvarianz: S2 = ~Yi i —mx; - d)? = SJZ, — S}Z/

. . 1 —
korrigierte Gesamtvarianz: Sy = — 2 — ¥)?
gi=iVi o Y/
Totale Varianz

korrigierte erkldrte Varianz: 533, = ﬁ .3 - y)?

erklarte Varianz

2 S22 g2
Bestimmtsheitsmass: R = 5 = 5% = 1%,
S S-S
vy SxSy




SCHLIESSENDE STATISTIK

SCHATZFUNKTIONEN

n

1
u = arithmetisches Mittel = x = ;Z x; = Schiatzung

Erwartungstreue > u
Effizienz >0

Konsistenz

i=1

p = relative Haufigkeit

E©) =6

o = empirische Standardabweichung

effizienter wenn: V(0,) < V(0,)

-> je grosser die Stichprobe, desto genauer der Schatzer

konsistent wenn: E(®) —» 68 und V(©) — 6, fiirn - o

Schéatzfunktionen fur wichtige Parameter

Schatzfunktion

Schatzwert

Erwartungswert
Spezialfall: Anteilswert
einer Bernoulli-
Verteilung

Varianz

Standardabweichung

Satz

(1) X und S2 sind erwartungstreu und konsistent.
(2) S ist konsistent, aber nicht erwartungstreu.

Schatzer/ Verteilung Kenngrossen Schéatzer fir Param.
Binominal E[X]=np pP=%x
X ~B(n,p) Var(X) =np(1 —p)
Poisson E[X]=Var(X) =2 A=x
X ~ Pois(1)
Uniform “=a+b a=x-SdX) V3
X ~Unif ([a, b]) 2 b=x—SdX) -3
o2 = (b —a)? Sd: Standardabweichung
12
Normal Elx]=pu o=z
X ~N(u,0?%) Var(x) = o2 6 = Sd(x)
Anpassungen von Verteilungen
Theoretische kumulative Wahrscheinlichkeitsfunktion
F(x) = P(X < x)(theoretische CDF)
Empirische kum. Wahrscheinlichkeitsfunktion
Fn = Anzahl Beobachtungen
Konfidenzintervall Normalverteilung
= = o
[Xn ql_%:Xn BN ]

e
wird aus der Tabelle bestimmt



VERTRAUENSINTERVALLE

(1) Verteilung der ?) (3) Schi f;‘) zlugedhio:;i g‘ee (5) Verteilung und (6) Zufallsvariablen
Grundgesamtheit | Param. Zu fallsva:la:)Ie bendtigte Quantile fiir Intervallgrenzen
- g
Normalverteilung 1 < - Standardnormalverteilung O,=X-c- N

1 |(Varianz a?| u X = ol ZX,- U= (Tabelle 2) - . It
bekannt) =1 a/vn c=uymitp =—= 9,=X+E~ﬁ
Normalverteilung -1 S B s
(Varianz ¢? unbe- X= n Xi g I-Yerlellung (Tabelle 4) O, =X—-c-—

2 |kannt und n < 30: u i=1 =2 mitf=n-1 S"
sonst Fall 1 mit s als s2= 1 X = B)? SAn €=t mitp = ';—7 0, =X+c-—
Schétzwert fiir o) n—1 . * Vn

n

s 1 ZX' Chi-Quadrat-Verteilung (n—1)-8?

Tn 4 ! 52 (Tabelle 3)mit f =n—1 0, ’

i 2 i=1 - S il . 1= 2
3 |Nomnalverteilung T i n . Z=(n-1) |01 = 2y mitpy = Ty (n-1)-5

2 — . — 2 B 1+ -
s n—1 ‘_:l(xl 2 C2 = Z(p,py Mit pp = —= ¢ =1
Bernoulli- 1w = X-1-X)

Verteilung X = —Z X; £-p Standardnormalverteilung | @, =X — ¢ -

4 [Anteilsschitzung P n = U = ————— |(ndherungsweise), Tabelle 2
(mit np(1—=p) > X; 0/1-wertig mit Vel =p)/n |c = u, mit q = ':—7 _ T =5
9 PXi=1)=p G =X+c: |[——=

5 |beliebig mitn > 30 | p,0? wie im Fall 1 (gegebenenfalls mit s als Schitzwert fiir ¢ ) bzw. im Fall 3

10



