Funktionen

Definition
Funktion
Jedem Element einer Menge D wird genau ein Element aus einer Menge W zuordnet.
f:D->W )
x = f(x) =
D w
Polynome und Polynomdivision Quadratische Funktionen
(x3=2x2=5x—6):(x—1)=x*—x—6 | x3:x =x? y=ax?+bx+c
—(x3 —x?)
5 5 Nullstellen
—x“ —5x | —x“:x = —x
_ —(x(-x) e y=alx—x)x—x;)
—6x + 6 |—6x:x = —6 —b+Vb?—2ac
[ ] xO =
—(=6x 1+ 6) 2a
0 Scheitelpunkt
Eine Polynomfunktion vom Grad n hat hochstens n reelle Nullstellen.
ynomf o y=alx—x9)*+y,
b -b2
fO) = an: (x=x) (x=x3) " o (X = xp) o S=(-2, ")

Eigenschaften von Funktionen

T
\ N /
N\ \  Achsensymmetrisch /

“ Punktsymmetrisch

Symmetrie \\ gerade |
\ )

e gerade f(=x) = f(x)
e ungerade f(=x) =—f(x)

"7 = ungerade

Monotonie
Surjektiv
e monoton wachsend f(x1) < f(x2) ) ’
e streng monoton wachsend f(x1) < f(x3)
e monoton fallend f(x1) = f(x3)

e streng monoton wachsend f(x1) > f(x3)

Operationen von Funktionen Umbkehrfunktion
e Addition x - flx)+gx) e Bijektive Funktion f:D->W
e Subtraktion x - f(x)—g(x) e Umkehrunktion f™1  g:W - D
e Multiplikation x — f(x) - g(x) Vorgehen f(x) = y
e Division x-f(x)/ glx)
Komposition e Nach x auflésen -x=g)

e Variablen vertauschen = y = g(x)

e Verkettung (g°fHx) =g(f(x)

Intervalle

e Abgeschlossen [a,b] = {x € Rla < x < b}

f:y=2"
e Offen (a,b) ={x € Rla < x < b}
e Halboffen [a,b) ={x € Rla < x < b} : :
e Unendlich [a, ) = {x € Rla < x}
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Folgen und Reihen

Definition

e neN"-»a,eER

o (ax) = (ayx i1 = (a1,03,03, ..., 05, An_1, ...

Die Elemente einer Folge heissen Glieder der Folge — a,,.

Abklirzungen

e A = Anfangs-Glied
) e d = Differenz
e g = Quotient

Arithmetische Folge

ar =(2,3,4,5..) >d=1A4="2

N-tes Glied

a,=A+n-1)-d

Mittelwert
Ag—1t0g+1
a; = ———=
k 2
Partial-Summe
Laitan

Geometrische Folge

(1 111 ) 1
=(=,=,—=,..|2qg==
““=\122% 1=73
N-tes Glied
an=a-gt=2 g

q
Mittelwert

la| = vV Ak-1" A1

Partial-Summe

Grenzwerte von Folgen

des Grenzwertes erreicht und nicht mehr verlasst.

lima,=a< Ve>03INeENVn>N:|la,—al|<e€

Eine reelle Zahlenfolge (a,) hat einen Grenzwert / Limes falls die Zahl a € R jede noch so kleine Umgebung

n—->oo
. 1 111
e Folgen mit Grenzwert Konvergent a, = o= 1,5,5,1 )
e Folgen ohne Grenzwert Divergent a,=C-D"=(-1,1,-1,1,-1...)
e Beliebig gross () / klein (—o0)  bestimmt divergent a,=3+2n=(5,7911,..)
Eine Folge (a,) besitzt hochstens einen Grenzwert!
Unendliche geometrische Reihe Beispiel
© A 7 7.7 7
S:ZAqk—lz ak—zk_1—7+z+z+§...—14
k=1 1=q
) e q= 2 Die Reihe konvergiert
Bedingung ZA ;
NES! T
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Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

Sekanten-Steigung

Sei f eine Funktion und [x,, X, + h] ein Intervall im Definitionsbereich von f. Der Quotient

Bf  Fro+h) = F(xo) ,
Ax h

Sekante
g+ Ax)

heisst Differenzenquotient von f. LN S

Tangentengleichung
y = f"(xo) - (x —x0) + f(x0)
Grenzwert einer Funktion Beispiel Grenzwert
Die Funktion y = f(x) hat an der Stelle x, den Grenzwert y,, falls Fx) = xz—ll an der Stelle x, = 1
e
e fir jede Folge (x,,) mit lim x,, = x, gilt lim f(x,) =y, 1
n—-oo n—oo
n X, =1—— f(xn)
Bemerkungen n
1 0 1
e Die Stelle x, muss nicht im Definitionsbereich D sein 2 0.5 1.5
. 3 0.66 1.66
Konvergenz / Divergenz 4 0.75 1.75
e Konvergenz Funktion mit Grenzwert x — oo 5 0.8 18
e Divergenz Funktion ohne Grenzwert x — oo 10 0.9 1.9
) ] i it 1 4 100 0.99 1.99
e Bestimmte Divergenz Funktion mit lim f(x) =+ 1000 0999 1.999
n-— oo Xo =1 2
lim f(x) =2

Differenzierbar

Wenn fir eine Funktion f an der Stelle x, der Grenzwert

llm ﬂ — hm f(x0+h)_f(x0)

h-04Ax  h-0 h
Existiert, so heisst f an der Stelle xo differenzierbar. Den Grenzwert selbst bezeichnet man als Ableitung.

Eine Funktion ist differenzierbar, falls

e Die Kurve keine Knicke macht

Stetigkeit einer Funktion
Eine Funktion ist stetig, falls

e die Kurve keine Spriinge macht
e man den Graphen der Funktion zeichnen kann, ohne den Stift dabei abzusetzen
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Rechnen mit Grenzwerten

Harmonische Folge Geometrische Folge n-te Wurzel Eulerzahl
.1 lim q" =0 <1 im Ya = n
lim—=0 n%ooq (4 ) YIL%\/E ) lim (1 +—) =e
n-oomn n—-oo n
. L1 . o1
Erweitern mit — Erweitern mit —
n a
e k =hochste Potenz e k = hochste Potenz
- e a = grosste Basis
Beispiel
Beispiel
Lo 3nitn SRS
o 502 + 4n + 2 y 3nt 4 2n
im ——
1 3n? 2n 1 e 3% +2
nZ 3nf+2n+1 o tiatie 1 3.3n  on
1 5n2+4n+2 5n% 4n 2 37 3:3"+2" 3w tawm
n? n? " n? n? 1 3ngp 3" 2
37 3m 3w
2 1
3+5+tZ 34040 on
= 3+37 340
5442 5+0+0 gn_27"7
n n? 1 2 140
t3m
Erweitern mit \/a(n) + ./b(n)
Beispiel
VnZ+n++vVn?2-2n vn2+n—-+vn?2-2n
lim /n2 +n—+n2 —2n = -
n—e Vn?2 +n++Vn2 —2n 1
2 2 1
(Vn2+n) —(Vn2-2n) _ 3n o 3n
Vn2+n—+vVn2-2n VniZ¥n—-vn2=2n 1 vnZ+n—-vnZ—2n
n
3n
n _ 3 B 3 B 3 3
1 o, R n+n \/nz—n J 1 J 1 Vi+V1l 2
an (n?+n) \/n2 (n? —2n) \/ N T4+o— [1+2
. . 1\"
Erweitern zu 1lll_)n; (1 + ;)
. 1\\¢ a
< m((+9))) =
Beispiel
4y = 3n
/ %\a n = 7 a
2
2\ 1 8 4n 8
li (1+—) = 1+ =e’=¢e3 ==
xl—l;lgo 3n | 3_n | € e a 3n 3
\ 7 z
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Ableitung

Ableitung — Grundfunktionen

Potenz

flx) =x"
Exponent

f(x) =a*

fx) =e"
Logarithmus

f(x) =In(x)

f(x) = logg(x)

Ableitung — Hohere Ableitungen

Summe / Differenz

fx)=u+v
Produkt

fG)=u-v
Quotient

foo =1
Kettenregel

fO) = @ev)=u)

Logarithmus

fG) =u”

Umkehrfunktion

—1~7/ _ 1
(f 1) (X) - f’(f‘l(x))

Ableitung — Geometrische Funktionen

sin(x)
/! N

-cos(x) cos(x)

N /

-sin(x)

Tangens

f'(x) =a*-In(a)
fl(x) =e*
fr@ =7

f,(x) = ln(cll)-x
flx)=u+7v'

f'x)=u v+u-v
uv-v'-u
£ = e

fle)=u'()-v

f'(x) =u"- (v’ “In(w) +v %’)

arctan’(Xx) =

arcsin’(X) =

arccos’(X) =

1
1+x2

1
V1—x2

1

v 14+x2

f(x) = tan(x)

f(x) = cot(x)

1
cos2(x)

f'(x) =1+tan?(x) =

1
sinZ(x)

f'(x) =—1-cot?(x) = —
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Integral

Unbestimmtes Integral

Potenzfunktionen

1
=—x14C
a+1

=In|x|+C

o J@x%)dx
;o

Exponential- und Logarithmusfunktionen

Geometrische Funktionen

e [(cos(x))dx =
e [(sin (x)) dx
e [(tan (x))dx

Weitere Funktionen

sin(x) + C
—cos (x)+C
—In |cos (x)| +C

o [ Af(x)+2A,9(x)dx =, F(x) +2,G(x) + C

e = R EETR——

e fIeyd =xoh@)-x+c g (ﬁ%—x;) dr o sarsin()+C

e [(og,(x)dx = x'lﬁl(g)"‘ iy * J(-7=pdx =arccos(x)+C
Integralregeln

e [fa-kdx =FGx—k)+C

o [fxkyde  =1FG-k)+C

Bestimmtes Integral

o [Pf00)dx

Sei f(x) eine im Intervall [a, b] stetige Funktion.

o Fo@=—([If®dt) = fx)

o [Jf(®)dt=F(b)-F(a)

Fur ein bestimmtes Integral von f Uber [a, b] schreibt man.

yA

=l

~
=

Sei f(x) eine im Intervall [a, b] stetig Funktion, und sei F (x) eine beliebige Stammfunktion von f (x).

e [a,b] = Intervall
®  X1,Xy,.., X, = Nullstellen

+ +oet

faxlf(x) dx

f:zf(x) dx

fbf(x) dx

Flacheninhalt bei wechselndem Vorzeichen von f(x)

Flacheninhalt zwischen zwei Kurven f(x) und g(x)

e [a,b] = Intervall

®  Xq,Xy,..,X, = Schnittpunkte

+

f () = g()) dx

f ) - 9@ ‘ o

+

b
f (f(x)—g(x))‘
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Monotonie

Seiy = f(x) eine differenzierbare Funktion in D mit x, € D.

e f'(x9)>0 Streng monoton wachsend
e f'(x)) <0 Streng monoton fallend
e f'(x9)=0 Horizontale Tangente
Krimmung
. . .. Konvex f"(X) =0
Zusammenhang zwischen 2. Ableitung und Krimmung \Qx) S0
A //
o f"(x9)>0 Konvex Nach links gekrimmt e
e f'"(x9) <O Konkav Nach rechts gekrimmt S
e f'"(xg)=0 Keine eindeutige Krimmung , ;
f'(x) < 0 "\
Konkav }
Relative Extrema
e Relative Extremal-Stelle Xo Minimal- / Maximalstelle
e Relatives Extremum Yo Maximum / Minimum
e Relativer Extremal-Punkt Py = (x0,¥0) Hoch- / Tiefpunkt S
relatives ' Hochpunkt
Berechnung Maximum [~ ;
H relativer
Ermittlung durch Lésen der Gleichung f'(x) = 0. elatives |/ L N
Minimum !
Bedingungen 5
relativer
o f’(xo) = 0 HOChPU"‘l(‘ ____________________ relatives

Maximum

o f"(x) #0

Typenbestimmung

relativer
Tiefpunkt,

relatives

I
'
1
'
'
'
'
'
'
1
'
Minimum .
'
'
'

® f”(‘xo) < 0 - relatives Maximum relatlive relative relative relaiive
e f"(xg) >0 - relatives Minimum / - el Maxima: il
Vorgehen - Relative Extrema Beispiel
x) = 65
fe) =y f(x)=x5—?x3+180x
1. Erste Ableitung 1. y'=5x*—-65x*+180
2. Extremalstellen x, bestimmen 2. y'=0

s f,(x):O_)xo ° —>x0=2i\/§

3.  Zweite Ableitung 3. y" =20x3—-130x

4. Typenbestimmung 4. f"(x)=20-(2+ \/§)3 -130-(2 £ \/§)
o f"(xy) <0 — Relatives Maximum o f"(2-+/3)=-34 - Maximum
e f"(xo) >0 - Relatives Minimum e (2 +3) =554 - Minimum

5. InGleichung f(x,) = v, einsetzen 5. Gleichung £(xo) = vy

*  Hochpunkt /Tiefpunkt = P(xo, y0) e Hochpunkt / Tiefpunkt = P(x,, Vo)
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Wende- und Sattelpunkte

Definition

Wendetangente

e Tangente an einem Wendepunkt

Berechnung

Bedingungen

Seiy = f(x) dreimal differenzierbar
e f"(x) =0

Als Wendepunkte werden Punkte bezeichnet bei denen sich der «Drehsinn» dandert. Wendepunkte mit
horizontaler Tangente werden als Sattelpunkte oder Terrassenpunkte bezeichnet

Ermittlung durch Losen der Gleichung f"(x) = 0 = x,. |\

Aendepunkt

————

Sattelpunkt

o O =0 — Wendepunkt
e Falls zusatzlich f'(xy) =0 — Sattelpunkt

Allgemeines Kriterium

o fi(x)=0

Sei f (x) eine genligend oft differenzierbare Funktion

o fMx)#0

Sei n die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung von f(x) an der Stelle x.

o fllxp) =f"(xg)="=f"D(x)=0

Wenn n gerade, dann gibt es ein relatives Extremum (f ™ (x,) # 0)
Wenn n ungerade, dann hat f(x) an der Stelle x, einen Wendepunkt und damit einen Sattelpunkt.

Vorgehen

1. Erste und zweite Ableitung
2. Wendepunkt bestimmen
o f"(x0) =0-x
o fP(x0) =0
3. Sattelpunkte bestimmen
e fi(x) =0
e f(x)=0
[ ]
o fM(x)#0
- Gerade — relatives Extremum
- Ungerade — Sattelpunkt

4. xqinurspriingliche Gleichung einsetzen
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Kurvendiskussion

Vorgehen
Kurvendiskussion flr eine Funktion y = f(x)

e Definitionsbereich
Symmetrie
» Gerade / Ungerade
e Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
> Nullstellen
» Schnittpunkte mit Y-Achse
e Verhalten fir x - o
e Relative Extrema, inkl. Typbestimmung
e Wendepunkte, insbesondere Sattelpunkte

Graphen skizzieren
y=0.5-(x? —5x+4)
Nullstellen

e 0=05-x—1-(x—-4) -x;=1,x,=4

P
)

Y-Achsenabschnitt

e y=05-x2-25-x+2 -y, =2

Relative Extreman = gerade (n > 1)

e Positv y=05-(x—3)"-(..)+3 — D = Hochpunkt
e Negativ y=-05-(x—=3)"-(..)+1 - E =Tiefpunkt

Wechselpunkte n = ungerade (n > 2)

e y=05-x—-3)"-(..)+¢c — F = Wechselpunkt

/ 28 28 3 32 34

Beispiel — Funktionen

y = sin(x) y = sin(2x)

y =In(x)

-1 0 1 2 3 4 5 1
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Extremwertprobleme

Vorgehen

e Zielfunktion f und Definitionsbereich D
e Falls f eine Funktion von 2 Variablen, f(x, y)
» Nebenbedingungen in f(x,y) einsetzen
e Gleichung f'(x) = 0 l6sen
» relative Extrema im innern des Intervals / finden
e Bestimmung des gesuchten Maximums/Minimums durch Vergleich der Funktionswerte an den
relativen Extremalstellen sowie an den Randpunkten des Intervalls.

Beispiel

Kabel (Lange = 50cm)
Zielfunktion

o Apax = AQuadrat + Agreis

— o2
© AQuadrat =S

— 2,
° AKreis =r T

UQuadrat + Ukreis = 50cm

Nebenbedingungen
AQuadrat + AK‘."Eis — Mazximal

¢ Vg =5 5=
o Ugpeis = 21T S = % Erste Ableitung f'(x) =0
P Ug=SO-Up o= . AU =TT
Nebenbedingungen einsetzen o A(Ug)=0 - Uqg~28
o Aya(rs)=st+ri-m Zweite Ableitung f''(x)
o Ayax(Ug) = (%)2 + (502‘:‘9)2 x « 4"(Uy) =+ - relative Minimalstelle

Newton — Tangenten Verfahren

Sukzessive Approximation der Funktionskurve y = f(x) durch Tangenten, deren Schnittpunkt mit der x-Achse
problemlos berechnet werden kann. Die Folge (x,),en konvergiert gegen & der Gleichung f(x) = 0.

Algorithmus y

| y=1f(x)

Losung & der Gleichung f (x) = 0 finden.

/ Tangente in Py

» Startwert x, nahe bei ¢ wahlen Z Tangente in P,
. . f(xn) g
» lterationsvorschrift x, 41 = x, — )
Beispiel .
e Gleichungx =e™*
e Startwertx, = 0.5
1. Gleichung = 0 setzen 3. Startwert x, einsetzen 5. Startwert x, einsetzen
. x)=0=x—e"* =, — SO —0o5_f05 _
f&) * X=X~ oS e x; =05 05) 0.566 ...
2. Gleichung ableiten . ) . .
4. Gleichung ableiten 6. Letzten Schritt wiederholen
o "X)=1+e*- -1
f1) e flx)=1+4e7*- -1 o _ Sl

Xn+1 = Xn f’(xn)
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