1 - Erweiterung der Integralrechnung

Partielle Integration

f(u’(x) . v(x)) “dx =ulx)-vix)— f(u(x) . v’(x)) ~dx

b b
j(u’(x) . v(x)) “dx = (u(x) . v(x))|z — j(u(x) . v’(x)) “dx

Faustregel

e v Polynome (x™ + -+ ¢), In (x)

!

e u' Exp-(e*, ..)/Trigo-Funktionen (sin(x), ...)

Ableitung (v - v")
Integration (1" — 1)

Fiir v sollte der Faktor verwendet werden, der durch eine Ableitung vereinfacht
werden kann.

Trigonometrische Funktionen
sin® + cos? =1
1 — sin? = cos?

sin(a + ) = cos(a) - sin(B) + sin(a) - cos (B)

a 0° 30° 45° 60° 90°
cos(a) 1 ﬁ Q 1 0
2 2
sin(a) 0 1 Q ﬁ 1
2 2 2
tan(a) 0 1 1 V3
V3

Beispiel 1

f(ln (x) - x%)dx

J 2. dr=" jx3 L
2@y dv = @ = [ (o) d
w uv uv!

2x

3 x2 3 3 3
?-ln(x) —J—<?>dx = In(x) "3T9 = In(x) 5

Beispiel 2

[(crn e )a

v u

f<(x+1)'€_x)dx=(x+1)'_e_x—f<1-—e‘x>-dx

vu! vu v'u

e - (x+1)—e*+C=—e*x—2e*+C

Kreisfunktion

y =+/x2 —r2
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Partialbruchzerlegung

Gegeben sei eine rationale Funktion f(x) = %

) deg(p(x)) < deg(q(x)) — echt gebrochen
e p(x),q(x): Polynome
Nullstellen (x; — x,,) bestimmen
p(x) . B, B,

q(x) x—x (= 2,)(x — x3)
doppelte Nullstelle x,

X_XZ

Koeffizienten 4, B4, B, ... bestimmen

p(x) = ACc — x,)(x — x3) + By (x — x1) (x — x3) + By (x — x1) + -+

Integration durch Substitution Beispiel - Substitution

Ableitung umschreiben Ableitung umschreiben

d-g(x) , d-x?
du du du
= _—= ! = 2 _— = _—=
u=g(x) S =9 (x) u=x*-— 2x - o

Substitution Substitution

[ a0y = [0t au

f o) -du = p() + C . j cos(u) du =

Ricksubstitution

P+ C=¢(g(x) + C

Ricksubstitution

fx-cos(xz)-dx = fx cos(u) —
1
2

1 1
5 sin() + C = 5 sin(x?) + C

Beispiel
Nullstellenform im Zahler

x+1
(x —1D)(x —2)?

Zuordnung eines Partialbruchs zu jeder Nullstelle

x+1 _
x3 —5x2+8x—4

x+1 _ A B, B,
G-DC-DG-2 -1 x 2 e-e-2

Koeffizienten bestimmen

X+1=A0 —2)(c —2) + B, (x — 1)(x — 2) + By(x — 1)

A=2, B, = =2, B, =3
Einsetzen in urspriingliche Gleichung
2 4 -2 N 3
x—1 x—2 (x—2)(x—-2)

Integral zu berechnen (nicht teil des Verfahrens)

f xt1 ol —1]— 2 Iy — 2| - ——+¢C
x3—5x2+8x—4 nix nix x—2

Weiteres Grundintegral

f(x—xﬂ_%d“lnmm
1

1
fmdx = )—/arctan(

x—B

)+c
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b
1
H=mff(x)'dx

Der Mittelwert /. einer Funktion f(x) auf dem Intervall von [a, b].

Volumen eines Rotationskoérpers

b
% =7T[(f(x))2-dx

Beispiel
L,
y=—1—6x +5
4
1, .\ 26241
Vzn-f(—ﬁx +5) dx = 15
-4

Schwerpunkte von Flachen

v =flx)

b
4= [ (F@ - g0)- dx

1 b Ys )
xo=5 | (2 (F0) = 90)) - L

=gl

1 b
vo= g7 | G2 =00 d

x|

Schwerpunkt von Volumen

Die x -Koordinate des Schwerpunkts S = (x5, 0, 0) eines Rotationskopers mit Volumen V, der
durch Rotation der Kurve y = f(x) um die x - Achse zwischen x = a und x = b gebildet wird,
wobeia < b und f(x) = 0 furalle a < x < b gilt, ist durch folgende Formel gegeben:

b
X5 =§f (e fG)) - dx

Bogenladnge einer Kurve
b
L =f /1 +(f'(x))” dx
a

3
1
f(x)=§x2,1=[0,3]—> L=f 1+ x2dx
0

Beispiel

Mantelflache eines Rotationskorpers

e Ayantee =R +7)-1'mM

b
M=27rf <f(x)- ’1+(f’(x))2>-dx

a

Beispiel

2
FOO) =3x+2,1=[0,2] > M= 2nf ((3x+ 2)-J1+ (3)2>-dx = 62.83
0
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Uneigentliche Integrale erster Art

oo b oo
ff(x)-dx, ff(x)-dx, ff(x)-dx, (f (x): stetig)

Integration Uber [a, 1]
) A
I=J. f(x)-dx, I(/l):ff(x)-dx
a a
Grenzlbergang Alim 1(A)

oo A
I=fa f(x)-dx=}i_r>£101(k)=Ali_)n°10(Lf(x)-dx>

Falls der Grenzwert Alim I(1) existiert, heisst das Integral faoof(x) ~dx

konvergent, sonst divergent.

Beispiel

Integration Uber [1, 1]

0= [ Ga)rae=|(-3], =3

Grenzibergang /{im I(1)

=t ([ () )= m (Fe1)=1
1

Der Grenzwert /{im I(1) existiert — konvergent
—00

Uneigentliche Integrale zweiter Art

Vorgehen zur Berechnung f(x), mit Pol beix = a

b
[ r60-ax
Integration Uber [a + ¢, b]
b b
I(e)=f f(x)-dx=£i_r)%1(e)=£i_r)r(1)< f(x)-dx)

Beispiel
11
_.dx
7
1 1 1
f —-dx=[2Vx| =2-2-¢
04+e VX €

Im Grenzibergang € — 0 ergibt sich

11 11
—-dx = lim f —-dx | =1lim(2 —2V/e) =2
I, = a(ﬁ ) S
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2 - Potenzreihen und Taylor-Reihen

Taylorpolynom n-ter Ordnung von f(x) an der Stelle x,
n

paC) = ) @y (=)t

k=0
Vorgehen
1. n-te Ableitung berechnen
f(")(x) = ..
2. x,in Ableitungen einsetzen
FM () = -
3. Vorfaktoren ay, — a,, bestimmen
@
" k!

4. Taylorreihe ts(x) bestimmen
tr(x) =ag+a; - (x—x)) +a,  (x—x)%+ - +a, (x—x)"

Binomialreihe
fO=0+0%

) =1+ ()x+ (1) + (1)) (1)

x=0

(1+x)"=1+(k)x+( )x +- +(k)

Beispiel
1 a a-(a—1)(a—2)"(a—3) ....-.(a—k+1)
a=§;ak=(k)= k!
0=(g)=1
1
0.5 a 75 1
al_(1)zﬁ_%:§
05\ a-(a—1) (%—%) 1
az:(z): k! :1 2 =_1§
. (05)_a-(a—1)-(a—2)_7'(7—1)'(7—2)_i
37\3)~ k! B 3! T 16

1
fx)=x72
1. 4-te Ableitung berechnen
1 3
! =——-x 2
[l =—5x
3 5
" )
[ (%) 415x
7
fOG) =572
105 9
) = .x2
[ =—gx
2. xy = 1in Ableitungen einsetzen
1
f(=x7z=1
1 E
1)Y= —— 2 = ——
fray=-3
17 3 E 3
1) = Z 2=—
15 7 15
BMy=="211"2=-"2
e 1085 10!£33
9
4 1) = — _f = —
M) == 16
3. Vorfaktoren a, — a,, bestimmen
1
ao == a' 1 == 1
1 1 1
“ETTT2T T2
13 3
a8
1 15 15 5
T3 T8 T T8 16
1 105 105 35
Ay =

4.

4 16 384 128

xo = 1in Taylorreihe einsetzen
35

1 3 2 5 3 4
tf(x)=1+—5-(x—l)+§-(x—l) +—— x=1)+—5(x=-1)

128
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Konvergenzradius p einer Potenzreihe

pe) = ) (e — o)t
k=0
ak 1
p = lim , p = lim
k—oo |y 4q k= K[ ]

e Firalle x € R mit |x — xy| < p konvergiert
e Firalle x € Rmit|x — x| > p divergiert

Der Konvergenzbereich von p(x) ist das Intervall |

I'=(xg—p,xo+p)

Zusammen mit 0, 1 oder 2 Randpunkten dieses Intervalls.

Bestimme den Konvergenzbereich

x x% x3 1
p1(x) = 1+E+Z+§+“._) ay =2_k
1. Radius berechnen
1
W 3 1 2(k+1) _,
1 20 1
2(k+1)
= li = lim|2| =2
P Ape 1 kl—g}ol =

2. Randpunkte x = + p priifen

x =2 1+1+1+1..->divergent(2¢&1)
x==—2 1—-14+1-1..->divergent(—2¢€&1)
1 =(-2;2)

Prazision der Approximation

Fir die Abschatzung des Fehlers bzw. Restglieds

Ry(x) =f(x) — Pnx)

Es gibt ein & zwischen x, und x, so dass fiur das Restglied R,, (x) gilt:

|Rnco| <

Beispiel

Fehler bei Approximation von f(x) = e* durchps(x) =1+« + +

R3(x) = |f (x) = ps(0)] <

e
(n+1)!

(x _ xo)n+1

|m Intervall [0, 1]

f4(f)

(1-0)*

ef e
— < —~0.113

T 24
= 2.71828 ...

1
Ps(1) = 1+1+5+2~ 2667 > A = 00516 (< 0.113)

Regel von Bernoulli-de I’'Hospital (BH)
Ausdriicke der Form g oderg

I ACO R HC))

im
x=%0 g(x)  x=x0 g'(x)

Vorgangige Umformungen
e (o

fG) g0 = 152

gx)
1 1

¢ w0 fx) gl =12

f(x)-g(x)

Berechnen Sie den Grenzwert

ex -1 OBH ex eO
b%( X ):6*£%<1)*x=°“f

i x?—4 w’i’jl_ 2x
oo\ 2x2 ¥ 3x + 7 _gﬁxgﬂ’o<4x+3)_’x
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3 —EinfGhrung in gewohnliche Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung ist eine Gleichung
F(x, y,y,y", ...y(")) =0
Fur eine gesuchte Funktion y = y(x), in der Ableitung von y(x) bis zur n-ten Ordnung auftreten.
Uberpriifung einer Losung
Wir kdnnen nachrechnen, ob eine Funktion tatsachlich eine Losung einer bestimmten DGL ist.
Zu Losungen und Lésungsmengen einer Differentialgleichung

e L. = Menge von Funktionen

e Eine DGL ist eine Beziehung zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen

e Die Losung ist erst dann eindeutig, wenn man zusatzlich zur DGL noch eine oder mehrere
Anfangsbedingungen vorgibt.

e Eine DGL zusammen mit einer Anfangsbedingung ist ein Anfangswertproblem.

Die Menge aller Losungen einer DGL nennt man die allgemeine L6sung der DGL.

Beispiel

Differentialgleichung (DFG):

y'=x+ty

Losung zu prifen: y; = e* — 1

Linke Seite LS
Rechte Seite RS

y' = (e* — 1) = e
x+y=x+(*—-1)

LS # RS — Keine Losung der DFG

Losung zu prifen: y, = —x — 1

Linke Seite LS
Rechte Seite RS

y = (x—1) = -1
x+ty=x+(—x-1)=-1

LS = RS - Losung der DFG

Anfangswertproblem (spezielle / partikuldre Lésung) AWP fiir explizite DGL n-ter Ordnung

(FCo, v,y 9", ., y™) G(x,y) (x,y,v)€QCRXR?

Y (%) V1 o
¥y (x0) = Yn-1

Anfangswertproblem AWP fir explizite DGL 1. Ordnung:

G(x,y) (x,y,y)€ENCRXR?

{ y (};o) = Yo

Spezielle Typen von DGL

y' = f(x)
y'=f)

e Unbestimmtes Integral
e Autonome DGL

Das Richtungsfeld ist unabhdngig von y
Das Richtungsfeld ist unabhangig von x

Beispiel

Sy =x—4
AWP.{y(Z)=9
y=f(x—4)-dx

1 2
y==x“—4x+C
2
y2)=2-8+4+C=9->(C=15

1,
y=§x —4x + 15
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Konstante Losungen

Falls f(v,) = 0, ist y = y, eine konstante Lésung der autonomen DGL y' = f(y). Um die
konstante Losung der DGL zu finden, mussen wir die Gleichung f(y) = 0 lésen.

e Stabil Benachbarte Loésungen werden angezogen
e Instabil Benachbarte Losungen werden abgestossen
e Semi-Stabil Anziehung auf einer, Abstossung auf der anderen Seite
Beispiel
Yy =y*-1
e f(—-1) =(-1)?-1 =0-y=1: Konstante Lésung
e f(1) =(1)?-1 = 0 -y = —1: Konstante Lésung

Werte in der Nahe der Konstanten Lsung einsetzen

N L o
e f(15) =(15)?%-1 =125 LT RAAAAAAAAA ]
o f(1) =(1)%-1 = 0 - Instabil FSoee et St |
700 N Ty ey T ey e e T T,

e f(0.5) = (0.5)* - 1 =—0.75 AR SN WSSO\
0 =(0)2 -1 = -1 OENCNON N N N N N N N NN N\
A © 5 B HE L E RS TLEC RS
e f(-05) =(-05)7-1 = —-0.75 P o e o e S s ]
e f(-1) =(C-1*-1 =0- Stabil r———r——e—w——— !
_ 2 _ A HARAAALA LT F AT

¢ f(=15) =(=15"-1 =125 VORI TELL LS FE ]
e f(-2) =(-2)?%-1 =3 oS EEEE RS E
Pl bt L et

ACHTUNG

1. +C
2. Wert # 0 im Taylorpolynom einsetzen
3. Grenzen vom Integral berechnen
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Separierbare Differentialgleichung

Explizite Differentialgleichung 1. Ordnung

y' =F(xy)
e Separierbar falls y'=g) h()
e Autonom falls vy =f®)
Allgemein Beispiel
dy , x dy X
—=g(x) h(y) y =S =77

dx

Trennung aller x- und y-Terme Trennung aller x- und y-Terme

1 _
— vdv=qg(x)dx y-dy =—x-dx
o) y =g(Xx)

Integration auf beiden Seiten

[ o= foore

Integration auf beiden Seiten
Jor-dy==[co-ax

1 2 1 2
Ey +C1=_Ex +C2

Auflésen nach y Auflésen nach y

y 1 X 2 — _ 42
f—-dszfg(t)-dt Y Xt
S X

° y =tVK —x2

Analytische Verfahren
Die Allg. Lésung der inhomogenen DGL
y'+ )y =g)

Ist gegeben durch

y =e ). f(g(x) . eF(X)) - dx

Wobei F (x) eine Stammfunktion von f (x) ist.

Beispiel
Yy 1
y x  x*
DGL umformen
Y _ -
Y x x*
W=-2 g =—
fe) = x’ gx) =z

F(x) = f (—%) dx = —In (x)

In Formel einsetzen

y==e"4““3-f(;%-e_m(”)-dx

1
Y=e_4“@-f<;a-dx

Integral berechnen

yzgmm«

5-1
541" +C)
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