1 Grundbegriffe und elementare Logik

Aussage

Unter einer Aussage wollen wir ein «sprachliches Gebilde» verstehen, welchem zumindest im
Prinzip ein Wahrheitswert «wahr» oder «falsch» zugeordnet werden kann.

Pradikat

Ein Pradikat ist im Wesentlichen eine Aussage, die freie Variablen enthalt.
Aussagen sind O-stellige Pradikate. Aussage mit N freien Variablen sind N-stellige Pradikate.

Junktoren Quantoren
Zeichen  Pradikat Bezeichnung Zeichen  Bezeichnung Beispiel
= -4 NICHT A v Allguantor Vx A(x)
A ANB AUNDB 3 Existenzquantor  Jx A(x)
\% AVB A ODER B
= A=>B WENN A DANN B
S AS B AGLEICHB

Junktor Regeln

Doppelte Negation
Kommutativitat

Assoziativitat
Distributivitat

De Morgan

Quantor Regeln

Vertauschungsregel
Vertauschungsregel
Allguantor

Existenzquantor

_I_lA
AANB
AVB
(ANB)AC
(AvB)vC
AN(BVC)
AV (BAC)
-(AAB)
-(AV B)

Vx A(x)
Vx € K A(x)
Vx € K A(x)

dx € K A(x)

A

< BAA

< BVA

< AN(BAC)

< AV (BVC()

< (AANB)V(BAC)
< (AVB)A(BVO)
& HAV =B

< A N-B

© —3x —A(x)

© —3x € K —A(x)

S Vx(xEK=> A(x))
©Ax(x EKA A(x))

Schlussfolgerungen

e A=>B —-AVB
e A=>B© B>-4

Beispiele

e Existiert genau ein: 3! x(A(x)) = Elx(A(x)) AVY,z(A(y) NA(z) = y = z)

mind eins nicht zwei
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2 Syntax und Semantik

Aquivalente Formeln werden folgendermassen geschrieben: F = G
Literale sind atomare Formeln oder negierte atomare Formeln.
Negations Normalform (NNF)

e Alle Negationen kommen in Literalen vor

Wahrheitstabelle

e Der letzte Eintrag der ersten Zeile ist die Formel F.
e Wenn A in einer Spalte vor B erscheint, dann ist A eine Teilformel von B.

Beispiel: F =A Vv =(BAC)

e Esgibt keine Implikationen A B C BAC —(BAC) AV (BAOD
0 O O False True True
Disjunktiver N If DNF
isjunktiver Normalform ( ) 0 0 1 False True True
® (LygALipALyz..)V Ly ALza ALz )V (L31 ALz ALss...) 0 1 0 False True True
0 1 1 True False False
Konjunktiver Normalform (KNF) 1 0 0 False True True
1 0 1 False True True
[ ] (Ll,l Vv L1,2 Vv L1,3 ) VA (L2,1 Vv LZ,Z Vv L2'3 ) A (L3'1 Vv L3'2 Vv L3'3 )
1 1 0 False True True
1 1 1 True False True
Belegung Eine aussagenlogische Formel A heisst
Die Funktion B ordnet jeder aussagenlogischen Formel ihren Wahrheitswert beziiglich o Allgemeingiiltig  Alle Belegungen VB(A) = true

dessen Belegung B zu. B:F - {false, true}

o B(FAG) = and (B(F),B(G))
e B(FVG) = or (B(F), B(a))
e B(=6) = not (E(F), E(G))

Beispiel: Bestimmen Sie B der Formel (u = r) A's

e B(p) =B(q) = B(r) = B(s) = true
e B(u)=B(v) = false

l?((u -7) /\s) = and (E(u - r),ti&s)) =Bu-r)=or (—ﬁ(u),li(l;)

true

) = true

true

e Unerfullbar
e Erfullbar
e Widerlegbar

VB(A) = false
3B(A) = true
3B(A) = false

Alle Belegungen
Min. Eine Belegung
Min. Eine Belegung
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3 Mengen, Relationen und Graphen

Notationen

e yeX
e Explizite Schreibweise: {1, 2, 3, 4, ...}

Zahlenmengen

e 7 =GanzeZahlen={...,,-2,-1,0,1, 2, ...}
e N = Natdirliche Zahlen={0, 1, 2, 3, ...}

Teilmengen

e Xisteine TeilmengevonY: X CY
e Xisteine echte Teilmenge (X # Y)vonY: X CY

Operationen

e \Vereinigung
e Schnittmenge
e Differenz

XUV ={x|xeXVvxeY}
XnY ={x|xeXAx €Y}
X\V={x|xeX)A(x&Y)}

XUY

X XNy Y

X\Y Y\ X

Rechenregeln

Kommutativitat der Vereinigung und des Schnittes:
AUB=BUAundANnB=BnNA

Assoziativgestze von Schnitt und Vereinigung:
AUBUC)=(AUB)UCundAn(BnC)=(ANnB)NnC

Distributivgesetze von N und U:
ANBUCO)=ANBY)UMANC)undAU(BN/C)=(AUB)N(AUC(C)

Idempotenzgesetz:
ANA=AundAUA=A

Regeln von De Morgan:
(C\A) N (C\B) =C(AUB)und (C\A) U (C\B) =C\(ANnB)

Partitionen und Blocke

Eine Partition P = {P;|i € I} einer Menge A, ist eine Menge von Teilmengen
von A, die folgende beiden Voraussetzungen erfiillt:

e Die Elemente von P sind nicht leer und paarweise disjunkt
o UigPi=4

Die Elemente einer Partition werden Blocke genannt.

Potenzmenge

Ist A eine beliebige Menge, dann bezeichnen wir mit P(A) = {x|x S A} die
Potenzmenge von A, die genau die Teilmengen von A als Element enthalt.

e QeP(4 Jede Potenzmenge enthdlt die leere Menge
Beispiel
e P({0,1}) = {0,{0},{1},{0,1}}

Kartesisches Produkt = Kreuzprodukt

Das kartesische Produkt von Ay, ...
aus den Mengen 44, ... 4,.

Beispiel A = {0,1}, B = {2, 3}

o AxB={(0,2),(03),(12),(13)}
e Az ={(0,0),(0,1),(1,0),(11)}

, Ay, ist die Menge aller n-Tupel mit Eintragen
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Relationen
Bindre Relation R mit (x, y) € R, dann schreiben wir auch xRy.
Eine binare Relation R auf eine Menge X heisst

wenn firallex € X
wenn furallex,y € X
wenn furallex,y € X
wennfirallex,y,z € X

gilt xRx

gilt xRy = yRx
gitxRyAyRx=>x=y
gilt xRy AyRz = xRz

o Reflexiv

e Symmetrisch

e Antisymmetrisch
e Transitiv

‘ Reflexiv ‘ ‘ Transitiv

a — b — ¢

‘ Symmetrisch ‘ ‘ Antisymmetrisch

a «— b ~— ¢ a=b «—— b=a — ¢

Ordnungstypen
Es sei R eine bindre Relation auf der Menge M.

Kein unvergleichbares Element (+ Halbordnung)
mind. 1 min. Element pro Teilmenge (+ Totale Ordnung)

e Totale Ordnung
e Wohlordnung

Reflexiv Symmetrisch Antisymmetrisch Transitiv
Aquivalenzrelation X X X

Pra-Ordnung X X
Halb-Ordnung X X X
Totale Ordnung X X X
Wohl-Ordnung X X X

Unvergleichbar

Zwei Elemente x,y € M heissen R-unvergleichbar, falls weder xRy noch yRx gilt.
Minimal / Maximal

Ein Element x € X einer Teilmenge X € M von M heisst

e R-minimal in X, falls es kein anderes Element y € X mit yRx gibt.
e R-maximal in X, falls es kein anderes Element y € X mit xRy gibt.

Graphen

Die Relation R auf M = {a, b, u, b, x, y, z} sei durch den Graph (M, R) gegeben.

Minimal (Nur ausgehende Pfeile)
Maximal (Nur eingehende Pfeile) =z

=a,x

Surjektiv, Injektiv und Bijektiv

Surjektiv  Elemente der Zielmenge werden mindestens einmal getroffen.
Injektiv Elemente der Zielmenge werden hdchstens einmal getroffen.
Bijektiv Surjektiv + Injektiv
Surjektiv Injektiv Bijektiv
N / Vi AN
@
@ > @ >
@ > @ =
@ > @ >
@
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Hasse-Diagramm

Das Hasse-Diagramm bietet eine Vereinfachte Darstellung einer Halbordnungs-
Relation.

o Pfeile werden weggelassen. Der Graph geht nach «oben».

e Verbindungen zwischen zwei Punkten werden weggelassen, wenn es
bereits eine «indirekte Verbindung» gibt.

e Verbindungen von einem Punkt zu sich selbst werden weggelassen.

DAG (Directed Acyclic Graph)
Jeder endliche DAG besitzt (mindestens) eine topologische Sortierung.
Topologische Sortierung

Es sei M eine endliche Menge und G = (M, E) ein DAG. Eine lineare Ordnung
<SC M X M ist eine topologische Sortierung von G, wenn fur alle a, b € M gilt:

aE'b=>a<b

Uberabzihlbar

Eine Menge X heisst (iberabzdhlbare sie... /// :

e Nicht abzahlbar ist

Beispiel 98
Cyclic ‘ Acyclic
Teilbarkeitsrelation auf der Menge {1, 2,4, 7,14, 28} / \
4 14
e Minimale Elemente = {1} \ / \ A F A F
e Maximale Elemente = {28} 2 "/ 7 ]‘ l
1 B C «— D B C <— D
! ’ }
E E
Abzihlbar Abzihlbar  Uberabzihlbar
. . . {1,2,3} If = irrationale Zahlen
Eine Menge X heisst abzdhlbar, wenn ... (oder) ... . P R — reelle Zahlen
e Surjektive Funktion F: N —» X N C = komplexe Zahlen
e X=0 o Z B() = alle unendlichen Binidrsequenzen
g ' Q P(N) = Potenzmenge von N

Pascal Isliker

Seite 5



4 Rekursive Strukturen und die natirlichen Zahlen

Induktion
Es sei A(n) eine Eigenschaft von natirlichen Zahlen

e Verankerung A(n)
e Schritt vn € N( A(n)

Induktions—Annahme

=2 An+1))

Induktions-Annahme /A

Z(i(i—lkl))zn:l—l

i=1

Induktions-Verankerung IV (n = 0)

0
Z(i(iin):oL:O

i=1

Zu zeigen

n+1

Z(i(i-ll-l))=Zi;

i=1

Induktions-Schritt IS (n > n + 1)

n 1 1 _n 1
i=1(i(i+1)) n+i(n+1+1)  n+l +n+1(n+1+1)
n 1
T+l (n+1)(n+2)
_ n(n+2) 1
T (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
_ n?+42n+1
T (n+1)(n+2)
(n+1)?
T (n+1)(n+2)
_ n+1
T n+z

Rekursionsgleichung

e Verankerung F(0)=c
e Schritt F(k+1)=G< Ilk_)/ ,k)
Selbstbezug
Beispiel Exponentiation von N
F(n) =x"
F(0) =x"=1
F(n+1) = G(F(n),n)
x"t1 =F()'n
x+1 = x"n

Peano Axiome

e Jede Natiirliche Zahl k hat genau einen Nachfolger k + 1

e Die Zahl 0 ist die einzige natirliche Zahl, die kein Nachfolger ist
vneEN(VkeNn#k+1) = n=0)

e Jede natirliche Zahl ist Nachfolger von héchstens einer natirlichen Zahl
vnmeNn+1l=m+1=>n=m)

e Prinzip der (vollstdndigen) Induktion
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5 Elementare Zahlentheorie

Teilbarkeit Lemma von Bézout
Sind x,y € Z = x Teiler von y, falls es kein k € Z gibt mit xk = y. Sind x,y € Z mit x,y # 0, dann gibt es Zahlen a, b so dass folgendes gilt
x teilty © x|y: © 3k € Z(y = xk) 99T (x,y) = ax + by
Euklidischer Algorithmus Beispiel
Firn,m € Nmit0O<n<m gilt a-128+b-34 = ggT(128,34)
ggT(n,m) = ggT(n,m —n) = ggT(m,m —n) Sukzessive Teilen mit Rest
x/y =q Restr a=q-b+r
Definition kgV und ggT 128/34 = 3 Rest 26 128 = 3-34 + 26
Seien n,m € Z. Kleinstes gemeinsames Vielfaches von n und m: 34/26 = 1 Rest 8 34=1-26+8
_ 26/8 = 3 Rest 2 26=3-8+2->2=ggT
kgV(n,m) = min{k € N | n|k A m|k} 8/2 = 4 Rest 0 8=4-240
Istn # 0 oder m # 0. Grésster gemeinsamen Teiler von n und m: In Tabelle einsetzen
99T (n,m) := max{k € N | k|n Ak|m} i x yi q 1@ a b; Linearkombination
brimzahlen 1 128 34 3 26 99T =, x; + b, " y;
2 34 26 1 8 ggT =
Eine naturliche Zahl p € N ist eine Primzahl P, wenn |T (p)| = 2 gilt. 3 26 8 3 2 99T =
4 8 2 4 0 99T =a;-xi+ by
1. Jede Primzahl p hat genau zwei unterschiedliche Teiler T = {1, p}
» 1€T
> p€eT a, b ermitteln
2. Jede ganze Zahl z besitzt mind. einen Primfaktor p € P e a;=bj
3. Es gibt unendlich viele Primzahlen e bi=aj1—(q"biy1)
Lemma von Euklid - —
i xi yi q 1 aq; b; Linearkombination
Folgende Aussagen sind fiir p € N mit p # 1 dquivalent 1 128 34 3 26 4 —3—-(3:4)=-15 2=4-128+(—15-34)
2 34 26 1 8 -3 1-(1--3)=4 2=-3-34+4-26
* VnméeN(plnm - plnVvpm) 3 26 8 3 2 1 0-(3-1) =-3 2=1-26+(-3-8)
* pPEP 48 2 4 0 0 1 2=0-8+1-2
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Restklassen

Es sein € N beliebig. Wir definieren eine Relation =,, auf Z wie folgt (1, z € Z)
r=,z < n|(r—2)
r=zmodn &r=,z

Es sein € N beliebig. Fir jede ganze Zahl z bezeichnen wir mit
[z],, = {r € ZIr =, 2}

Die Aquivalenzklasse von z der Relation =,, heisst Restklasse von z.
Z/n=[z], =k

Z/n=1{kl0<k<n—-1Az=,k}={0,1,2,..,n—1}

Beispiel
e 3+x=2(Z/5) 2-3=x=-1=4
e 3+x=52 2—3=sx=—1=:4
e 3+x=2mod5 (2-3)mod5=-1=4

Rechenregeln
Wir definieren die Verknlpfungen - = Multiplikation und + = Addition

e - = Multiplikation (Z/n)?> - Z/n x]n + Y]n =[x + y]n
e += Addition (Z/n)? - Z/n [x]n » Vo =[x yln

Restklasse (Z/12)

e 7-3=21=9
Restklasse Z/3221
e 2x=3 3221=0
2x =3 3221+ 3 = 3224
2x =3 2-1612=3224=3 x=1612

Anwendung Primzahlen / Restklassen
Beweise oder widerlege

b¢+x= 371971 4+ 4 = peP
N—— L N——
ungerade  gerade ungerade
1. Gerade Restklassen (z mod 2 = 0) ausschliessen

2. Zyklen finden (z € P) (Lange = L)

n 3" Z/4 7/)5 7/6 7]/7 17/8
0 3°=1 1 1 1 1 1
1 3'=3 3 3 3 3 3
2 3%2=9 1 4 3 2 0
3 33=27 3 2 3 6 0
4 3*=81 1 1 3 4 0
5 35=243 3 3 3 5 0
6 3°=729 1 4 3 1 0

3. Teilbarenkeit von e durch L priifen
o FlkL)=k%L==0-true(keN|k<eAk>e—L)

k n L=4 L=6
71071 0 k%L 71071%4 =3 71071%6=1
71070 1 k%L 71070%4 =2 71070%6 =0
71069 2 k%L 71069%4 =1
71068 3 k%L 71068%4 =0

4. Urspriingliche Gleichung prifen (durch z teilen)
° Z/S 371068 — 30 =1 - 371068+3 — 30+3 =2
371071y x =2+4+4 (2+4=5)- false

° Z/7 371070 — 30 =1 - 371071 — 371070+1 — 30+1 =3
3771 +x=3+4 (B+4=7)->b*+x) &P
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Multiplikatives Inverse

Sind k,7 € Z/n mitk - 7 = 1, so sagen wir T sei invers zu k und schreiben auch (k)™ fir 7.

Bei Restklassen von Primzahlen ist jedes 7 invers zu k.

o k-7=1

99T (k,n) =z Z =1 - k hatEIN Inversesin Z/n
Beispiel
Restklasse Z/n (n = 12)
1. ggT Bestimmen
o ggT =1 — Inverses ermitteln
e 99T # 1 - Kein Inverses
k k-x=1 ggT(kn) =z %= (k)1
1 1-x=1 ggT(1,12)=1 1
2 2:x=1 ggT(2,12) =2
3 3-x=1 ggT(3,12) =3
4 4-x=1  ggT(4,12) =4
5 5-x=1 ggT(512)=1 5
6 6:x=1 ggT(6,12) =3
7 7-x=1 ggT(7,12) =1 7
8 8-x=1 ggT(8,12) =4
9 9-x=1 ggT(9,12) =3
10 10:-x=1 ggT(10,12)=2
11 11:x=1 ggT(11,12)=1 11

Multiplikatives Inverses bestimmen

1. ark+b-n=1
2. Erweiterter Euklidischer Algorithmus
3. () t'=1a

Beispiel
Inversesvon 6111inZ/6211

1. a-6111+4+b-6211=1
2. Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Xj Vi qi T b a;
6211 6111 1 100 550 -559=-9—(1-550)
6111 100 61 11 -9 550=1-(61--9)
00 11 9 1 1 —-9=0-(9-1)
11 1 11 0 0 1

A WN P &~

3. (6111)~! = =559

Verkniipfungstabelle

Die Verkniipfungstabelle der Multiplikation in Z/4

l Ol Ol Ol Ol
WI NI = Ol =i
NI Ol NI Ol NI
=N Wl Ol Wi

WI NI = ol -

Primfaktorzerlegung

Es sei p; jeweils die i-te Primzahl. Fir n € N > 1 gibt es eine eindeutig
bestimmte, endliche Folge {a;, ..., ax} € N mit a;, # 0, so dass

Beispiel
o 24=2-2-2-3=23.31
e 520=2-2-2-5-13=23.51.131
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Chinesischer Restsatz (KgV 2.0)

Simultane Kongruenz (Z/(n4, ..., ng))

xEnl yl
xEnz yZ
X Enk Yk

Vorgehen

1. Losen zweier Gleichungen

e a'n +bn,=1

2. Restklasse Z/(n,,.y,) der neuen Gleichung
o Z[/(nyny) =1Z/(Mpew)
3. LOsung z = Y, der neuen Gleichung

e z=y"bny+y,ramn

Beispiel — Teil 1
xX=,3
x =g 2
X =96
Vorgehen

1. Losen zweier Gleichungen
e 1. Gleichung:x=,3(n, =7,y; =3)

e 2. Gleichung:x =52 (n, =5,y, =2)

n, n, q r a b
7 5 1 2 -2 3
5 2 2 1 1 -2
2 1 2 0 O 1

2. Restklasse Z/(ny,ey) der neuen Gleichung
o Nyew=ny' N, =7-5=35
3. LBsung z = Y,y der neuen Gleichung
e 7:=3-3:542--2-7=17
Neue Gleichung

e X SNnew

Z =35 17

Beispiel —Teil 2
X =35 17
X Eg 6
Vorgehen

1. Losen zweier Gleichungen
e 1. Gleichung: x =35 17 (n, = 35,y; = 17)

e 2. Gleichung:x=¢g6 (n,=9, y, =6)

ng, n, q r a b
35 9 3 8 -1 4
9 8 1 1 1 -1
8 1 8 0 O 1

2. Restklasse Z/(n,,.y) der neuen Gleichung

® MNyew =Nq°Ny, =35-9 =315
3. LOsung z = Y, der neuen Gleichung

o 7z:=17-4-94-6-—-1-35=402
Neue Gleichung

o X Z 5315 402 5315 87

T Nnew

Lésungsmenge

o [87]315 = {87 + 3152 | ZE Z}
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