Rechnerarithmetik

Maschinendarstellbare Zahlen M zur Basis B:
M={xc¢€ ]R|x = 4+0.m,;myms ...m,, - B¥é¢2-¢1} U {0}

Dabei gilt m; = 0, m;,e; € {0,1,...,B—1}furi # 0und BE N (B > 1)

Der Wert @ einer solchen Zahl ist definiert als

l

n
o= E miBe_l, é=ZeiBl_‘
i=1

=1
x wird als n-stellige Gleitpunktzahl zur Basis B bezeichnet.
Beispiel: 0.3211 - 453

n=4 =2

1. é=1-4'4+2-4°=¢
2. @ =3"454+2-4*+1-4341-4%=3664

Approximations- und Rundungsfehler

Die Maschinenzahlen sind nicht gleichmassig verteilt. Bei jedem Rechner gibt es
eine grosste (X;,4,) Und kleinste (x,,;,) positive Maschinenzahl.

® XYmax = Bfmax — Bémax™" = (1 — B™") - Bmax

— Remin—1
®  Xmin = Bmin

Definition
Gegeben sei eine Ndherung X zu einem exakten Wert x

e Absoluter Fehler |% — x|

e Relativer Fehler (x #0)

Gleitpunktzahlen

V=1Bit E=8Bit M=23Bit
V=1Bit E=11Bit M =52Bit

e Single Precision (32 Bit)
e Double Precision (64 Bit)

Bei allgemeiner Basis B gilt (Maschinengenauigkeit = eps)

B
eps =—-B7",

> epsio=5-10""

Sie bezeichnet den maximalen relativen Fehler, der durch Rundungen
entstehen kann.

rd(x) —x

; <5-107" (dax > 10°"1)

Fehlerfortpflanzung bei Funktionsauswertungen / Konditionierung

N&herung flr den absoluten und relativen Fehler bei Funktionsauswertungen

lf () = f(I ~ |f' (0l X — x|
| —
absoluter Fehler von f(x) absoluter Fehler von x
F(®) = f@) EOIRE it
lf Gl lf (0l xl
— relativer Fehler von x

relativer Fehler von f(x) Konditionszahl K

Den Faktor K nennt man Konditionszahl.
") - |x
o GO 1
f GOl
Relative Fehlervergrosserung von x, bei einer Funktionsauswertung von f(x).

e Gut konditionierte Probleme Konditionszahl ist klein (< 1)

e Schlecht konditionierte Probleme Konditionszahl ist gross (> 1)
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Nullstellenprobleme

Eine Gleichung der Form F(x) = x heisst Fixpunktgleichung.

e |hre Ldsungen %, fur die F(xX) = X erfillt ist, heissen Fixpunkte.

Berechne die Nullstellen von p(x) = x® — x + 0.3

Fixpunktiteration

Fixpunktiteration

Gegeben sei F: [a, b] —» R, mit x, € [a, b]. Die rekursive Folge
Xer1 = F(xp), n=20,1,2,..

Heisst Fixpunktiteration von F zum Startwert x;.

Sei F: [a, b] - R mit stetiger Ableitung F’ und X € [a, b] ein Fixpunkt von F. Dann gilt fir die
Fixpunktiteration x,,.; = F(x,)

e |F'(x)|<1 x,konvergiert gegen , falls x, nahe genug bei X liegt anziehend
o |F'(x)|>1 x,konvergiert fur keinen Startwert x, # X abstossend

Banachscher Fixpunktsatz
Sei F:[a,b] = [a, b] und es existiere eine Konstante «, wobei gilt

o (0 < a < 1):Lipschitz-Konstante
e V,,(x,y€[ab])

IFG) = FOI _

[F(x) = F)I < alx —yl, PESTEEE

Dann gilt

e F hat genau einen Fixpunkt X in [a, b]
e Die Fixpunktiteration x,,,; = F(x,,) konvergiert gegen X fir alle Startwerte x; € [a, b]
e Es gelten die Fehlerabschatzungen

= x, - — X a-priori Abschitzung

— Xp-1l a-posteriori Abschatzung

_ a™
< 2 .
x| < 1-a |24
_ a
" |xn_xlsl_a'|xn

Xns1 = F(xy) = x2 +0.3

F (x,) steigt stetig an

h(x) = x*—x+03

0.1

F:1 — I gilt wenn...
F(a) > a, F(b)<b
Alpha bestimmen / tiberprifen

a=max|F'(x)|<1
x€l

Anzahl Iterationen n berechnen

(% =m)

n>
In o
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Newton-Verfahren

Sukzessive Approximation der Funktionskurve y = f(x) durch Tangenten, deren
Schnittpunkt mit der x-Achse problemlos berechnet werden kann.

Losung & der Gleichung f(x) = 0 finden.

» Startwert x, geeignet wahlen (nahe bei ¢)
» Iterationsvorschrift:
f ()

Xn+1 = Xn _f’(x )
n

Die Folge (x,)nen konvergiert gegen die Losung & der Gleichung f(x) = 0.

(xg, %1, X3, ...) ist sicher gegeben, wenn im Intervall [a, b], in dem alle
Ndherungswerte (und die Nullstellen selbst) liegen sollen, die Bedingung

fe)-f"(x)
[f"(x)]?

Erfallt ist (hinreichende Konvergenzbedingung).

<1

Konvergenzgeschwindigkeit

Sei (x,) eine gegen X konvergierende Folge. Dann hat das Verfahren die
Konvergenzordnung q = 1 wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt mit

[Xn41 — x| < ¢ |2 — X1

Fir alle n.
e g=1 lineare Konvergenz verlangt man noch ¢ < 1.
e g=2 quadratische Konvergenz

Vereinfachtes Newton-Verfahren

Statt in jedem Schritt f'(x,,) auszurechnen, kann man immer wieder f'(x,)
verwenden.

f(xn)

X =Xn —
n+1 n f,(x())

Sekantenverfahren

Der Schnittpunkt von Sekanten durch jeweils zwei Punkte (xo,f(xo)) und
(xl,f(xl)) mit der x —Achse, wird berechnet.

Xn — Xn-1

T = T ) — FCtn)

f(xn)

Fehlerabschatzung

Nullstellensatz von Bolzano

Sei f:[a, b] = Rstetigmit f(a) < 0 < f(b) oder f(a) =0 = f(b). Dann muss
f in[a, b] eine Nullstelle besitzen.

Sei x,, also ein iterativ bestimmter Naherungswert einer exakten Nullstelle ¢ der
stetigen Funktion F: R — R und es gelte fiir ein vorgegebene Fehlerschranke /
Fehlertolerant e > 0

f(xn_e)'f(xn+6)<0

Dann muss gemass dem Nullstellensatz im offenen Intervall (x,, — €, x,, + €)
eine Nullstelle & liegen und es gilt die Fehlerabschatzung

lx, — &l <€
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Lineare Gleichungssysteme — Gauss-Algorithmus

Gauss-Algorithmus fir ein Gleichungssystem Ax = b:

X, by
€ R, x=(5)E]R", b=<2)elR"
Xy, by,

Umformung des Gleichungssystems Ax = b, in ein dquivalentes Gleichungssystem
Ax = b, so dass die Matrix 4 als obere Dreiecksmatrix vorliegt.

ai; 0 Qqn
A=

an1 = Qnn

° 7=z —Az

* 7,07

i <j(1€R),z istdiei-te Zeile des Gleichungssystems
Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile im System

Rekursive Vorschrift fir ein Gleichungssystem Ax = b:

_ by _ bp_1— Am-1)n " Xn
Xp =——,Xp_1 =
nn n-1n-1 a1

n . .
b; — Zj=i+1 Qjj " Xj
xl = )
Qi

i=nn-—-1,..,1

Fehlerfortpflanzung und Pivotisierung
Fiuri=1,..n:
Erzeuge Nullen unterhalb des Diagonalelements in der i-ten Spalte

e Suche das betragsgrosste Element unterhalb der Diagonalen in der i-ten Spalte:
Wibhle k so, dass |ay;| = max{|a;||j = i, ...n}
falls a,; = 0: A ist nicht regular; stop;
{falls ag; # 0 z, & z;
e Eliminationsschritt:
Firj =i+ 1,...,n eliminiere das Element aj; durch

Determinante

Gegeben sei eine Matrix A, woraus die obere Dreiecksmatrix A entsteht.

o Diagonalelemente von A
o [ Anzahl Zeilenvertauschungen
n
det(4) = (—1)" - det(4) = (-1)*- H&ii
i=1
Beispiel

3 5 1 3 51 3 51
0 2 2)=10 2 2)=|0 2 2
6 14 8 0 4 6 0 0 2

det(4) = (3)- (2)- (2) = 12
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Lineare Gleichungssysteme — LR-Zerlegung

Das urspriingliche Gleichungssystem Ax = b lautet mit der LR-Zerlegung
LRx=b&S Ly=bundRx =y
Fiir eine n X n Matrix A, gibt es n X n Matrizen L und R mit den Eigenschaften

e L ist eine normierte untere Dreiecksmatrix —mitl; =1({ =1,..,n)
e Rist eine obere Dreiecksmatrix mitr; #0( =1,..,n)
e A =1L-RistdieLR-Zerlegung von A.

Zerlegung mit Zeilenvertauschung
Py erhdlt man aus der Einheitsmatrix I, durch Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile.

Zeilen-Vertauschungen werden durch P; ... B, ausgedriickt.

n
P = npn—Hl
i=1

Mit dieser Permutationsmatrix erhdlt man dann als RL — Zerlegung
PA = LR

Das lineare Gleichungssystem Ax = b lasst sich schreiben als PAx = Pb bzw. LRx =
Pb und in den zwei Schritten I6sen

Ly=Pb->y=--

Rx=y->x="-

Vertauschung der 1. Und 3. Zeile bei der Matrix

1 2 3 7 8 9
A={4 5 6|>A"={4 5 6
7 8 9 1 2 3

0 0 1N/1 2 3 7 8 9
I"*"A=P-A=A"=|0 1 0](4 5 6]=(4 5 6
1 0 0/\7 8 9 1 2 3

-1 1 1
A=|1 -3 -2|=LR
5 1 4

. -1 1 1
i=1’j=2_)Z2=Z2_mlzl_)A1= 1_1 _3+1 _1+1
N 5 1 4

5 -1 1 1
i=1j=3-2z3=23——5"21>4;= 0 -2 -1
( 5-5 145 4+5

. -1 1 1
i=2,j=3_)ZBEZ3_—'Z2_)A3=< 0 _2 _1>
0+0 6—6 9-3

-1 1 1
R=4;=0 -2 -1
0 0 6

l21=_—=—1’ l31=_—1=—5’ l32=_—2=—3

Einsetzen in L
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Lineare Gleichungssysteme — QR-Zerlegung

Eine Matrix Q € R™ " heisst orthogonal, wenn Q7 - Q = I,, ist. Dabeiist I,, dien X n
Einheitsmatrix.

Sei A € R™™, Eine QR-Zerlegung von A ist eine Darstellung von A als Produkt einer
orthogonalen n X n Matrix Q und einer rechtsoberen n X n Dreiecksmatrix R

A=0QR
Losung des Gleichungssystems

Ax=b& QRx=b < Rx=QTh

Die orthogonale n X n Matrix heisst Householder-Matrix.

H = I, — 2uu’, |u|=\/uf+u§+---+u,2,=1

Householder-Matrix zum Vektor u

1 v 1 (1
u=|2),  a=ga=——|2
3 “oVLE A3

Algorithmus zur QR-Zerlegung

Firi=1,..,n—1:
erzeuge Nullen in R in der i-ten Spalte unterhalb der Diagonalen

1. Himit(n—i+1) X (n—1i+ 1) berechnen
2. H; mitI;_; Block links oben erweitern — Q;
3. R=0Q;"R
4. Q=q-qf
Ablauf
* % %k * ok %
* *
Hl-A1:H1-<* * *):(O * >|<>—)(* *)
* %k % 0 * =% —_—
R 42
1

a1 1
a, = arq , e = 0
asq 0

1. vy =ay +sign(ar) -lagl-e;
1
2. up=—-v
P 1

3. H1:=In—2u1u{=Q1 .. %
HZ-A2=H2'(* *):(0 *)

Az
1 O 0
Q; = (0 H, Hz)
0 H, H,

Q=0Q{Q], R=Q QA
Q-1
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Lineare Gleichungssysteme — Fehlerberechnung

Eine Abbildung ||. ||: R™ — R heisst Vektornorm, wenn die folgenden
Bedingungen fur alle x,y € R™, A € R erfillt sind:

e |x]|=0und|lx]|=0=x=0
o |lAx|l =[] - [[x]|
e |lx+yl|l <llx|| + llyll "Dreiecksgleichung"

Fur Vektoren x = (x1,x5, ...,x,)T € R" gibt es die folgenden Vektornormen
llxlly = Xieqlx;]
2

llxllz = |2t X

e 1-Norm Summennorm

e 2-Norm Euklidische Norm

e oco-Norm Maximumnorm 1%l = max |2
i=1,.n

Fur eine n X n Matrix A € R™" gibt es die folgenden Matrixnormen

e 1-Norm Spaltensummennorm ||A||1=j£111§2<n2?=1|xi|
e 2-Norm Spektralnorm [|A]l, = /p(AT A)

e oo-Norm Zeilensummennorm 1Al = max Z;-‘=1|al-j|
=1,.,n

Abschatzung fiir Fehlerhafte Vektoren

Sei ||. || eine Norm, A € R™" eine reguldre n X n Matrix und x, %, b, b € R™ mit
Ax = b und AX = b. Dann gilt fiir den absoluten und den relativen Fehler in x:

o llx—zxl<la - |b-b
Ib-5|

< - = B2 paus o) # o

llx—x|
[l

Die Zahl cond(A) = ||A]| - ||A~|| nennt man Konditionszahl der Matrix A

e cond(A) gross — schlechte Konditionierung

Abschatzung fiir Fehlerhafte Matrizen

Sei || || eine Norm, 4, A € R™™ eine reguldre n X n Matrix und x, %, b, b €
R™ mit Ax = b und A% = b. Falls

cond(A) -% <1
Dann gilt
llx — %|| - cond(A) _ _(||A—A||+ ||b—B||>
[l 1 — cond(4) _% lIAll lIblI

Untersuchen Sie die Fehlerfortpflanzung im linearen Gleichungssystem Ax = b mit

a=(G o) p=(s)

Fir den Fall, dass die rechte Seite von b in jeder Komponente um maximal 0.1 von
b abweicht.

|b-b|l_ <01  llAlle=max{2+4, 4+81} =121
la~ta = [|(*50 T =605

cond(A) e = lAlle - 147l = 12.1 - 60.5 = 732.05

Ix — %lloo < 1A oo - ||b = B|| . < 60.5-0.1 = 6.05
[ee) N——
absoluter Fehler
llx = Zlleo I5 5], 0.1
———— < cond(4) b— <732-—= 48.8
”x”°° ” ||°° relativer Fehler
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Lineare Gleichungssysteme — Fehlerberechnung und Aufwandschatzung

Aufwandschatzung

Die Anzahl Gleitkommaoperationen werden in Abhangigkeit von n bestimmt.

= (n+1) = 1 1 1
n ‘n
E . E ) 3 2
l——z und i —3n +2n +6n,

i=1 i=1

n = Dimension

Ein Algorithmus hat die Ordnung 0(n?), wenn g > 0 die minimale Zahl ist, fur die es eine Konstante C > 0 gibt, so dass der Algorithmus fur alle n € N weniger als

Beispiel

Wie viele Gleitkommaoperationen bendtigt das Riickwartseinsetzen gemass Gauss?

n ..
b =Xy x o
xX; = , i=nn-—1,..,1
Qi

Multiplikation und Division

n+1)-n

1+2+3+---+n=Zi= -

i=1

Addition und Subtraktion

n—1
n—14+1)-(n—1 n—1)'n
O+1+2+---+n—1=2i=( ) ( )=( )
; 2 2
i=1
Summe beider Operationstypen
n2+ +n2 n_
2 72 2~ "
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Lineare Gleichungssysteme — Iterative Verfahren

Ausgehend von einem Startvektor x(9) berechnet man mittels einer Rechenvorschrift
F:R™ - R" iterativ eine Folge von Vektoren

xHD = F(x®)mit k =0,1,2, ..
Jacobi-Verfahren / Jacobi-Verfahren und Gauss-Seidel-Verfahren

Zu lésen sei Ax = b. Die Matrix A = (a;;) sei zerlegtinder FormA =L+ D + R =

Iterative Verfahren sind effizienter, jedoch kann man keine genauen Losungen erwarten.

Fixpunktiteration gemass Jacobi (Gesamtschritt-Verfahren):
Dx®*D = —(L + R)x® + b
x®+1D) = —_p=1(L + R)x® 4+ p~1p
Implementation /Allgemeine Form gemass Jacobi

n

LD _ 1 b 0

. — E aii " X:
i 3 3] )
Qjj /

i=1,...,n

j=1j#i

0 0 .. 0\ /& 0 .. 0 8 G Gz G
0 0 23 2n
e T BT IS I S Y S
a,; a App—1 O 0 0 0 a P o Gpean
\ nl n2=:L nn—-1 / — nn 0 0 0 0
=:R

Beispiel mit Jacobi

8 5 2 19 1
Ax=b, A=[5 9 1|, b=|5]  x@O=|-—
4 2 7 34 3

3

1 1 18
(1) (0)
xl =—| 19 — alj-xj =—(19—(5—1+23))=_
8 j=1,j#1 8 8
3
o 1 o\ 1 1
j=1,%2
3
@ _1 o) _1 32
0 =2l34- ) a0 ) =2Ge- (12— =2
j=1,j#3

Fixpunktiteration gemass Gauss-Seidel (Einzelschritt-Verfahren):
(D + L)x®*+D = —Rx™ 4+ p
x*+D = —(D+ L) T Rx® + (D + L)1 b

Implementation / Allgemeine Form gemass Gauss-Seidel

1 i-1 n
(k+1) _ (k+1) (k) .
xi _a_ bl_ al’j'xj - aij'xj ] 1= 17
u J:]_ ]=L+1

N
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Lineare Gleichungssysteme — Iterative Verfahren

Gegeben sei eine Fixpunktiteration

xD = px™ 4 ¢ = F(x™)

Fur das Gesamtschrittverfahren (Jacobi) gilt B=-D"YL+R)

Fir das Einzelschrittverfahren (Gauss-Seidel) gilt B=—-(D+L)'R

Und X € R™ sei beziiglich der Norm ||. || anziehender Fixpunkt. Dann konvergiert
die Fixpunktiteration fiir alle Startvektoren x() € R™ gegen ¥ und es gelten die
Abschatzungen

o |x™—g| < 1”j—|”3n||' [x® — x©| a-priori Abschétzung

o ||x(") — f” < %- ||x(") — x("_l)” a-posteriori Abschétzung

Wobei B eine n X n Matrix ist und ¢ € R™. Weiter sei ||. || eine der eingefiihrten
Normen und X € R" erfillle X = Bx + ¢ = F(X). Dann heisst

e X anziehender Fixpunkt, falls ||B|| < 1
e X abstossender Fixpunkt, falls ||B|| > 1

A ist eine diagonaldominante Matrix, falls eines der beiden folgenden Kriterien gilt

o firallei=1,..,n|a;|l > Z?:l,j¢i|ai,j| (Zeilensummenkriterium)
o firallej=1,..,n:|a;| > Xk, x|l (Spaltensummenkriterium)
Beispiel

4 -1 1 n i=1-4>2
A=|-2 5 1)—> Z|a”|—>i=2—>5>3
1 -2 5 j=1,j#i i=3->5>3

Fall A diagonaldominant ist, konvergiert das Gesamtschrittverfahren (Jacobi) und
auch das Einzelschrittverfahren (Gauss-Seidel) fir Ax = b.

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Konvergenz ist

Spektralradius p(B) <1
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Lineare Gleichungssysteme - Komplexe Zahlen

Die Menge der komplexen Zahlen C erweitert die Menge der reellen Zahlen R, so
dass nun also auch Gleichungen der folgenden Art [6sbar werden

x>4+1=0
Daflir wird die imaginare Einheit i mit der folgenden Eigenschaft eingefiihrt.

i2=-1

Eine komplexe Zahl z ist ein geordnetes Paar(x, y) zweier Zahlen x und y.
z=x+1iy
Die imagindre Einheit i ist definiert durch
iZ=-1
Die Menge der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet
C={zlz=x+iymitx,y € R}
Die reellen Bestandteile x und y von z werden als Real- und Imaginarteil bezeichnet

e Realteil von z Re(z) = x

e |magindrteil von z Im(z) =y

Die zu z konjugierte komplexe Zahl ist definiert als z* = x — iy. Dies entspricht der
an der x — Achse gespiegelten Zahl.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist definiert als |z| = \/x2 + y2 =+/z - z*. Dies
entspricht der Lange des Zeigers.

Darstellungsformen

e Normalform z=x+1iy
e Trigonometrische Form z =r(cos¢ +i-sin¢)
e Exponentialform z=re'?
X =71"CoS¢Q, y=r-sing, r=4x2+y2

@ = arcsin (%) = arccos (;)

e =cosq +i-sing

Beispiel
z=3-11i
3=r-cosp, 1l=r-sing, r=432+112=1130
in(=)=p=13
arcsin =¢p=1.
V130 ¢
z=cos(1.3) +i-sin(1.3), z=130-¢e"13
Im(z) A
YT Iz:x+iy

|
|
|
|

T

N X : Re(z)
~ |
\"\. |
‘\.\ :
"'\.\ i

R Nzt ox—iy
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Lineare Gleichungssysteme - Komplexe Zahlen

Grundrechenarten

Esseiz; = xq + iy, und z, = x, + iy,

e Summation Z1+ 2y = (g +x3) +i(ys + y2)
e Subtraktion Z1— 7, = (x; — x3) +i(y; — y3)
Multiplikation

2123 = (X1 — y1¥2) + 10 Y2 + X21)
7y " Zy = 111 - 1yeiP2 = 11y el(P1t92)
Division
7y zy°7z5; (X +iy)(xg — iy;)
7, 7775 (g +iy) (g — iyy)

_ (122 + y1¥2) +i(y1x2 — x1Y2) _ (x1%2 + ¥1Y2) +  (V1x2 — x1Y2)

Potenzieren und Radizieren

l
x5 +y3 x5 +y5 x5 +y3

ipq
z e o
21 = 1 . = —131(901"'902)
Z;, Te'P2 T,

Die n-te Potenz einer komplexen Zahl lasst sich einfach berechnen, wenn diese in
der trigonometrischen oder der Exponentialform vorliegt (Sein € N):

z=r-e® 5 z" = (rei‘p)n = r"e™® = r"(cos(ng) + i - sin(ng))

Fundamentalgesetz der Algebra

Eine algebraische Gleichung n-ten Grades mit komplexen Koeffizienten und
Variablen a;,z € C

Azt + an_ 12" 1+ +az+a;=0
Besitzt in der Menge C der komplexen Zahlen genau n Lésungen

Wourzel einer komplexen Zahl

Eine komplexe Zahl z wird als n-te Wurzel von a € C bezeichnet, wenn

zZ"=a->z="a

Losungen der algebraischen Gleichung z"™ = a

"=a=1e? (r,>0;n=234,..)
Besitzt in der Menge C genau n verschiedene Losungen (Wurzeln)
z, = r(cos @y + i - sin@y) = re'®k

@+ k-2m

r= %, Ok — (furk=012,..,n—-1)

Die zugehorigen Bildpunkte liegen in der komplexen Zahlenebene auf einem Kreis
um den Nullpunkt mit dem Radius r = /7, und bilden die Ecken eines
regelmassigen n-Ecks.
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Lineare Gleichungssysteme — Eigenwerte

Es sei A € R™™, 1 € C heisst Eigenwert von A, wenn es einen Vektor x € C™\{0} gibt mit
Ax = Ax

x heisst dann Eigenvektor von A.

Eigenschaften von Eigenwerten
Ax—x=0A—-AL,) x=0

Die Eigenwerte einer Diagonal- oder eine Dreiecksmatrix sind deren Diagonalelemente.

Vielfachheit und Spektrum

Es sei A € R™™, Die Vielfachheit, mit der A als Nullstelle des
charakteristischen Polynoms von A auftritt, heisst algebraische
Vielfachheit von A.

Das Spektrum a(A) ist die Menge aller Eigenwerte von A.

Polynom und Spur
Esseid € R™", 1 € C. Dann gilt
Aist ein Eigenwert von A & det(A — Al,) =0
Die Abbildung p ist definiert durch
p(1) - det(4 — AL,)

Ist ein Polynom vom Grad n und wird charakteristisches Polynom von A genannt. Die
Eigenwerte von A sind also die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Damit hat A
also genau n Eigenwerte, von denen manche mehrfach vorliegen kénnen.

Die Determinante der Matrix A ist gerade das Produkt ihrer Eigenwerte 14, ..., 4,,. Die
Summe der Eigenwerte ist gleich der Summe der Diagonalelemente von A, d.h. gleich der
Spur (tr) von A:

o det(A) =214, .- A,
o tr(Ad)=apn+apt-tam=4+th++1,

Ist A; ein Eigenwert der reguldren Matrix 4, so ist der Kehrwert Al ein Eigenwert der
3

inversen Matrix A~ 1.

Beispiel

Berechne Spektrum, Determinante und Spur von

1 0 0
A=12 3 0
0 1 2

Eigenwerte

Determinante

det(A) =14, A3 =6
Spur

tr(tA) =21+, +4;=6
Spektrum

o(A) =3
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Lineare Gleichungssysteme — Eigenvektoren

Eigenschaften von Eigenvektoren

Seien zwei Eigenvektoren x, y zum selben Eigenwert A € C einer Matrix A € R™ X R", so ist
x + y und auch jedes Vielfach von x ebenfalls ein Eigenvektor zum Eigenwert A:

Ax+y)=Ax+Ay=Ax+1=Ax+7y)
A(ux) = uAx = uix = Aux
Eigenraum

Sei A € C ein Eigenwert von A € R™ ™, Dann bilden die Eigenvektoren zum Eigenwert A
zusammen mit dem Nullvektor O einen Unterraum von C", den sogenannten Eigenraum.

Der Eigenraum des Eigenwertes A ist die Losungsmenge des homogenen LGS
A-Ax=0

Welches nur dann eine nicht-triviale Losung aufweist, wenn rg(4 — AI,) < n.

Die Dimension des Eigenraumes von A wird die geometrische Vielfachheit von A genannt. Sie

berechnet sich als
n—rg(A—AL,)
Und gibt die Anzahl der lin. Unabhéngigen Eigenvektoren zum Eigenwert A.

Geometrische und algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts miissen nicht gleich sein. Die
geom. Vielfachheit ist aber stets kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit.

Beispiel: Berechne Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenréume
2—2 5 )

A:(—21 —52) 1 -2-2

p(A) = det(A—AL) = (2 —-)(=2—1)—5-—1

A=l = (

p(A)=—-4+22+5=22+1=0
A2 =—1=?

Eigenwerte

Eigenvektor fiir Ay = i
(2 —i 5 ) R 21 > 5
-1 -2-i 0 —2—i+

2—1
.5 , , .
—2—L+2—_i=(2—1)(—2—1)+5=1+12=O

0=(2—i)'x1+5'x2
5x, 2+i  5-2+i)  10+5i
2—i 24+i 4 —j2 5

1= (_21_ i)

X1 =

Eigenraum

-1
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Lineare Gleichungssysteme — Numerische Berechnung von Eigenvektoren und Eigenwerten

Ahnliche Matrizen / Diagonalisierbarkeit QR-Verfahren

Es seien 4, B € R™™ und T eine reguldre Matrix mit ... so heissen B und A zueinander dhnliche Matrizen. Sei A € R

B =T AT Ay = A, Py =1,
Im Spezialfall, dass B = D ein Diagonalmatrix ist, also ... nennt man A diagonalisierbar. Firi=0,1,2,..
D =T AT o A, :=0Q;"R; QR-Zerlegung von 4;

* A1 =Ri"Q;

Eigenwerte und Eigenvektoren dhnlicher / diagonalisierbarer Matrizen
* P =P

Es seien A, B € R™*" zueinander dhnliche Matrizen. Dann gilt

1. A und B haben dieselben Eigenwerte, inkl. deren algebraische Vielfachheit
2. Ist x ein Eigenvektor zum Eigenwert A von B, dann ist Tx ein Eigenvektor zum Eigenwert A von A.
3. Falls A diagonalisierbar ist

e Diagonalelemente von D sind die Eigenwerte von A

e Die linear unabhangigen Eigenvektoren von A stehen in den Spaltenvon T

Der Spektralradius p(A) einer Matrix A € R™" ist definiert als
p(A) = max{|1||A ist ein Eigenwert von A € R™"}

Sei A € R™™ eine diagonalisierbare Matrix mit den Eigenwerten A4, ..., 4, und dem betragsmaissig
grossten Eigenwert 1; mit

[A1] > 122] = -+ = [4,]

Vektoriteration / von-Mises-Iteration

So konvergieren fiir (fast) jeden Startvektor v(®) € C™ mit Lénge 1 die Folgen

) " 400
ey _ AV 20c+1) = (v") 4v

v [av®].* CORG

Fur k — oo gegen einen Eigenvektor v zum Eigenwert A, von A (also v® Sy und 10 > A1)

Pascal Isliker



