1 - Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Addition und Subtraktion
Dimensionen beider Matrizen identisch sind.

(é i)+(§ g):(éig 212)2(160 182) 5'(1 ;

3 4

Skalare Multiplikation

Multiplikation

Acim-count = Brow-count

e BedingungenfirA-B

* ResultatvonA-B Acim—count X Brow-count

0.1 0.2
(s = Z)-(g;g g;g)%iié o1)

Transponierte einer Matrix
Multiplikati i kal itei Matrix. T
ultiplikation eines Skalars mit einer Matrix z%: _ (#1 42 #3)
=(5-1 5-2)=(5 10) 43 bl
5:-3 5-4 15 20
T
() - 20
l—. 0.3 04
v | \o5 06
1 2 3 22 2.8
(4 5 6) (4.9 6.4)

Zeilenstufenform (Gauss)

1. Nullzeilen stehen zuunterst
2. Die erste Zahl # 0 ist eine fiihrende Eins
3. Flihrende Einsen, die weiter unten stehen — nach rechts versetzt

Reduzierte Zeilenstufenform (Gauss-Jordan)

e Spalten mit flihrender Eins enthalten sonst nur Nullen

Bestimmung der Losungen aus der reduzierten Zeilenstufenform

Spalte mit fiihrender Eins
Spalte ohne fiihrende Eins

e Fiihrende Unbekannte
e Freie Unbekannte

X1 Xy X3 Xy
(o 0 1 113

Auflésen nach der fiihrenden Unbekannten

Rang einer Matrix
Rang rg(A) einer Matrix A (Zeilenstufenform) mit n = Anzahl Spalten.

rg(A) = Anzahl Zeilen - Anzahl Nullzeilen

e Losbar rg(A) = rg(A|c)
e Genau eine Lésung rg(A) =n
e Unendlich viele Losungen rg(A) <n

o 1x;,—2x,+0x3+3x,=5 X, =24 %X =54+2-1-3-pu
o Oxy+0x, +1x3+1x,=3 Xy =U X3 =3—U
X1 54+2-1-3-pu 5 2 3
> [ X2 ) _ A 0 1 0
X = o | = 3y =13 + A 0 +u 1
Xy u 0 0 1

Parameterdarstellung
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2 - Vektorgeometrie

Ein Vektor ist ein Objekt, das ein Betrag und eine Richtung hat.

e 0 = Nullvektor Vektor mit dem Betrag O
e & = Einheitsvektor Vektor mit Betrag 1
e —a = Gegenvektor von d

Orthogonale Projektion von b auf @ (0 << g)
d-b =0 - orthogonal
Orthogonale Projektion b_a) eines Vektors b auf einen Vektor @

. d'b . —  |d-b|
ba= — - d, |ba = |C_i|

Einheitsvektor

Gegeben ist ein Vektor mit Betrag a = |d]|.

1

- —

a-—=ée
ap

Addition Skalare Multiplikation Gegenvektor Betrag eines Vektors
L - (Gy+ Dby L (Aray L (7O R
a+b:<ay+by> )l-a=(/1_ay> —a—(_ay) ld| = |aZ+ a} + a2
Skalarprodukt Winkelberechnung
(ax) by () a-b axby + ayby, + a,b,
ay |-| by | = ayby +ayb, +a,b, | O\ = o=
a,) \b, al - [p] \/a,%+a§,+a§-\/b,%+b§+b§
Vektorprodukt axb
o |dxb|=1ldl|b|sin (@) axb = L
e G X b ist orthogonal zu G und zu b s
e dxb #bxd G g
a, b, a,*b,—a, b,
(ay) x|b,|=|a, b,—a, b,
a; b, a,-b,—a,-b,

Raumliches Koordinatensystem

R3 = Raumliches Koordinatensystem

O = Ursprung

e ¢, = Einheitsvektor

e e, = Einheitsvektor um 90° gedreht
e e = Einheitsvektor

o Orthogonal zue; und e,

o Rechtwinklig zue; und e;

Flache des aufgespannten Parallelogramms

h
o A=|d|l h=]dl-|b|-sin(p) =|dxb]|

Y

Kollinear (Parallel)

Sind zwei Vektoren kollinear, so ist ein Vektor an Vielfaches des anderen.

Komplanar (Auf gleicher Ebene)

Drei Vektoren sind komplanar, wenn sie auf der gleichen Ebene sind.
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Gerade in der Ebene und im Raum Eine Ebene kann durch drei Punkte festgelegt werden

o #(A)=FP)+1-P0 e Die Vektoren PA, PR, PO gilt, sie sind komplanar

o g:7(P)+A-d e PA=A-PR+u-PQ o
0 n
Der Punkte P heisst Aufpunkt, der Richtungs-Vektor @ = P() von g. #(A) =7#(P) +A-PR+u-PQ ©
Abstand Punkt-Gerade Parameterdarstellung der Ebene Koordinatendarstellung der Ebene
1. BA = #(4) — #(B) E:#7(P)+A-d+u-b Erax+by+cz+d=0
2. 0=BA-d ERedxi a x X\ /a
3. Lenght = |BA| n=a n= <b>, ﬁl(J’). ()/)(b) =0
_|PAx E:2x+7y—4z4+1=0 ‘ ‘ e
ldl Punkte einsetzen (1; 0; z), (0; 1; 2), (0; 0; 2) 2 1 2
E:l4a)+2-(3])+u-{ 2
E:2-047-0—4-24+1=0-P = (0;0;1/4) 1 1 _4
Abstand Punkt-Ebene
E:2-147-0—4-24+41=0-P = (1;0;3/4) 1 2 —12 -2 —14
A = (X4; Ya; 2a) n=(3|x| 2 |=( 2+4 |=| ¢
E:2:0471-4-2+41=0-P=(0;1;2) 1 —4 2-6 —4
Erax+by+cz+d=0
0 1 0 E: —14x+6y—4z4+d=0
l_laxA+byA+CZA+d| E:{ O J+2-| 0 J+pu-| 1
- 7] 1/4 2/4 7/4 Aufpunkt einsetzen: —14-2+6-4—-4-1+d=0—-d =8
Abstand Punkt-Gerade Lage von Geraden im Raum
1 3 1. Sind die Richtungsvektoren kollinear?
g: +A(:), A=G-D i
(13) (5) 2. Gibt es einen gemeinsamen Punkt? Gemeinsame Punkte

Ja Nein

e - 3 - 1 + 3).
1. BA=7r (_1) - 7‘( ) Kollinear / Parallel | ldentisch Echt parallel

13+ 54

2 0= (_Si : 113—_3/;1) ] (g) S l=x Nicht kollinear | Schneidend | Windschief
3. Lenght = |(—214_—35xx)|
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3 — Quadratische Matrizen

Inverse einer Quadratischen Matrix A
A-Al=A"1-A=E
A-Z=h
AV Ai=A1)

Beispiel

(162 1(/)3>'(§ g>'@=(162 133)'@

———— ~
A1 A x A1

Inverse einer 2x2

(Ccl Z)_l - ad i bc (—dc _ab)

Invertierbar falls ad — bc # 0!

Inverse einer Quadratischen Matrix A

A-At=E
4 -1 0 X1 Y1 71 1 0 O 4 -1 0
0 2 1 |-(X2 Y2 Z2)=[0 1 0)=(0 2 1
3 -5 =2 X3 Y3 Z3 0 0 1 3 =5 =2
A A-1 E
Zeilenstufenform (linke Seite)

1 -1/4 0|11/4 0 0

(0 1 1/2]1 0 1/2 0>

0 0 1 -6 17 8

Reduzierte Zeilenstufenform (linke Seite)

1 0 0] 1 -2 -1 1 -2 -1
01 0/]3 -8 —4|-41=|3 -8 -4

0 0 11-6 17 8 -6 17 8

Matrizen umformen
Bestimmen Sie die Matrix X
A-X+B=2X

1. A-X=2-X—B
2. A-X—2-X=-B
3. (A—2E)-X=-B

4. (A—2E)-(A—2E)1-X=(A—-2E)'--B

5. X=(A—2E)!--B

Linear unabhangig

Die Vektoren a;,a,, ..., ay sind linear unabhéngig, wenn gilt:

e 0-a +0-a + -+ 0-a ist die einzige Linearkombination, die 0 ergibt
e MG +A G4t arEz0A>0A1ER)

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

o det(4) #0

e Spalten von A sind linear unabhdéngig

e Zeilen von A sind linear unabhéingig

e rg(A)=n

e Aistinvertierbar

e DaslLGS A X = C hat eine eindeutige Lésung
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Determinante

e det(4) = det (47)

o det(AB) = det(A)-det(B)

o det(a™l) = detl(A)

o det(E) =det(4-A71) =det(4) -det(4™1) =1
o det(1-4) =A"-det (4)

Determinante einer 2 X 2 — Matrix A = (‘Cl Z)

det(A) =|A|=a-d—b-c

X1 Y1 Z1
Determinante einer 3 X 3 — MatrixA = X2 Y2 Z;
X3 Y3 Z3

det(A) = |Al =x1 Yy Z3+ Y1 Za X3+ 21" Xp Y3 — 21"V " X3 — X1 " Z3 " Y3 — Y1 " Xp " Z3

Geometrische Interpretation der Determinante

Der Betrag einer Determinante entspricht ... beschrieben wird.

e dem Fldcheninhalt, der durch eine 2x2-Matrix
e dem Volumen, das durch eine 3x3-Matrix

jax 5] = |aec (1)

A a, b,

Determinante n X n — Matrix
Um die Determinante einer n X n-Matrix zu berechnen, wahlen wir i = Zeilen, j = Spalten

Entwicklung nach der i —ten Zeile
n
det(A) = Z(—l)H-J . aij - det (AU)
j=1

Tipp: Entwickeln nach Spalte / Zeile mit vielen Nullen!

Entwickeln nach Zeile / Spalte

15 9 13

- 6 10 14 6 10 14 5 9 13 5 9 13 5 9 13

3+ 7 11 15 |7 117 11 15|—-2(7 11 15])+3|6 10 14|—4(6 10 14
8 12 16 8 12 16 8 12 16 7 11 15

4= 8 12 16

O AN L1 15y 10 14y, o (10 14y _ o oo o
(g 12 12) (12 16) 77 (2 16) 78 (1 15)=° 78+

191 1§)=+5_(11 15)_7_(9 13)+8_(9 13)=_“

5
7
<8 12 16 12 16 12 16 11 15
5 9 13
_,c.(10 14y _ 9 13 (9 13\ _
<S 12 E)_J’S (11 15) 6 (11 15)+7 (10 14)_
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4 - \ektorraume

Reeller Vektorraum

Ein reeller Vektorraum ist eine Menge V (# @) mit zwei Verknupfungen:

. +:VXV—>V:(Ei;l_)>)l—>Ei+I_)>
° -:]RXV—>V:(/1;I_)))!—>/1'I_)>
e Der Nullpunkt muss zwingend enthalten sein!

Addition
Skalare Multiplikation

Eine Teilmenge U eine Vektorraums I/ heisst Unterraum von I/, wenn U selbst auch ein

Vektorraum ist.
@ V

Unterraumkriterien

1. Fir beliebige Elemente @, beUistd+beU
2. Firjeden Skalar A € Rund jeden Vektord € Uist1-d € R

Linearer Spann

Menge aller Linearkombinationen der Vektoren b4, b,, ..., b,, in einem
reellen Vektorraum V.

span(by, by, .., by) = {1 - by + Ay " by + Ay * by | 11,23, ., Ay € R}

Schreibt man die Vektoren E() € R nebeneinander so entsteht die
m X n—Matrix B.

Folgende Aussagen sind dann dquivalent:

1. Die Vektoren bT, b_z), . E{ sind linear unabhdngig

2. DasLGS B -x = 0 hat nur eine Lésung namlich X = 0
3. Esgiltrg(B) =n

Erzeugendensystem

Eine Menge {b_{, E, . E{] von Vektoren E; im Vektorraum V heisst Erzeugendensystem
von V, wenn gilt:

V= span(b_l),b_z), ,E{)
Schreibt man die Vektoren E; € R nebeneinander so entsteht die 71 X n — Matrix B.
Folgende Aussagen sind dann dquivalent:

1. Die Vektoren E bilden ein Erzeugendensystem R""
2. DaslLGSB:x = distfirjedesa € R |dsbar
3. Esgiltrg(B) =m

Pascal Isliker

Dimensionen
Fir jeden reellen Vektorraum V gilt: Jede Basis von V' hat gleich viele Elemente.
Die Anzahl Vektoren, die eine Basis von V bilden, heisst Dimension von V = dim (V).

e Eine Basis von R" hat n Elemente —» dim(R"") = n




Basis

Eine Menge B = {by, by, ..., b, } von Vektoren by, im Vektorraum V heisst Basis von V,

wenn

1. B= {b_l), b_z), ,b_n)} ist ein Erzeugendensystem von V

2. Die Vektoren b_l), b_z), ,E{ sind linear unabhangig

Folgende Aussagen sind dann dquivalent:

Die Vektoren bT, b_z), ,b_,; bilden eine Basis von R™
rg(B) =n
det(B) # 0

B ist invertierbar
Das LGS B - X = C hat eine eindeutige Losung

e wN e
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Beliebige Basis B — Standard-Basis S

N (CEA N > ={0 () a=6),
Z.l s Z‘Z s An/ g
G=aybi+ay b+t an b, i=2:()+3:(,)=(),
Standard-Basis S — Beliebige Basis B
S fCA N CA N e={(0 () =0,
Z1 Z an
e ¢ E,-C)
5. a:2 _ a:2 1 0 az/p -4/
a a
v " 1T =1\, (1 -1\' (@ 1 =1\ (=7
Zl % (1 o)(1 0) (az)B (1 0) (—4)5
p-pt-| 2| =p1.
n/ g n/ g
a; a1 (Z;)B:(—Ol 1)(:1)3
@) = 4y [ 0-=T7+1-—4
an/, an/ (3)3_(—1-—7+1-—4)




5 — Lineare Abbildungen

wenn fir alle Vektoren ¥,y € V und jeden Skalar 1 € R gilt

L fG+N=fE+fO)
2. fG-y) =f@ fO)

Gegeben sind zwei Vektorraume V und W. Eine Abbildung f:V — W heisst lineare Abbildung,

Erlaubte Operationen Verbotene Operationen

o A-x; e Xx;+c o ()"
* x;+x * XX e cos(x;)

der von den Spalten a;, ay, ..., a, der Matrix aufgespannt wird:

im(A) = span(a;, az, ..., a,) = {A1a; + A,a; +

-1 0 2 -1 0 2
A=(1 6 4)—> 1 6 4
3 3 -3 3 3 -3

im(A) = (f € R3

Fiir jede m X n — Matrix A gilt:

)

Das Bild im(A) einer m X n -Matrix 4, ist der Unterraum des m-dimensionalen Vektorraum W,

-+ Ana{ |/11 € R}

0 1 0

Q:<01

0 0 0
-1 0

J‘E=u<1)+v<6>, u,vE]R{)
3 3

dim(im(A)) =rg(A) und dim(ker(A4)) + dim(im(A)) =n

Uberpriifung der Linearitit

fFR-RifG) = (1)~ (M7
PGay) =)
c f()Hr 0 =TT o
() ()
car() =)o

Die Abbildung ist linear.

ker (A) ist der folgende Unterraum von V

-

ker(A) ={5EEV| % = 0}
-1 0 2 210
A=1 6 4-)—>A= 410
3 3 -3 =310
x1—21x2=_1x3—

2
ker(4) = {X € R3|x = /1(—1),/1 € R}
1

Der Kern einer m X n -Matrix 4 ist die Lsungsmenge des homogenen LGS A4 - ¥ = 0. Der Kern

2|0
0
0

Wir betrachten zwei lineare Abbildungen

e f:U — V mit Abbildungsmatrix A
e g:V — W mit Abbildungsmatrix B

gef
f g
u 3 v 3 w
X e @ o~ g(f®)
X > A% o B-A-%

Die Verkniipfung g o f ist wieder eine lineare Abbildung mit der
Abbildungsmatrix B - A.
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Abbildungsmatrix

Vektorraume R™ und R"™, mit der jeweiligen Standardbasis. Dann |3sst sich jede
lineare Abbildung f: R™ — R™ durch eine m X n — Matrix A darstellen

fE) =A%
Die Spalten der Matrix A sind die Bilder der Standardbasisvektoren von R™:

1 0 0

A=(f(e_1’) fE) . f(a:)>= f? flle - f

\ 0 0 1 /
Beispiel

X X1 — Xy 1x1—1x2 1 -1
f:[R2—>]R3:(xi)—>< 3x5 )=<0x1+3x2>—>A=<0 3)

—4x; —4x; + 0x,

[UnN
)

Wir betrachten zwei endliche Vektorrdume
V mit Basis B = {b_{, by; ... E{}, W mit Basis C = {¢];C3; ...; Cpn}
Jede lineare Abbildung f:V — W durch eine m X n —Matrix ;Ap darstellen
(f(f))c = c4p '7_53

Die Spalten der Matrix Ap sind die Bilder der Elemente von B in der
Komponentendarstellung bezliglich der Basis C:

As= ((F@)), (), - (f(Ba)).

Beispiel (Kann mittels Inverser oder Gauss berechnet werden)

—x,
f:R? > R3: (i;) - ( 2% >,
X

2~ X

=[0G e=[0):() ()

-5 100
4>=<010
3 0 0 1
-3 10 1]-3 100

(f(_;)> = (—2) =(0 2 —4—2>=<0 1 0
c 4/), \1 1 1la 0 0 1

-11 -11
Ag= |14 15
6 8/

c

-11
14)
6

-11
i )
8

Die Abbildungsmatrix gTs fir den Basiswechsel von S nach B

-1
e Die Matrix gTs ist die Inversevon ¢Tg : gTs = (STB)

lineare Abbildung f

R? — R’
— SA‘S ~
X —> ()
sTs l TSTE
x — )
545
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Streckung Orthogonale Projektion Spiegelung Rotation Scherung
e x-Richtung 44 e Geradeg:ax+by=0 e Geradeng:ax+by =0 e Um den Ursprung e In x-Richtung
e y-Richtung A, e Mita®?+b%2=1 e Mita?+bp%2=1 e Umden Winkel ¢ e Mit Faktorm
(Al 0 ) (1 —a2 —ab ) (1 —2a* —2ab ) (cos (¢) —sin (<p)) (1 m)
0 4 —ab 1-b? —2ab 1-2b? sin (¢)  cos (¢) 0 1
e x-Richtung 3 e Geradeg:2x—y =20 e Geradeng:x+7y =20 e Inx-Richtung
e y-Richtung -1 e Normiert g: %x — Tlgy =0 e Normiert g:\/%x + \/%y =0 e Mit Faktor 3
3 0 ) 1 48 -14 1 3
( L1z 507 ) (o )
0 -1 —- 50 \—-14 —48 0 1
5 (2 4)
Zentrische Streckung Orthogonale Projektion auf die Ebene Spiegelung an der Ebene Rotation um den Winkel ¢
e Faktor A e Eax+by+cz=0 e FEiax+by+cz=0 1 0 0
e a’?+b?+c?= e a?+b2+c%2=1 x — Achse: | 0 cos (@) —sin (¢)
A 00 0 sin(p) cos (@)
0 40 1-a? —-ab -—ac 1-2a* —-2ab  —2ac _
00 2 P=( -ab 1-b* -—bc S=| -2ab 1-2b*> —2bc cos (¢) 0 sin(¢)
—ac —bc  1-c? —2ac —2bc 1-—2c? y — Achse: 0 1 0
—sin (¢) 0 cos (@)
P—FE—n-nT S=E-27-7T

cos(p) —sin(p) O
Rotation um den Winkel ¢ um die Achse durch den Ursprung, deren Richtung durch den normierten Vektor d z — Achse: (smo((p) COSO((p) (1)>
festgelegt ist.

cos(p) +af(1—cos(p))  a1a,(1— cos(p)) —azsin (p) ayaz(1— cos(p)) — asin (p)
x — Achse: | a;a,(1 — cos(¢)) + assin (@) cos(®) + a3(1 — cos(p)) a,as(1 — cos(p)) — a;sin (@)
aaz(1 —cos(p)) — azsin (¢) azaz(1 —cos(p)) +asin (¢)  cos(p) + a3 (1 — cos())
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