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Grundlegende Definitionen 
Alphabet 
Eine endliche, nichtleere Menge von Symbolen. 
Konvention 
Alphabet wird durch ∑  dargestellt 
Beispiel 
∑ = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  ist die Menge der drei Symbole 𝑎, 𝑏 und 𝑐 
Wörter 
Eine endliche Folge von Symbolen eines bestimmten 
Alphabetes. (Vergleichbar mit einem String) 
Konvention 
Man sagt über dem Alphabet ∑ 
Wörter werden als Kleinbuchstaben dargestellt. 
Beispiel 
alain ist ein Wort über dem Alphabet ∑ = {𝑎, 𝑏, 𝑐, … , 𝑧}  
Leeres Wort 
Ein Wort, das keine Symbole enthält. Es wird durch das 
Symbol 휀 dargestellt und ist ein Wort über jedem Alphabet. 
Länge eines Wortes 
Anzahl Symbole eines Wortes. |𝑤| 
|1001101| = 7  
Leerzeichen sind auch Symbole 
Häufigkeit eines Symbols in einem Wort 
Absolute Häufigkeit eines Symbols 𝑥 in einem Wort 𝑤. 
|1001101|1 = 4  
Spiegelung 
Mit 𝑤𝑅  wird das Spiegelwort zu 𝑤 bezeichnet. 
(𝑎𝑏𝑐)𝑅 = 𝑐𝑏𝑎  
Palindrom 
Wenn 𝑤 = 𝑤𝑅            bsp. 𝑤 = 101   𝑤𝑅 = 101 
Teilwort (Infix) 
𝑤 = 𝑎𝑏𝑏𝑎       𝐼𝑛𝑓𝑖𝑥 = {휀, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑏, 𝑏𝑏, 𝑎𝑏𝑏𝑎, 𝑏𝑏𝑎, 𝑏𝑎} 
Echtes Teilwort 
Teilwort darf nicht identisch mit dem Wort sein. 
𝑤 = 𝑎𝑏𝑏𝑎        𝐼𝑛𝑓𝑖𝑥 = {휀, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑏, 𝑏𝑏, 𝑎𝑏𝑏𝑎, 𝑏𝑏𝑎, 𝑏𝑎} 
Präfix 
𝑤 = 𝑎𝑏𝑏𝑎     𝑃𝑟ä𝑓𝑖𝑥 = {휀, 𝑎, 𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑏, 𝑎𝑏𝑏𝑎} 
Echtes Präfix 
Präfix darf nicht identisch mit dem Wort sein. 
𝑤 = 𝑎𝑏𝑏𝑎     𝑃𝑟ä𝑓𝑖𝑥 = {휀, 𝑎, 𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑏, 𝑎𝑏𝑏𝑎} 
Suffix 
𝑤 = 𝑎𝑏𝑏𝑎     𝑆𝑢𝑓𝑓𝑖𝑥 = {𝑎𝑏𝑏𝑎, 𝑏𝑏𝑎, 𝑏𝑎, 𝑎, 휀} 
Echtes Suffix 
Suffix darf nicht identisch mit dem Wort sein. 
𝑤 = 𝑎𝑏𝑏𝑎     𝑆𝑢𝑓𝑓𝑖𝑥 = {𝑎𝑏𝑏𝑎, 𝑏𝑏𝑎, 𝑏𝑎, 𝑎, 휀} 
Menge aller Wörter der Länge 𝒌 
∑ = {𝑎, 𝑏, 𝑐}   ist ∑2 = {𝑎𝑎, 𝑎𝑏, 𝑎𝑐, 𝑏𝑎, 𝑏𝑏, 𝑏𝑐, 𝑐𝑎, 𝑐𝑏, 𝑐𝑐} 
Es gilt immer ∑0 = {휀} 
Kleenesche Hülle 
Die Menge aller Wörter über einem Alphabet ∑ wird mit 
∑∗ bezeichnet 
Für {0,1} ist ∑∗ = {휀, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, … } 
Positive Hülle 
∑+ = ∑∗{휀}  ist die Menge aller nichtleeren Wörter. 
Konkatenation (Verkettung) 
𝑥 = 𝑎𝑑𝑐 und 𝑦 = 𝑑𝑒𝑓  Dann ist 𝑥𝑦 = 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 
Wortpotenz 
𝑎3 = 𝑎𝑎𝑎  
𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏 = 𝑏2(𝑎𝑏)4𝑏𝑎4𝑏𝑎𝑏  

Sprache 
Eine Teilmenge 𝐿 ⊂  ∑∗ von Wörtern über einem Alphabet ∑ 
wird als Sprache über ∑ bezeichnet. 
𝐿 = {𝑤|𝑤 𝑒𝑛𝑡ℎä𝑙𝑡 𝑛𝑢𝑟 𝐸𝑖𝑛𝑠𝑒𝑛}  
Wichtig: 

• Sprachen können aus unendlich vielen Wörter bestehen. 

• Wörter müssen au einem festen, endlichen Alphabet 
gebildet werden. 

• Wörter selber haben eine endliche Länge. 

• ∅ beschreibt die leere Sprache. 
Konkatenation 
𝐴 ist eine Sprache, aller Binärwörter die mit 1 beginnen. 
𝐵 ist die Sprache, aller Binärwörter die mit 0 enden. 
𝐴𝐵 = {10, 1010, 1100110010, … }  
Kleenesche Hülle 
𝐴∗ einer Sprache 𝐴 ist durch {휀} ∪ 𝐴 ∪ 𝐴𝐴 ∪ 𝐴𝐴𝐴 … definiert 
(𝐴∗)∗ = 𝐴∗  
𝐴 = {𝑎𝑎, 𝑎𝑏, 𝑏𝑎, 𝑏𝑏}∗      {휀, 𝑎𝑏𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑎𝑏, 𝑎𝑎𝑏𝑏, … } 
Entscheidungsproblem 

 
Beispiel (gerade Zahl) 

 
Beispiel (Primzahl) 

 
 

Reguläre Ausdrücke 
Reguläre Ausdrücke sind Wörter, die Sprachen beschreiben. 
Die Sonderzeichen 휀 und ∅ sind reguläre Ausdrücke. 
Jedes Symbol aus dem Alphabet sind auch regexe. 

 
Beispiel 
Ein regex, der die Sprache aller Binärwörter der Länge 4 
beschreibt: 

 (0|1)(0|1)(0|1)(0|1) 
Ein regex für die Sprache der Binärwörter, die das Teilwort 
00 enthalten. 

 (0|1)∗00(0|1)∗ 

Endliche Automaten (EA) 
Ein (deterministischer) endlicher Automat (EA) ist ein 
Quintupel: 𝑀 = (𝑄, ∑ , 𝛿, 𝑞0, 𝐹)  
𝑀 = endlicher Automat 
𝑄 = endliche Menge von Zuständen {𝑞0, 𝑞1, … , 𝑞𝑛}(𝑛 ∈ ℕ)  
∑ = Eingabealphabet {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚}(𝑚 ∈ ℕ)  
𝛿 = Übergangsfunktion 𝑄 × ∑ →  𝑄 
𝑞0 = Startzustand 
𝐹 ⊂  𝑄 = Menge der akzeptierenden Zustände 

 
 
Konfiguration 
Wenn 𝑀 sich in einer Konfiguration (𝑞, 𝑤) ∈ 𝑄 × ∑∗ 
befindet, bedeutet dies, dass 𝑀 im Zustand  𝑞 ist und noch 
das Suffix 𝑤 des Eingabewortes lesen soll. 
Wie 𝑀 in die aktuelle Konfiguration gelangt ist, spielt keine 
Rolle. 
Startkonfiguration 
Eine Konfiguration (𝑞0, 𝑤) ∈ {𝑞0} × ∑∗ nennen wir eine 
Startkonfiguration von 𝑀 auf 𝑤. 
Beispiel 
Die Startkonfiguration mit 𝑤 = 𝑎1, 𝑎2, 𝑎2, 𝑎1 lautet: 
(𝒒𝟎, 𝒂𝟏𝒂𝟐𝒂𝟐𝒂𝟏) 
Endkonfiguration 
Jede Konfiguration aus 𝑄 × {휀} nennen wir eine 
Endkonfiguration. 
Beispiel 
Endkonfiguration von 𝑀: (𝑞0, 휀), (𝑞1, 휀), (𝑞2, 휀), (𝑞3, 휀) 
Berechnungsschritt 
Ein Berechnungsschritt ˫𝑀 von 𝑀 ist die Anwendung der 
Übergangsfunktion auf die aktuelle Konfiguration und ist 
definiert durch: (𝑞, 𝑤)˫𝑀(𝑝, 𝑥) 
Beispiel 
Berechnung des Wortes 𝑤 = 𝑎1𝑎2𝑎2𝑎1 auf den Automaten 
𝑀. 
(𝑞0, 𝑎1𝑎2𝑎2𝑎1)˫𝑀(𝑞1, 𝑎2𝑎2𝑎1)˫𝑀(𝑞3, 𝑎2𝑎1)˫𝑀(𝑞4, 𝑎1)˫𝑀(𝑞4, 휀) 
Sprache eines endlichen Automaten 
Die Sprache 𝐿(𝑀) eines endlichen Automaten 𝑀 ist die 
Menge aller von 𝑀 akzeptierenden Wörter. 
𝐿(𝑀) = {𝑤 ∈ ∑∗ | Berechnung von 𝑀 auf 𝑤 ist 
akzeptierend} 

Nichtdeterministischer endlicher Automat 
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein 
Quintupel: 𝑀 = (𝑄, ∑ , 𝛿, 𝑞0, 𝐹) 
𝛿: 𝑄 × ∑ → 𝑃(𝑄) 
𝑃(𝑄) = die Potenzmenge von 𝑄, also die Menge aller 
Teilmengen von 𝑄. 
Der Automat kann also von einem Zustand in einen Zustand, 
mehrere Zustände oder auch in keinen Zustand übergehen. 

 
Berechnungsschritt 
Ein Berechnungsschritt in einem NEA ist die Anwendung der 
Übergangsfunktion auf die aktuelle Konfiguration. 
Dargestellt wird ein Berechnungsschritt durch 𝑘 viele Zweige 

 
 
Berechnung 
Die Berechnung eines NEA auf 𝑤 startet in der 
Starkonfiguration. 
Anschliessend wird in jedem Zweig des ersten 
Berechnungsschrittes der nächste Berechnungsschritt 
durchgeführt. 
Das wird für jeden Zweig fortgesetzt, bis der NEA entweder 
in einer Sackgasse landet oder das ganze Wort gelesen 
worden ist. 
Akzeptierende Berechnung 
Eine Berechnung von 𝑀 auf einer Eingabe 𝑤 ist 
akzeptierend, wenn für mindestens ein weg das Wort ganz 
gelesen wurde. 

Äquivalenz von (D)EA und NEA 

 
NEA mit 𝜺-Übergängen 
Der NEA kann spontan den Zustand wechseln, ohne ein 
Eingabesymbol zu lesen. 

 
Äquivalenz von (D)EA und 𝜺-NEA 
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Übersicht 

 
Teilmengenkonstruktion 

 
Zustandsklassen 

 
Jedes Wort landet in einem Zustand. 
Kein Wort landet in 2 Zuständen. 
 

 
 
Grenze endlicher Automaten 
Wenn ein EA 𝑀 nach dem Lesen zweier Präfixe 𝑥 und 𝑦 im 
gleichen Zustand landet, kann er nicht mehr zwischen 𝑥 und 
𝑦 unterscheiden. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Kontextfreie Grammatik (KFG) 
Definition 
Eine kontextfreie Grammatik 𝐺 ist ein 4-Tupel (𝑁, ∑ , 𝑃, 𝐴) 
Mit: 
𝑁= Ist das Alphabet der Nichtterminale (Variablen) 
∑ =  Ist das Alphabet der Terminale 
𝑃 = Ist eine endliche Menge von Produktionen (Regeln), Jede 
Produktion hat die Form: 𝑋 → 𝛽 
𝐴 = Ist das Startsymbol 
Die kontextfreien Sprachen enthält die regulären Sprachen 
Linksseitige- und rechtsseitige-Ableitung 

 
Ableitungsbaum 

 
Beispiel 

 
Kellerautomaten 
Automatenmodell für die Erkennung von kontextfreien 
Sprachen. 
Kelleroperationen 

 
 
 
 
 
 
 
 

Deterministischer Kellerautomat 

 
Anfangs enthält der Keller eine Instanz des Symbols $. 
 
Damit der KA tatsächlich deterministisch ist bedingt: 
Für die Übergangsfunktion gilt zusätzlich folgende 
Einschränkung: 
Für jeden Zustand 𝑞 und alle Symbole 𝑥, 𝑏 gilt, wenn 
𝛿(𝑞, 𝑏, 𝑥) definiert ist, dann ist 𝛿(𝑞, 휀, 𝑥) undefiniert. 
Beispiel 

 
Berechnungsschritt 
𝛿(𝑞, 𝑏, 𝑐) = (𝑝, 𝑤) wird wie folgt interpretiert: 
1. Der Automat befindet sich im Zustand 𝑞 
2. Der Automat liest das Symbol 𝑏 von der Eingabe falls 

𝑏 ≠ 휀 
3. Der Automat entfernt das oberste Kellersymbol 𝑐 
4. Der Automat schreibt das Wort 𝑤 auf den Stack (von 

hinten nach vorne) 
5. Der Automat wechselt in den Zustand 𝑝 

 
Nichtdeterministischer Kellerautomat 
Unterscheidet sich von dem deterministischen KA nur in der 
Übergangsfunktion. 
Die Zustandsbedingung an die Übergangsfunktion fällt beim 
NKA weg. 
Beispiel 

 
Das * steht im Diagramm für ein beliebiges Zeichen aus ∑. In 
diesem Beispiel für 0 oder 1 und dient der Vereinfachung. 
 
 
 

Sprache eines Kellerautomaten 
Die Sprache 𝐿(𝑀) des KA 𝑀 ist definiert durch: 
𝐿(𝑀) = {𝑤 ∈ ∑∗| |(𝑞0, 𝑤, $)˫(𝑞, 휀, 𝛾) für ein 𝑞 ∈ 𝐹 und ein 
𝛾 ∈ ∗} 
Elemente von 𝐿(𝑀) werden (von 𝑀) akzeptierte Wörter 
genannt. 
Äquivalenz 
Eine Sprache ist kontextfrei, genau dann, wenn es einen NKA 
gibt, der die Sprache erkennt. 
Es gibt auch Sprachen, die nicht erkannt werden können. 

Turingmaschinen (TM) 
Eine TM ist informell ein endlicher Automat, ergänzt mit 
einem Lese-/schreib-kopf und ein unendliches Band von 
Zellen. 

 
Definition (TM) 

 
Definition (Übergangsfunktion) 

 
Definition (Band) 

 
Konfiguration / Berechnung 
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Beispiel 

Universelle TM 

 
Berechenbarkeit 

 
 
Loop 
Wichtig:    3-5=0 (es gibt keine negativen Zahlen) 

 
 

 

 

 
Primitiv rekursive Funktionen 
Primitiv rekursive Funktionen = Loop berechenbar 

 
While 

 

 
GOTO 

 
 
 
 
 
 

Turing-Vollständig 

 
Unvollständig 

 

 

 
Entscheidbarkeit 

 
(semi-)Entscheidbar 

 
 

Komplexität 
Wieviel Zeit braucht eine TM 

 
 
 

Time 
Wieviel berechnungsschritte = Time 

 

 
O-Notation 

 
 

 

 
Beispiel 
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Polynomzeit 

 
Nicht Polynomzeit 

 
Polynomzeit Verifizierer 

 
 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 


