aw

Versuchsplanung

* Stichproben

* Datentypen

Wahrschein
-lichkeits-
modelle

Schliessende
Statistik

Wahrscheinlichkeits-

Deskriptive Statistik 5
rechnun,
* Absolute und relative Schliessende Statistik Y
" . N + Zufall und
Hdufigkeiten * Parameterschatzung

Wabhrscheinlichkeit

« diskrete und stetige
Wahrscheinlichkeits-
verteilungen

* univariate Darstellungen

* Multivariate
Darstellungen

* Kennzahlen

* statistische Tests

* Vertrauensintervalle
* Regression (einfache
lineare und multiple)

Begriffe

Merkmalstréiger bzw. statistische Einheiten:
Objekte = interessierende Grossen beobachtet und
erfasst werden (z.B., Menschen, Flugzeuge, ...)

Grundgesamtheit

alle statistischen Einheiten, tiber die man Aussagen
gewinnen mochte (z.B., alle Studierenden des
Studiengangs Aviatik)

Vollerhebung
Bei jedem Individuum/ Objekt der Grundgesamtheit >
Eigenschaften gemessen/abgefragt/erhoben

Stichprobe

Eigenschaften in Teilmenge der Grundgesamtheit
erhoben. Sie kann zufallig, systematisch, willkirlich,...
Stichprobe (x3,...,xn) der Lange n

Merkmal oder Variable 2 kann man typisieren!
interessierende Grosse, die an den statistischen
Einheiten in der Stichprobe beobachtet (gemessen,

erhoben) wird. (z.B., Nationalitadt eines Passagiers,
Beforderungsklasse eines Passagiers)

(Merkmals)Auspréigungen a;

die verschiedenen Werte, die jedes Merkmal
annehmen kann. Nationalitat: Schweizer, Deutsche,...
Beispiel Partei

Eine solche Stichprobe (xj,...,xn) wadre zum Beispiel eine
Folge von n Parteinamen xi.

1.1 Merkmalstyp

Daten

Qualitativ / Kategoriell Quantitativ / Metrisch

» sind keine Zahlenwerte im » Merkmale, die numerische
engeren Sinne Werte annehmen

» haben nur endlich viele Es wird ein Ausmadd angegeben.
verschiedene Auspragungen / Das Ausmass wird mit Zahlen
Stufen angegeben.

Es wird eine Auspragung und kein Stab-Diagramme,

Ausmass angegeben. Insbesondere | Balkendiagramme, Histogramme

gibt es nur endlich viele

Auspragungen.

Stab-Diagramme,

Balkendiagramme

Nominal Ordinal Diskret Stetig
Auspragungen Auspragungen Wertebereich Merkmale, die
lassen sich nicht | lassen sich in ist prinzipiell
in naturlicher naturlicher abzahlbar, aber | jeden
Weise Weise moglicherweise | beliebigen
anordnen anordnen unendlich Wert in einem
» Reine » Ordnung gross Bereich
Katego- vorhanden annehmen
risierung » Rangierung kénnen
» Keine maoglich Alle
Ordnung auspragungen
in einem
reelen
intervall
Nationalitat | Beforde- Anzahl Geschwin-
rungsklasse | Passagiere | digkeit
Flugzeug
Bsp: Wiirfel

Fragestellung Ein Wiirfel mit den Zahlen 1 bis 6 wird viermal geworfen

Ablen /] b €
e s dalere F

Merkmalsauspriigungen

Messniveau

1.2 Haufigkeiten und Verteilungsfunktion

Begriffe:
Absolute und relative Haufigkeit
Flr alle Datentypen bestimmbar
» Balkendiagramm bei kategoriellen und diskreten
Daten

Kumulative (abs. und rel.) Haufigkeit

Flr ordinale und quantitative Daten bestimmbar

Klassierte Stichproben

Sinnvoll bei metrisch stetigen Daten

> Einflhrung von absoluten, relativen und
kumulativen Haufigkeiten fir klassierte
Stichproben

» Histogramm, PDF, CDF

Absolute und relative Haufigkeit

Grundgesamtheit Q; Stichprobe der Grésse /
Stichprobenumfang (Objekteanzahl) n mit Objekten
w1, W2, ..., Wy und Merkmalen X(w1), X(w2), ..., X(wn)
Merkmale oft auch mit X (w;)= x; gekennzeichnet
Merkmalsauspragungen: a; (i=1, ..., m)

Beispiel Geburtsmonate

Aus einer Klasse 2 werden 3 Studierende w;, w;, w3 ausgewihlt und deren Geburtsmonate
X(w1),X(w2), X (w3) notiert.

Die Funktion X:2 - {1,2,3,...12} ordnet jedem Studierenden den Geburtsmonat zu

Absolute Hdufigkeit /;
(Anzahl vom Wert (einer Merkmalsauspragung) a;in
der Urliste (der Auspragung a, aa, ... , Gm))
Funktion: h: R — R alle nicht vorkommenden Werte =
Null
Summe der Absoluten Haufigkeit = Stichproben
Umfang

hi+hy,+...+h,, =n
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Relative Hdufigkeit /; von a;(empirische)
Dichtefunktion

Absolute Haufigkeit h;

Stichprobenumfang n
Funktion f: R = [0, 1]
¢ diskrete Merkmale: probability mass function (PMF)
» stetige Merkmale: probability density function (PDF)
Summe der relative Haufigkeiten = 1

fitfot.. . +fm=1

Beispiel: Noten von 27 Studierenden

i

Noten Absolute Relative . Absolute Haufigkeit Relative Haufigkeit
Haufigkeit | Haufigkeit

1 1| (r7=)37% | ) .

3 1 37% .

35 2 74% % -

4 6 222% § .

45 7 259% .

5 4 148% ‘ 8

55 3 RECEL ] Nl |

6 3 1.1% P m e

Kumulative Héufigkeit / Kumulative Verteilfunktion
CDF

Die CDF ist eine Stufenfunktion, die monoton von 0 bis
1 wiéchst, und an den Stellen a; genau um f; springt.

Anzahl

Flugreisen a; 1 2 3 4 5 Total
Irlé/itlbﬁsglil;:teh, ’ 8 5 7 1 30
Hiﬁmﬁ 5 9/30 8/30 5/30 7730 1730 |
e | D 43 122 |12 |20 | sommenwet
a9 g ane B i A

Stichprobe: x4,...,x,
(empirische) absolute Summenhaufigkeiti: R - R:
H(x) = Anzahl aller Stichprobenwerte

< x bzw.
HE = ) by
i:a;j<x

(empirische) relative Summenhaufigkeit

H:R - [0,1]:
= Z fi

Fx) = il

n = Stichprobengrosse

Beispiel: Noten von 27 Studierenden

aufsummierte absolute/relative Haufigkeiten aller
Beobachtungen, die kleiner oder gleich der jeweiligen
Auspragung sind.

Relative Haufigkeit Kumulative relative Haufigkeit

8 a

020
L

F(§)=078

015

Relative Haufigkelt (PDF)
010

Kumulative relative Haufigksit (COF)

0.00 05
L

—

[ |

[

|

0o 02

L L

1.3 Klassierte Stichproben

Absolute und relative Haufigkeit

grossen Stichproben metrisch stetiger Merkmale >
Einteilung der Stichprobenwerte in Klassen >
Merkmalsbereiche angrenzend (gleich gross nicht
notwendig) Intervalle.

» Obere Intervallgrenzen zdhlen immer zum
darauffolgenden Intervall.

> Einzelne Stichprobenwerte treten in den
Hintergrund

> Es gibt nur noch Klassen und deren Intervalllange

» die absolute / relative Haufigkeit h; / f; einer

Klasse/eines Intervalls ergibt sich aus dem

Flacheninhalt des dariiber liegenden Rechtecks
absolute / relative (Hdufigkeits-) Dichte =h / f
Klassenbreite = d;

_h _fi
h—d—iundf—di

Beispiel Ausgaben fiir Transport

Klasse c;
Von ... bis weniger
als ...

[100,200(

[200,500(

[500,800[

[800,1000[

[1000,2000]

Total

Absolute Haufigkeit
h; des Intervalls

35

182

317

84

750

Relative Haufigkeit
fi des Intervalls

35/75

0 182/750

317/750

84/750

Séulenbreite im
Histogramm d;

300

300

200

Dichte

=

=35/10

Absolute Haufigkeit h(x)

0

hy =35

hy = 182

h =182/300

100

d

200

=100

500

d; = 300

Stichprobenwerte x

Relative Hdufigkeitsdichtefunktion (PDF)

fl) =

Selopiz) Uber esse

Stichprobengrosse

i
Von ... bis weniger
als ...

[100,200]

,500]

[500,800[

[800,1000[

[1000,2000[ | Total

absolute Haufigkeitsdichtefunk... h(x)

n

Absolute Hiufigkeit
h; des Intervalls

35

182

317

84

132 750

Relative Hiufigkeit
fides Intervalls

35/750

182/750

317/750

84/750

132/750 1

Séulenbreite im
Histogramm d;

100

300

300

200

1000

Siulenhhe im
Histogramm

(abs. Haufigkeits-
dichte h: R — R)

35/100

182/300

317/300

84/200

132/1000

Séulenhdhe im
Histogramm

(rel. Haufigkeits-
dichte f: R — [0,1])

(35/750)

100

(182/750)
300

(317/750)
300

(84/750)
200

(132/750)
1000

/
)zhrllche Asgaben - Histogramm

0.0014

0.0012

0.0010

0.0008

0.0006

0.0004

Haufigkeitsverteilung - PDF

0.0002

0.0000 T
0 250

500

750

1000

1250

Ausgaben in Franken

1500

1750

2000
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Kumulative Verteilungsfunktion (CDF)
Integration der relativen Haufigkeitsdichtefunktion

(PDF) f(x)
F(x) = f_ f(t)dt

Beispiel Klassen

Klasse a; [100,200] .[56‘('):5.6(')‘[‘ [500,800 [[800,1000[[[1000,2000[ | Tota
Von ... bis weniger

als ...

Relative Haufigkeit 35/750 182/750 | 317/750 84/750 132/750 1

fides Intervalls

Werte der kum.

Verteilungsfunktion

(CDF) F(x) an der 35/750 217/750 534/750 618/750 1

rechten

Intervallgrenze

O A Stichprobenwerte 1

1.4 Kenngrossen
Lagemasse Streuungsmasse | Schiefemasse
Zentrum Breite Asymneetrie
beschreiben geben an wie beschreiben
um welchen ,breit“ die die Form der
,mittleren” Verteilung ist, Verteilung

d.h. wie stark
die Werte um
das Zentrum
streuen

Wert die Daten
verteilt sin

Definition Lagemasse

Arithmetisches Mittel (auch empirischer Mittelwert)
» Durchschnitt der Daten

Median
> teilt eine Stichprobe in zwei (gleich grosse)

Halften

> entspricht dem 2. Quartil

Modus (oder Modalwert)

> Ist der haufigste Wert, der in der Stichprobe

vorkommt

Arithmetisches Mittel (Mittelwert / Durchschnitt)

n

_12

i=1

=

m = Anzahl der verschiedenen Merkmale

n=xIh

Median (liegt in der Mitte)
- Daten der Grosse nach ordnen (klein nach gross)
Ungerade Anzahl von Date (n):
X = mittlere Wert der geordneten Daten = x[nTH]

Median(xy, ..., x7) = X[4]

| | | "
1 T T | T >
XX X X X X,
Gerade Anzahl von Daten (n):
|
X=—=-\xm + xn )
2 Ul T 72+l
1
Median(xy,...,x¢) = E(XBI + xq4))
| | | | | | | >
1 | 1 1 | >
X, X, X X X5
Median oder Mittelwert
Rechtsschief Symmetrisch Linksschief

— Mittelwert
— Median

Xmod < Xmed < X

Xmod = Xmed = X

Xmod > Xmed > X

Weitere «Mittelwerte»
Harmonisches Mittel h von n Zahlen X1, X2, ..., Xn :

n

h =

1 1 1
x_l + x—z +...+ E
Das ist das Mittel von Quotienten (Ratios, Verhéltnisse,
ect.)
Geometrische Mittel g von n Zahlen x1, X, ..., Xn:
1
g = X1 Xy ..o Xpn

Das ist das Mittel der Wachstumsraten
(Zinsrechnungen)
Beispiel Gewinnspiel — empirisch

Resultat Sonstiges | 3er Pasch i rosse 4er Pasch | Ser Pasch
< House Strasse
|Gewinn a; -1 | 0 4 8 10 20
Absolute
. 3 3 5

Hiufigkeit h; 74 13 : - 4 :
Refatve. . || g4 0.13 0.03 0.05 0.04 0.01
|Haufigkeit f; |
Kum. abs. & 4 i

. o 4 8 90 95 99 00
Hiufigkeit H; : '
Kum.' ml‘. 0.74 0.87 0.90 0.95 0.99 1
Hiufigkeit F; :

Arithmetische Mittel:

f=—(-1-74+0-13+4-3+8-5+10-4+20-1)=—= 0.38 [CHF]

100 100

Median

Median(xy, ... Xn) = Xmed 1

Modus

Modus(xy,...Xp) = Xmoa = -1

Definition Streuungsmasse

Datensatz 1: -2 -1 01 2 Datensatz 2: -20-100 10 20
- Arithmetisches
Mittel/Median fir
beide 0

- Streuung im

Datensatz 1 escce

Datensatz 2-| & . . . .

zweiten Datensatz
grosser

Varianz
mittlere quadratische Abweichung der Beobachtungen

vom arithmetischen Mittel
n

s? = %Z(xi —x)?

i=1
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m

St n)-e

1m
- (a: — %)% =
S —nE h;(a; — X)

i=1 =1

n = Stichprobengrésse / m = Anzahl Merkmale

Korrigierte Varianz

n
1 _
Skor = mZ(xi -%)? = s?
i=1

Standartabweichung
Quadratwurzel der Varianz
» Vorteil: gleiche Einheit wie die Beobachtungen
> Nachteil: Standardabweichung (wie auch
Varianz) nicht robust gegen Ausreisser.

= = Dm-22 = T

Kovarianz (Erweiterung Varianz auf zwei Variablen)
Sxy = xXy—Xx-y
Alternative Streuungsmasse
Interquartile Range (IQR) (Interquantilsabstand)
deckt die zentralen 50% der Daten ab
IQR=0Q3 -0, = Rq3 _Rq1

rechtsschiefe Verteilung symmetrische Verteilungen

A

Mean absolute deviation (MAD)
> Robustes Gegenstlick zur Standardabweichung

linksschiefe Verteilung

> Mittelwertbildungen durch Mediane ersetzen
MAD, =
1.4826 - median(|x; — X|, |x, — X|,..., |x, — X])
Perzentil / Quantil
Eine Zahl R heisst g-Perzentil / Quantil, falls R die
Stichprobenwerte im Verhaltnis q:(1-q) teilt
(1-q)-100%

q-100%
A
L | | | 4 | A
T | =

0.25-Quantil 0.5-Quantil 0.75-Quantil

1. Quantil 2. Quantil 3. Quantil

Berechnung:
n - q ganze Zahl 1
1 Rg=75" (%n-q + Xn-g+1)
n - q Bruch R,
= Xp.q (ndchst grosser Zahl)

Beispiele Quantile
0.25-Quantil:

nq=7025=175mit[n-q]l =2

X[nq) = X[2) = 1 (2. Stichprobenwert)

Rozs =1

0.5-Quantil:

n-q =7-0.5 = 3.5 mit der niichstgrosseren ganzen Zahl [n - q] = 4
X[n.q) = X{4) = 3 (4. Stichprobenwert)

Ros =3
0.75-Quantil:

ng=7075=525mit[n-q] =6

Xjn.q) = X6] = 4 (6. Stichprobenwert)

Ro7s =4

Quantile bei klassierten Daten
Ry =F'(x)
sucht Klasse [a, b[ mit F(a) < q £ F(b)
b-a) (- F@)
F(b) — F(a)
Beispiel Quantile aus und tber CDF

Ry=a+

COF der Stichprobe.

COF der Stichprobe

o
Das 1.Quartil

Das 3. Quartil lautet: .- veuucvuurenrinieinenes

ooy Ros™

autet: i

Der Median lautet:

Das 3. Quartil lautet

Beispiel: Ausgabe fiir transport

q=0.6

Klasse, so dass F(a) < 0.6 < F(b):
»Klasse [500,800[

b-0)@-F@) _

(800-500)(0.6—0.29)
»Formel: R, = ————= =720.5Fr.
g =a+ F(b)—F(a) 500 + 0.71-0.29 5
Lo Hasste D2t [Tjasse a; [100,200[ | (200,500 [ [500,800[ [[800,1000[|[1000,2000[ | Total
‘ —~"| | Von ... bis Weniger
os als ...
| Relative Haufigkeit | 35/750 | 182/750 | 317/750 | 84/750 | 132/750 1
E [ fides Intervalls
as] Werte der kum.
Verteilungsfunktion
“-‘ (CDF) F(x) an der 35/750 | 217/750 | 534/750 | 618/750 1
rechten
05 % w0 5w w0 | Intervallgrenze =0.05 |= 0.29 |=0.71|= 0.82
Boxplot
héchstens 1.5 - (Q3 — Q,) hochstens 1.5 - (Q3 — Q)
- e
untere Antenne — k. PR C— obere Antenne
® .\\ | ® & «— obere Ausreisser
untere Ausreisser
| | | [ | | 1
T T 1 11 T T -
o 0, 0 o Stichprobenwerte

- nicht geeignet bei bimodalen Verteilungen

Form der Verteilung in einem Histogramm

symmetrisch rechtsschief linksschief
2 2
o 2 2
2
z ®1 5 84 5 84
5 5 5
[ [~ T 3
o |
o o o
— T T T T T T T T T — T T T
3 -2 140 1 2 3 0 5 10 15 20 -15 5 0 5 10
unimodal bimodal multimodal
3
8 21
=g g 81
> 7 > >
§ 5 8- § 81
3 3 2 3
2 2 24 2 Q4
w 4 . = w
4 &1 &1
o o =)
— T T T — T T T T T T T
3 2101 2 3 4 2 0 2 4 6 -10 5 0 5 10
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Darstellung von Variabeln

Metrische Variablen

- Mittelwert/Standardabweichung > bei symmetrischer Verteilung

- Median/IQR/Quantile - robuste Kennzahlen

- Histogramm -> generell gut geeignet

- Boxplot - auch gut, aber zeigt wenig Details

1. Kategoriell vs. Kategoriell

Informationen zu den landenden Flugzeugen eines
Tages am Flughafen Zirich.

Wie konnte man Landebahnen und Standplatze
gleichzeitig darstellen?

Kontingenztabelle

- Standplatz
” Bty
0
150 7 Charlie
Standplatz - Delta
M Dock A 50 Dock E
chéie e
Deﬁ:e . india
Dock E
f‘g{glon 40
_ 100 4 India =
<
= §
- 2 30+
20
50
10
0 = — 0 -— lJ—l
14 16 28 34 14 16 28 34

Mosaik-Plot

Standplatz

India H@toktDick E Delhordie EDock A

i}

Landebahn

Landebahn

2. Metrisch vs. Kategoriell
Tabelle mit Kennzahlen

Boxplots
Passagiere
400
é 300
%:200— _,_ . B
g 5 o
T Teae
04 - - =

DockA DockB Charlie Defta DockE Foxtrott Hotel

Stripcharts

Standplatz

Verspétung nach Landebahn

India

150
1

fo

o

g g
2
SN i
3 g
4 o oo
> o
(=]
et
o |8
w o
T T T T
14 16 28 34

3. Metrisch vs. Metrisch
Scatterplot bzw. Streudiagramm

350 °
300
g
o 250
E ° o
S 200
&
Q
"E’, 150
2
é 100
(=
50
0 -
T T T T T
0 50 100 150 200
Transferpassagiere
Beispiel 1 Beispiel 2
O O
o oo 1%
@ i
i @
. ﬁ |
@ %GDO . o §$o
— O [ @
%% N | ol

Beispiel 1 Beispiel 2

«linearer» monoton abfallend
positiv negativ

stark mittel

Beispiele Scatterplot (Streudiagramm)
Die Punkte liegen

«je grosser umso Mit grosser

schwerer» ziemlich regellos werdenden x-Werten
verteilt. Man erkennt | werden die y-Werte
keinen kleiner.

Zusammenhang.

a8 a

|

FEI

H

o0

)

O T i -

Linear, positiv, Nicht-linear, Linear, negativ,
stark schwach stark
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Darstellungsméglichkeiten fiir bivariate Daten
Kategoriell vs. Kategoriell:

- Kreuztabelle - wenig Ubersicht, langweilig
- Gruppierte Balkendiagramme -> massig tUbersichtlich

- Mosaikplot -> gut, aber wenig verbreitet

Metrisch vs. Kategoriell:
- Tabelle mit Mittelwerten
- Boxplots

- Stripcharts

- beschrankte Information, langweilig
- generell gut geeignet
- auch gut, wenn “stacked”

Metrisch vs. Metrisch:

- Korrelation -> Mass fir linearen Zusammenhang
- Scatterplot - zeigt die Verteilung der Daten
Korrelation

Pearson-Korrelation:

Misst die Starke des linearen Zusammenhangs
Spearman-Korrelation, a.k.a. Rang-Korrelation:
Misst die Starke des monotonen Zusammenhangs

e

G ore

-
1 eae Zl«.mwm%é;
y -

@ksn:w\%l/k.rg

Pearson Korrelation (Korrelationskoeffizient)
Yic (i = %) - (i — ¥)

Txy = n 2.\ =2
VI G =02 - X (v — 5)
1

o Yica(xi =) - (vi — %)

Sxy

Cosf 8 om

\/%Z?ﬂ(xi -7 \/% 2, (i — )2 xSy

/

S, xXy—x:
rxy = = — D 55 (am einfachsten zu verwenden)
xSy xz_z2. [yz-y2
1< 1 %
f=;'zxi J_’=;'ZJG‘
i=1 i=1
1 % 1 <
x_=;'2xi3’i X =;'in2
i=1 i=1
* Esgiltimmer: —-1<mn,<1

positive Korrelation («je mehr desto mehr»)
negative Korrelation («je mehr desto weniger»)
=1 - Punkte exakt auf Gerade mit positiver Steigung
Tyy = —1 > Punkte exakt auf Gerade mit negativer Steigung
* 7yynahebeit 1 -> Punkte streuen eng um die Gerade

"y >0 D
" Ty <0 D

Tyy

Tyy ist nicht die Steigung der Geraden

* 7y =0 > keinlinearer Zusammenhang (anderer
Zusammenhang kann bestehen)

= Korrelation nie ohne Blick auf den Scatterplot beurteilen

Beispiel Empirische Kenngréssen
x=[1,23]undy = [4,-1,2]
Die arithmetischen Mittel lauten:

1
,\'-:§[1+2+3|:2

1 . 5
y=3zl-1+2]=3

w

Die Varianzen lauten:

1 2
x‘f:§|(1_2)-'+(2_2).1+(3_2);|:?

_ 1 i S . . 5y 1 72, B2y ohiay 38

¥ Sgiteg til=g F RISl v 15

Die Standardabweichungen lauten:
B p—
V38

|12
=

N3

Se = Sy =

Die Kovarianz lautet:

(%2}

5 5 =

1 . - - - - - 9 s
blv.v:§|(1 *Z)(‘1*§)+(Z*Z)(*1 *§)+(3*l)(2*§)7:—§‘

Der Korrelationskoeffizient lautet:

Sx

) ” [3

7

Spearman — Rangkorrelation
Rangkorrelation Pearson Korrelation vorzuziehen:
> Zusammenhang nicht linear sondern monoton
> es Ausreisser geben kénnte
» die Werte (xi, yi) nicht glockenférmig verteilt

erJ’R

2 ((m”g () = 252) - (rang) -5 1))

JZ?=1 (rang(x) — nle)2 : \/Z?ﬂ (rangy) -5~

mit

n+1)2

1 .
=rg(x) =rg(y)

Einzelne Teile einzeln berechnen, da Taschenrechner schnell Gberfordert wird!!
Es kann vorkommen, dass zwei oder mehr Werte
fur x denselben Wert annehmen. In diesem Fall
wird diesen verbundenen Rangen der
Durchschnittsrang zugewiesen.
_(6-3.d})

nn2—1)
d; =rg(x;) —rg(y;) = Differenz der Réange
Diese Formel ist nur anwendbar, wenn alle
Range unterschiedlich sind.
Beispiel Spearman-Korrelation

Txryr = Tsp = 1

; ) N 3 4 5 6
b 59 35 43 23 42 27
Vi 14.6 11.8 143 13.0 14.2 11.0
wo |6 |3 | &S| 7| 2|
rg)-rgm | 2.8 | 08| 1.8 |-28 |0.0 | -4,
L rg(y)
rg(ys) é 74 5 g I 1 35
gy -re | 2.V | TAC| 4| -0y O, 5|- L
Beispiel Verbundene Réinge
i 1 2 3 4 5 6
xi 23 27 35 35 42 59
ra(x) HENN A RN
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Korrelation Interpretation

= Korrelationen mit kleinem Absolutbetrag konnen
rein zufallig von 0 verschieden sein (ab 0,7 kann
man eine «normale» Interpretation beginnen)

= Vorsicht bei Stichprobengrdsse; bei zwei Punkten
ist 73y immer 1

= Ein statistisch gesicherter und im Streudiagramm
offensichtlicher Zusammenhang noch lange kein
kausaler (ursachlicher) Zusammenhang
o XkannvonY oder Y von X abhdngen
o Eine dritte Grosse Z (Confounding factor)

kann X und Y beeinflussen

o Der Zusammenhang kann voéllig zufallig sein

Confounding Factor
Ubersehen eines dritten Merkmales, das mit den
anderen inhaltlich in Zusammenhang steht.

Scheinkorrelation (oder von einer Scheinkausalitéit)

Beispiel Storch

Mit der hohen Korrelation zwischen der Zahl der Stérche und der
Zahl der Geburten zwischen 1900 und 1970 kénnte man statistisch
beweisen, dass der Klapperstorch die Babys bringt...

Multivariate Beobachtungen: Simpson Paradoxon
= Tritt haufig auf, wenn Daten heterogener
Gruppen aggregiert werden
=  Falscher Schluss aus einfachen
Balkendiagrammen, da Gruppengrosse nicht
bericksichtigt wird
= Beinhaltet mindestens 3 Variablen (Beispiel von
Hochschulen)
o Zielvariable (Zulassung)
o Beobachtete Variable (Geschlecht)
o Storvariable o
(Departemente)
Scatterplot Matrix >

Fakultdt

n=n-n-1)-n—-2)..-3:-2-1 0!=1
Binomialkoeffizient
!
&) =
! ! !
G)zm-£—0y=0:m=1iu=1
Symmetrie Rekursion
W=Ge) | Gr)=0)+(2)

Beispiel Lotto 6 aus 45

(45)__ 45! 45-44-43-42-41-40-39!
6/ 6!(45—-6) 6!-39!

_ 45-44-43-42-41-40 5'864'443200
B 6! a 720

= 8'145'060

Produkteregel
Wie viele Wege von A nach E gibt es?

0 000

Z=N1'Ny-...Nx=2-4-1-3=24
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Zufallsexperiment
Ein Versuch bzw. eine Situation, in welchem/r das
Ergebnis nicht deterministisch (bei gleicher Eingabe
immer die gleiche Ausgabe) vorbestimmt ist.
=>» Bei einer Wiederholung immer exakt dasselbe
Resultat einstellen wiirde?

Seite 7 von 19



Nein = Definition fiir ein Zufallsexperiment
erfullt!

Ergebnis
Zufallsexperiments.
o 1 xWirfelwurf: 2 (jedes Ergebnis hat
Wahrscheinlichkeit 1/6 bzw. 100/6 %)
Fairer Wiirfel = Idealisierung = jede Seite gleiche
=>» Bei jedem Experiment genau ein Ergebnis!

Ergebnisraum / Wahrscheinlichkeitsraum
Menge aller moglichen Ergebnisse.
Ergebnisraum 2 = {1,2, ...,6}
Michtigkeit (Anzahl der Elemente) = ||

Ereignis
Konstellation, die unter Umstdanden von mehreren
Ergebnissen erfiillt wird.

Teilmenge A von Q
Bsp.: 1 x Wiirfeln: A = ,alle geraden Zahlen” = {2,4,6}
Teilmenge kann eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet
werden.

Spezielle Ereignisse

> Elementarereignisse: {w1},{w2}, ... enthalten
nur ein Ergebnis
Bsp.: 1 x Wiirfeln: w1 = {1}, w2 = {2}, w3 = {3},
w4 = {4}, w5 = {5} und w6 = {6}

» Gegenereignisvon A: Amit AUA°=Q
Bsp.: von Fussballmatch =2 A = «Winti
gewinnt»: A° = «Winti verliert oder es gibt ein
Unentschieden»

> Sicheres Ereignis: A=Q
Bsp.: vom Treibstoffverbrauch = A = “Es wird
mebhr als Ot verbraucht.”

» Unmogliches Ereignis: A = @ (leere Menge)

Mengenoperationen
= Schnittmenge: AN B = Komplement: A€

= Vereinigung: AU B « Differenz: A\ B (A ohne B)

1 B A B 1 B

L @

Vereinigung Komplement Differenz

( ['D

Schnittmenge

Beispiele Mengenoperationen

» Treibstoffverbrauch: A = [35t, 37t], B = [36t, 40t]
Schnittmenge: [36t, 37t]
Vereinigung: [35t,40t]

»  Wirfeln: A = «Gerade Zahl» und B = «Zahl kleiner
gleich 4»
Differenz A \ B = «Es wird eine 6 gewurfelt»
Komplement AC: «Ungerade Zahl»

Ereignisraum

Menge aller Teilmengen / Potenzmenge von Q
Ereignisraum = 22!

Beispiel fairer Wiirfel Q = {1,2,3,4,5,6}:

Teilmengen: {}, {1}, ..., {6}, {1,2}, {1,3}, ..., {1,2,3,4,5,6}

Anzahl aller Teilmengen von {1,2,3,4,5,6}: 21°! = 26 = 64

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
Ereignis nicht mit Sicherheit voraussagbar
= Angabe von Wahrscheinlichkeiten
Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis A: P(A)

Modellbasiert: Laplace-Wahrscheinlichkeit
Laplace-Raum 2 die Ergebnisse sind gleich

wahrscheinlich

A
Laplace — Formel — P(A) = %

_ Anzahl "ginstige" Falle  Elemente von A
~ Anzahl "mogliche Fille ~ Ergebinsraum

Beispiel fairer Wiirfel
A: Wahrscheinlichkeit eine gerade Zahl wird
gewdrfelt. (Teilmenge von Ergebnisraum)
A= {246}cn={12,..,6}

1{2,4,6}| 3
1{1,2,3,4,56} 6
B: Wahrscheinlichkeit eine Zahl > 3 wird gewdrfelt.

B = {3456}cN={12..6}
1{3,4,5,6}| 4 2

= > “H123456} 6 3
P(B = Zahl = 3) 1{1,2,3,456} 6 3

P(A = geraden Zahlen) = =0.5

Datenbasiert: Frequentistische Wahrscheinlichkeit
kein Modell/Theorie verfligbar 2 Wahrscheinlichkeit
aufgrund vergangener Beobachtungen
P(A) =1, 1, =relative Haufigkeit des Ereignisses A
Beispiel Passagierzahlen
= Gesucht: P(A =, nicht mehr als 200 Passagiere”)
=  Wabhrscheinlichkeit wird geschatzt als Anteil der
friheren Fllge, bei welchen nicht mehr als 200
Passagiere erschienen sind.
=  Schatzung aus der Vergangenheit:
e Beiinsgesamt 100 Fllgen sind bei 13 Fliigen
mehr als 200 Passagiere erschienen:
= P(A)=1-0.13=0.87

Subjektive Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit = Mass des persdnlichen Glaubens
(Bayesianische Interpretation)

Experimentell nicht wiederholbar

Beispiel: Beispiel Fussballspiel:
e Atomarer e P (A=, Winterthur
Storfall gewinnt”)

Subjektive Einschatzung
- P(A) =30%

e Flugzeugabsturz |e

Zdhldichte (PMF, PDF)
mit welcher Wahrscheinlichkeit die moglichen
Ergebnisse des Zufallsexperiments auftreten.
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0:1 - [0,1],
> e =1
WEN

Beispiel Wiirfel:
0:{1,2,3,4,5,6} - [0,1],

1
o(w) = ‘ firallew €

Wahrscheinlichkeitsmass P
(Wahrscheinlichkeitsraum)

Gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Ereignis,
das durch die Menge M beschrieben wird, eintritt.

P:2% - [0,1],P(M) = Z o(w),M cQ

WEM
Beispiel Wiirfel:

A: Wahrscheinlichkeit eine gerade Zahl wird
gewdrfelt. (Teilmenge von Ergebnisraum)

P(A) = ) o(@) = 0(2) + 0(4) +0(6) =

wWEA

1
2

N

LI
6'%6

Axiome von Kolmogorov

= Axiom1l: 0<P(4A)<1
= Axiom2: P(Q) =1 (sicheres Ereignis)
» Axiom3: FalsANB =@, danngilt P(AUB) =

P(A) + P(B)

Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit (Diskreter

Wahrschemllchkeltsraum)
Jeder diskrete Wahrscheinlichkeitsraum (€, P) hat die folgenden Eigenschaften:

(A1) (Unmogliches Ereignis) P({}) = 0

(A2) (Sicheres Ereignis) P(Q) = 1

(A3) (Komplementires Ereignis) P(Q\A) = 1 — P(4)

(A4) (Vereinigung) P(AU B) = P(A) + P(B) —P(ANB)

(AS) (Sigma-Additivitit) P(A; UA, UA3 U....
falls die Ereignisse A;, A,, As, ... paarweise disjunkt sind.

M|

Ist (Q, P) ein Laplace-Raum, so gilt: P(M) = o

Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

) =P(4;) + P(4;) + P(A3)+...

Nicht gerade -4 2 A° ={1,3,5}

E

Gerade und > 3 AANB 2ANB ‘@
= {4,6} */zk

Gerade oder 2 3 AVB 2AUB A@
= {2,3,4,5,6} B

4.2 Zufallsvariablen

Eine Grosse, die unter bestimmten, konstanten
Bedingungen unterschiedliche, durch den Zufall
bedingte Werte annehmen kann.
Zufallsvariable X ordnet jedem Element des
Ergebnisraumes Q eine reelle Zahl zu.

X:0 - R, X(w),w €N
Zufallsvariablen = Grossbuchstaben (X, Y)
Realisation = Kleinbuchstaben (x, y)

Beispiel Wiirfel

X = gewdlrfelte Augenzahl

Realisierung von X

x =3, wenn die Augenzahl 3 gewdirfelt wird.
x =4, wenn die Augenzahl 4 gewdirfelt wird.

Diskrete Zufallsvariable
= X nimmt endlich oder unendlich abzahlbar viele
Werte an.
= Uberall dort, wo gezahlt wird
= Beispiel: Passagiere, Flugzeuge, Unfille, etc.

Stetige Zufallsvariable
= Wenn X jeden beliebigen Wert eines Intervalls
annehmen kann.
*  Uberall, wo gemessen wird
= Beispiel: Lange, Gewicht, Temperatur, etc.
Beispiel: Augensumme beim Wiirfeln mit zwei fairen
Wiirfeln
Ergebnisraum:
a={1,...,6} x{1,...,6}
={(1,1),(12),..,
Anzahl Ergebnisse (Machtigkeit):
|Q| = 6-6 = 36 Ergebnisse

(2,1),..(6,6)}

Laplace-Raum = Ergebnisse gleich wahrscheinlich
PMF:

o(w) = 0(6,6) = %
Augensumme: Funktion auf () 2 Zufallsvariablen
X:0-1{23,..,12}
X(w) = w + wy, mit w = (wq,w;,) € Q

Ergebnisse lassen sich «elegant» ausdriicken:
{x =2} ={we QlX(0w) =2} = {(1,1)}
{x >5}={w € Q|X(w) > 5}
Weitere Beispiele m/'t PMF und CDF

[ x 2 6 [ 7] 8 [ 9101

12
Fracbnioe | (4,4) (/ z)(/ S)a,w T O () TETS A4 5]

aus Q (3,0) [(212)(243) (259) 2, 63,5\ o) (5,0)|t6,5)
/") / (3, %) 0 '
) 0 ) )
9,1 (572 (7
! (54")(‘/-4)“’2 )
PHF RN ENERE Sle 53X T=1Z2
M P(X =2x) 3'41 3% 26 34. 3¢| 2L | 34| 9 |36 | 32| 36
Fo= (4 |2 | & 20 |1S1%7/2¢| 29|33 | §5
CDI PX<x)[3¢ |2 |3¢ |3¢ | e | 3¢ |53 —,:? 3¢l 36 4

Dichtefunktion PMF
=f(x) =PX = x;)
f(x )= Wahrschelnllchkelt bei x;
Die Summe aller p; = 1,also Y;p; =1
= Wennalle p; gleich sind, heisst die
Wahrscheinlichkeitsfunktion diskrete
Gleichverteilung

ffR-[0,1], f(x) = P(X =x)
Beispiele PMF
Wahrscheinlichkeit Augensumme 2 wiirfeln

1
P(X=2)=P{ADY =e((LD) =5
Wahrscheinlichkeit Augensumme 3 wiirfeln

P(X =3)= P({(l.zl), 2D} = e((1,1)) +e((2,1))

36

A
feny=0

fa= 3, f(-100) = d
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Kumulative Verteilungsfunktion CDF

Aufsummieren aller Wahrscheinlichkeiten

* Fur F(x) giltstets f(—00) =0 und F() =1

= Eine kumulative Verteilungsfunktion ist monoton
wachsend, d.h. fir u<v gilt F(u) < F(v)

* Fir diskrete Zufallsvariablenist F(x) eine
Treppenfunktion

F:R-[01],F(x) = P(X <x)
Wahrscheinlichkeit Augensumme grésser als 5 wiirfeln

6 1

(P{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1)})
Wahrscheinlichkeit Augensumme zwischen 7 und 10
P(7<X<10)=PX<10)—PX <7)
_ 33 15 18 1
= F(10) — F(6) 36736362
4.3 Kenngroéssen
Diskrete Wahrscheinlichkeitsraum (£, P)
Zufallsvariable X: Q = R.
- Kenngrossen von X folgende Eigenschaften:
= Linearitat des Erwartungswertes
EX+Y)=EX)+EXY) und E(a-X)=
a-E(X) mit a€R
= Verschiebungssatz fir die Varianz

V(X) = EX?) — (EX))” = Crer PX = ) -
x?) — (EX))
» V(@ X+B)=a?-V(X) mit a,fER

Erwartungswert einer Zufallsvariable
(Durchschnitt, Lagemass)

ECO =p=) x-P(X =)

=le--p(xi) =in'Pi

l l

Beispiel Wiirfelwurf

B e B8 e e B
=g lrg ity dtg irgitgo=s

Empirische Varianz einer Zufallsvariablen
(Streuungsmass)
V(X) = Var(X) = E [(X - E(X))Z]

N
= > (i~ EX)* i = o
i=1

Verschiebungssatz:
o? =V(X) =Var(X) = E(X?) — [E(X)]?

- (Z(xi)z -m) - (ECo)”

Beispiel Wiirfelwurf

Var(X)
—(1—35)2~l+(2—35)2~l+(3—35)2~l+(4—35)2~1+(5—35)2~1+(6
- 6 6 6 6 6

1
=352

(282 L 1sy? g (052 L 2,1 2,1 2. 1_
(-25)% 2+ (-18)7 2+ (<0.5)% - =+ (05) 2+ (L5)* - =+ (25)* - £ = 292
Alternative:

1 1 1 1 1 1
By =P gom? oo it o AP o6l b 2 6P = 1507

6 6 6 6 6
Var(X) = 15.17 — 3.52 = 2.92

Standartabweichung

o= o

4.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Ereignisbdume (Kugelbeispiel)

> Aufteilung der Aste geméss
Wabhrscheinlichkeiten
Wabhrscheinlichkeit am

/s @ 12/n2
.'// 2/8 »O 8/72

—lt
~@ 17
4/3 >
is__~@ o7
2/9 el

@ ] ® 2/72

T~
Te@ /1
2 v~ @ 17
M

@O—£& ,O &/m

i 2/8
6/72

Ende eines Pfades
Multiplikation
Wahrscheinlichkeiten
entlang Pfades

» Wabhrscheinlichkeit mehrere Pfade beschriebenes
Ereignis Summe aller Blatter
» Endwahrscheinlichkeiten aller Blatter addieren ist

geich1 MR CESE—
HIV - 14'925 980'075 995000
Begriffe Total 19'910  980°090  1°000°000
Pravalenz Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig
herausgegriffene Blutspende HIV-positiv ist
P(HIVY) = ﬂ = 0.5%
~ 1000000 7

Sensitivitat Anteil der HIV-positiven Blutproben,
welche durch den Test bekannt werden

!

4’985
P(E*|HIVY) = 5000 = 99.7%

Spezifitat Umgekehrte Frage, wie gross der
Anteil an HIV-negativen Personen ist, die auch ein
negatives Testresultat erhalten

980075
PETIHIVT) = 5357000

Definition Bedingte Wahrscheindlichkeit
Bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der
Bedingung A.

P(ANB) _ gunstige Falle

=98.5%

P(A|B) = = N = und
( | ) P(B) moglich Fille
Beispiele Raucher
F (Frauen) M (Miénner) Summe
R (Raucher/in) P(FNR —_ P(MNR el P(R =
aucher/ = = =
FNR) =200 | PM R = 1450 ® = Ta00
N (Nichtraucher/in) P(FNN) = % P(MNN)= % P(N) 140000
300 1100 1400
S A i = =—=
umme P(F) 1200 P(M) 1200 P(2) 1200 1

Wabhrscheinlichkeit einen Raucher/in anzutreffen.

P(R) = 500 _ 5 = 35.7Y%
T 1400 14 7

Sie treffen eine Frau Wahrscheinlichkeit das sie raucht.

100
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Satz von Bayes

Beschreibt die Beziehung
zwischen den zwei
bedingten
Wahrscheinlichkeiten
P(A|B) und P(B|A) und
erlaubt das «Umkehren»
von bedingten Wahrscheinlichkeiten.

P(A|B) - P(B
peaig) = FAID PO

P(AIB) - P(B) = P(B|A) - P(A) = P(ANB)

B B

A P(ANB) | P(ANB) P(A)

A P(AnB) | P(ANB) P(A)

P(B) P(B) 1

1 In der Kontingenztabelle:

Satz der totalen Wahrscheinlichkeit
Bl, Bz, vy Bk sind

paarweise disjunkte
Ereignisse, und
BiUB,U:-UBr=0Q
d.h. genau ein B; tritt

immer ein.
Bi ergeben eine disjunkte Zerlegung des W-Raums Q.
Jedes Element von einem weiteren Ereignis A liegt so
genau in einem Bi, es gilt:

k
P(A) = ) P(AIBY - P(BY)
i=1

Beispiel Flugzeug Piinktlichkeit bei Niederschlag

Bei Niederschlag betrégt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Flugzeug
plinktlich ist 50%. Bei sonnigem Wetter ist es in 90% der Félle
plinktlich. Morgen wird es mit Wahrscheinlichkeit 70% sonnig sein.
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass morgen ein Flugzeug
plinktlich eintreffen wird?

P(punktlich) = P(punktlich|schon) - P(schon) +

P(punktlich|schlecht) - P(schlecht) = 0.9-0.7 +

0.5-0.3=0.78=78%

Satz von Bayes (allgemein)

P(A) = £, P(AIB) - P(B) in P(Bl4) = XL

P(B; N A) _ P(A|B;) - P(B;)
P(4) i1 P(A|B) - P(By)

einsetzen

P(B;|A) =

4.5 Stochastische Unabhangigkeit
Zwei Ereignisse A und B sind unabhdngig, wenn sie sich
gegenseitig nicht beeinflussen:
P(A|B) = P(A) mit P(B) #0
Flr unabhangige Ereignisse gilt:
P(AnB)=P(A)-P(B)

Zwei Zufallsvariablen sind unabhangig wenn:

X:0->R Y:0->R

PX=xAY=y)=PX =x)-P(Y =y)
firallex,y € R

PX=xAY=y)
2> Wabhrscheinlichkeit Ereignisse gleichzeitig eintreffen.
Zufallsvariable X nimmt wert x an und Zufallsvariable Y
nimmt gleichzeitig den Wert y an.

gemeinsame Verteilung (Verbundsverteilung)
fx,y) =PX =xN\Y =y)
Satz (Stochastische Unabhdingigkeit — Ereignisse)
Diskrete Wahrscheinlichkeit = (2, P)
Ereignisse > Aund B € 2
Folgende Eigenschaften sind dquivalent:
i.  Aund B sind stochastisch unabhangig.
i. Awund /B = B sind stochastisch unabhingig.
ii. /A= AundB sind stochastisch unabhingig.

5. Spezielle Verteilungen

5.1 Diskrete und stetige Verteilung
diskreten Zufallsvariable: Liicken zwischen den
Werten; zahlt etwas und kann entsprechend nur
ganzzahlige Werte annehmen.

stetige Zufallsvariable: kontinuierliches Spektrum von
moglichen Werten; Werte durch Messung

Anzahl Studierende, die
an einem bestimmten
Tag anwesend sind

Temperatur an einem
bestimmten Ort zu einer
bestimmten Zeit

Hohe eines
Heissluftballons zu
einem bestimmten
Zeitpunkt

Anzahl Tore in einem
bestimmten
Fussballspiel

Wahrscheinlichkeitsdichte: Mass fiir die beobachtete
relative Hdufigkeit

! \
'
H F=1

~
[
1
P
T I 1
B
It !
Werte in dieser Werte in dieser tiefe Wahr-

Gegend kommen Gegend kommen 2
nicht oft vor oft gvm scheinlichkeit

Histogramm Summe der relativen
Haufigkeiten betragt 1

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (PDF)
f: R->R f(x) =0 firallex eR
IS, fwdu =1
Die Werte der Dichtefunktion f(x) beschreiben keine
Wahrscheinlichkeit!
» f(x) # P(X = k) das gilt nur im diskreten Fall!
» f(x) kann grosser sein als 1s

hohe Wahr-
scheinlichkeit

Wabhrscheinlichkeitsdichte Flache
unter der Kurve betragt 1

Kennzahlen stetiger Zufallsvariablen
p=EX) = [T f(x) xdx
Varianz a2 =V(X) = [ f(x) - (x— E(X))2 dx

Standardabweichung ¢ = /V(X)
Bei stetigen Zufallsv. gilt: Fiir alle xo € R ist P(X = x0)=0

Erwartungswert

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

: 1 PX<a)=F(@)=[" f(x)dx
PX>a)=1-PX<a)=1-F(a)
=1-[° f@dx = [ f(x)dx
Pl@a<X<b)=P(X<bh)-PX <a)
=F(b) ~F@ = [} f()dx
Pl@a<X<b)=P@a<X<b)
=Pla<X<b)=Pa<X<bh)
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diskrete Zufallsvariablen

stetige Zufallsvariablen

Dichtefunktion /
PMF bzw. PDF

f(x)=PX=x)

fX)=F(x) + P(X=x)!!

Kumulative Vertei-
lungsfunktion/ CDF

FO=PX <D= ()

xsX

Fx)=PX<x)= fxf(u)du

Wahrscheinlichkeiten

P(@a<X <b)=ZFaexsn f(X)

b
P(a<X<h) =f f(x)dx

Graphische
Darstellung von f

Stabdiagramm

Graph

Erwartungswert

EX) =) f() x

X€ER

EX) =f/f(x)-xdx

Varianz V(X):ZJ‘(%)'(J:—Z?(X))Z vo():f f(x) - (x— E(X))? dx
XER -0
*
!
-4
x
=
= B o,
— x ~
gn — N o e
£ - =
a || Y 5,
3 N i > )
= v O b~ L
: S Al N I g '
Al £ % = I
N a % B ) [
L o BB ¥ St ol
b0 9w B0 W = b
Bo|| -2 -
Sl 0 = = " " " -
2= % B
S| = =
wllo|sw W
) &
QJ ol
R —
3 X
2| =
= Q
&0 5 g %
\ - A X .
m| X
RS 1 LA
N < b~
L g i "
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5.2 Diskrete Verteilungen

Diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion
Wahrscheinlichkeitsfunktion (PMF) einer diskreten
Zufallsvariablen gibt zu jedem mdglichen Wert xi die
entsprechende Wahrscheinlichkeit pi = f(xi) an.
X | X1 X2 X3 XN
folp 2 opo. pa
Notation p;=f(x)=PX =x) f:R-[01]

ZP1=1
7

Diskrete kumulative Verteilungsfunktion
Zu jeder diskreten Wahrscheinlichkeitsfunktion a kum-
ulative Verteilungsfunktion (CDF): F(x) = P(X < x)
gibt Wahrscheinlichkeit an Zufallsvariable X einen Wert
annimmt, der kleiner oder gleich vorgegebenen Wert
» Fir F(x) gilt stets F(-o2) =0 und F(e°) = 1.
> CDF ist monoton wachsend, d.h. fiir u < v gilt
F(u) < F(v).
» Fur diskrete Zufallsvariablen F(x) Treppenfunkt.

- 4.3 Kenngrossen

Uniformverteilung / Gleichverteilung

Der Ergebnisraum ist
Q=[a,(a+1),..,(b—1),b}
Der Ergebnisraum ist endlich

flx)

Erwartungswert EX) = %b
Varianz V(X) = (b_a+12;'(b_a) = (b_aI;)Z_l
Notation X ~Unif({a, b})
Beispiel Wiirfelwurf
0={1,2,3,4,5,6}, |Q| =6 und X = Augenzahl
X q =1 xx=2 x3=3 x3=4 x5=5 x=06
p() | pm=1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Bernoulli-Verteilung
Experiment mit zwei moéglichen

Bernoulli-Verteilung mit p=0.78

10

Ausgangen 08
Erfolg Misserfolg g o
Ja Nein o0l
1 0 verspatet (0) plnktich (1)
X X1 == 0 | X2 = 1
) 1-p | p

p = P(X = 1) = Erfolgswahrscheinlichkeit
Erwartungswert EX)=0-1—-p)+1-p=p
Varianz VX)) =0-p)?-1-p)+
1-p)?-p=p-(1-p)

Den Parameter p kann man aus vergangenen Daten
schdtzen (falls man ihn nicht kennt)

Notation X ~Bernoulli(p)

Beispiel Swiss-Flug

Ein Swiss-Flug ist plnktlich Im Jahr 2018 waren

109’748 von 140’074 Flugen plinktlich:
109748

140074

Binominalverteilung

beschreibt n unabhangige Bernoulli Experimente mit
konstanter Erfolgswahrscheinlichkeit p, die n-mal
nacheinander ausgefiihrt wurden.

Die Anzahl Erfolge X hat dann die folgende Verteilung:

n —
PX=k)=(})-p*- 1 -p)"*
n = Anzahl von Bernoulli Experimente
p = Wahrscheinlichkeit fiir Erfolgreiches Ereignis
= nund p fix gegeben
k(l _ )n—k Wahrscheinlichkeit fir ein Ereignis
p p . .
mit k Erfolgen und n - k Misserfolgen.
(n) Anzahl Ereignisse mit k Erfolgen in n
k
Der Ergebnisraum ist

Versuchen
Der Ergebnisraum ist endlich

p = 78.35%

Q={a,(a+1),..,(b—1),b}
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Erwartungswert E(S) = EQ.1 X)) =X EX) = A= Erwartungswert k = max.Anzahl n = Anzahl gezogener Objekte ohne Zuriicklegen
n _ = Anza. er Durchfuhrungen
e = o ko k = Anzahl der Durchfiihrung
i=16 — Y . .. _ .
Varianz VELX) = S V) =n-p- (1-p) PX>K)=1-PX<k)=1-e? )y - N> Mund N > nmacht sinn far i = min(n, M)
Notation X ~Bin(n, p) e k! Ergebnisraum 2 ={0,1,2,3,4, ..., N} endlich
kann auch als Summe S von n unabhéngigen A = Rate, mit welcher die Ereig.niss.e in vorgegebenen Zeiteinheit Erwartungswert E(X) =n % =
. . . . oder Gebiet eintreffen - = - -
Wiederholungen einer Bernoulli-verteilten Notation: X~Pois(1) n- (relatlve Haufigkeit)
. . . . N_
Zufallsgrosse Xi mit e Ergebnisraum: Q = {0,1,2,3,4, ...} Varianz VX) =n-— (1 - ﬁ) N—_Tll
Eara:t.etzr p . l | k | ’ ’ | | ‘ keine klar definierte Obergrenze Notation: X~H(N,M, k)
eschrieben werden B Erwartungswert EX)=2A Beispiel Lotto 6 aus 49
¢-\'x 1 1] ‘ i H “L ‘ Varianz VX)=02=2 ] s B = M=6;N=49;n=6,k=4
t T ST 7 g o = Standardabweichung o e e [‘3 oo 6 43
= Fiir kleine A stark rechtsschief; oy . ot (4) : ( 2 )
Beispiel Businessklasse Je grosser A, desto symmetrischer; “ . f _m” PX=4)= — 49\ — exakt 4 korrekt
In der Businessklasse sitzen generell 70% Ménner. Ein | Cenerell gute Symmetrie ab 1> 10 N ( 6 )
Flugzeug hat 30 Platze in der Businessklasse. Alle sind Binominal vs Poisson Wabhrscheinlichkeit fiir mindestens 4 richtige Zahlen
besetzt. Wie viele Frauen sind dabei? Binomial Poisson PX=24)=PX=4)+PX=5)+PX=6)
X = Anzahl Frauen in der Businessklasse i o 6 43 6 43 6 43
. = bekannten Anzahl von n = Grosse der Population ist 4 . 2 + 5 . 1 + 6 . 0
n= 30; p= 1-0.7 X~ Bll’l(30, 03) Einzelversuchen, d.h. unbekannt, d.h. = 49
P(X=k) = (3k0) 0.3(0.7)30-k Wertebereich von X: Wertebereich .von X hat ( 6 )
{o,..., n} keine klar definierte
BE/Sp/E’/ WUffE/ Obergrenze. . 4
Es wird 12x gewrfelt. Was ist die Wahrscheinlichkeit - Z P(X =k) =98714-10
. . k=4
genau dreimal eine Sechs zu werfen? = Erfolgswahrscheinlichkeit p = Rate )\, mit welcher das
X = Anzahl 6er in 12 Versuchen zu werfen fiir den Einzelversuch Ereignis auftritt Zusammenfassung
1 i . Hypergeometrische Vert. Binomialverteilung Poissonverteilung
X ~Bin(n,p) = X ~Bin (12,—) P (.M k== "
K 12_36 Hypergeometrische Verteilung arreiieiinl [Lalat ® (@) -p*-@-pyr=| PE=0 =3¢
Pa=3=(3)(5) (1-5) =017 x /
3 6 6 M Kugeln markiert Varianz e pf — N =R il = P
N N 'N-1 B pelas
Poissonverteilung O ) Entnahme einer Stichprobe des Standardab- — 1
Fiir die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten einer P & v, Umfangs n b ny -y | o e
bestimmten Anzahl gleichartiger Ereignisse. O & X «Anzahl der markierten Kugeln in Parameter R np A
X ="Anzahl Ereignisse pro Zeiteinheit/Gebiet» der Stichprobe»
Unfille in einer Fabrik | Das Eintreffen von Kunden (M) : (N - M)
oder Strassen an einem Schalter PMF:P(X = k) = Nn —k
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Anzahl Ereignisse X: (n)
A- e"l M = Total von Objekten einer Sorte
P(X =k)= k! N = Anzahl Objekte in einer Urne
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5.3 Stetige Verteilungen

Stetige Zufallsvariable
» Zufallsvariable X kann jeden beliebigen Wert eines
Intervalls annehmen.
» Anwendung Uberall dort wo gemessen wird
> Beispiel: Linge, Gewicht, Temperatur, Zeit,...

Stetige Uniformverteilung / Gleichverteilung
(Intervall)

Dichtefunktion f(x) Kumulative

Verteilungs

F(x)

1/(b-a) -

0 fallsx < a 0 fallsx < a
f(x)={1/(b—a) fallsa<x<bh F(x)={(x—a)/(b—a) falsa<x<bh
0 fallsx > b 1 fallsx > b
a+b
Erwartungswert E(X) = e
entspricht der Mitte des Intervalls [a,b]
. b—a)?
Varianz VX) = %

Varianz erhoht sich mit grosserer Intervalllange
X~Unif([a,b

D
Normalverteilung
Stetige Zufallsvariable X folgt == 5
Normalverteilung mit den :

Parametern u, d ER, 0 >0,
wenn Dichtefunktion PDF:
1 1 (x—p)?

Puo(*) = — —
p=n-p und o’=n-p-q=n-p-(1-p)
u = Erwartungswert = E(X)
0% = Varianz = V(X)
Notation: X~N(u, o)
» Die Dichtefunktion ist symmetrisch um x = u.
» Auf beiden Seiten asymptotisch Anndherung an 0

Notation

LT m—
05 - —u=1
04 ¥
03
02 -
01 -
0.0 -

fix)

andert die Steilheit des Gipfels
Flache unter der Kurve muss immer gleich 1
Kumulative Verteilfunktion CDF:

u  verschiebt auf X — Achse | o*

Buo(0) = PX < 2) = f Do (D)t

X
1 _1(t-p)?
—_— . e 2 g2
o'V2'm

— 0o

dt

Standardnormalverteilung (Tabelle Papula S. 514)
standardisiert Zufallsvariablen X betrachtet man die
Zufallsvariable:

X —
U= #
o
Beispiel mit standardisieren
N(u,6%) NB2) wu=3 02=2 o=2
X—u 484—pu
P(XS4.84)=P( < p )

=P (U < 48{%”) = ¢(0.92)

= 0.8212 (Formelsammlung)
¢(u) = Standardnormalverteilung

Fiir negative Argumente verwendet man die Formel:
p(-u)=1-¢w (u>0)
Firu=4ist ¢(u) =1
Linke Spalte = erste Nachkommastelle;
Horizontale Spalte = zweite Nachkommastelle
Hat die vorgegebene L
Grenze mehr als zwei B
Nachkommastellen,
wird linear interpolier:

$(0.03) | -

_—— e
H H
H 0.007

0.037

| oo3 0.04
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Beispiele Standardnormalverteilung

*  P(X <0.45) > Papula Formelsammlung nachschlagen
. P(X <-021)=1-P(X <0.21) =1 — (Wert im Formelbuch)
. P(X < 0.037): (Interpolation)

. 0.004
Steigung = —— =
g g 0.01
Dif ferenz zwischen oberer und unterer grenze (aus Papula Tabelle) 0.4

Schrittlinge
P(X <0.03) = 0.5120 (aus Formelsammlung)
P(X < 0.037) = 0.5120 + (0.4 - 0.007) = 0.5148
= P(X|<169)=P(-1.69<X<169)=2-PU<169)—1=
2:0.9545 — 1 = 0.9090
Symmetrische Wahrscheinlichkeit
Wabhrscheinlichkeit ist symmetrischzu u und e >0

ist eine Variable
Pu-e<X<u+e)=P(-=<Us<) =¢(§)—<1—¢(5)>
SRIORE
P(-%<U <£) > standartisation
Im Bereich von +20 um den Mittelpunkt befinden

sich 95.44% der Daten.
Bei der Normalverteilung fallen fast alle Werte

innerhalb drei Standardabweichungen vom Mittelwert.

Diese Regel gilt fir alle Normalverteilungen
(unabhangig von u oder a)

P=0.68

P=085

P=0.997

T T T T T T T
p-30 p-20 p-o " p+o p+20 p+lo

Beispiel der Symmetrischen Wahrscheinlichkeit
20
P(,u—ZaSXS,u+20)=2-¢(?>—1
=2-¢(2)—1=2-09772-1
= 0.9544

Zusammenfassung
= = c B ) -
= (3 o 5 8 o| 2 2
v v .E 20 > g . 2 £ <
tw 7 = O] 5 - 8
= B e =
=568| 59 &3 5 o O
i N = L =
2 51 0 E c © c S|l E <
=) = 0 o o © E 0wl 2 -
© m o £ S o £ ~ € el S o
c ¥ i Lok e sl 3 >
o c g @ g £ 9 o wl & €5
3 S o c 5 3 3 d 24l o 5
2 ¥ c® L] T ) o ® O
< =3 2| oN||T=2£2Z2 B 235 2
—
i
o~
o %
-] N~ ~—
0 Dt e
s O _— " o~
x Q" S
X% = I =< = L3
ol e W o~ e
w > B Pan— 1 b v o
£ ~
— - ~ ":
Q " L/~ b 2 .
o LY ~ 1
x oo [fhe |3
(=} VI o Bl Al \ L E g ]
V A sl x x e = ey
o 5)
] \E-Q < | i —
I ik , s /g
8. ded s d
(C) a H|~< o o = o
=4 N - o o~
- - -l © L ||. ")
=5 © RoHK|l< o Jq~SXH -~ b
~ M ~ - B
e H/—/HH/_/V CE b N '
0 ) [} o
= Il g Il ®I | © I & w
£ P gl —~ I ~ g ~ 3 ©°
: X X I X 55
& 1 S =2 " S 23
3 e o .~ x| « o “ X o
. ~
— m ~< — L |
&0 L~ = <]
c = £ o & £ =
= E o o X% —= b - =
= | £,8| i90¢8,% [¢&,3
— 0 -«
§ | E2E| s:(52S |83
> <P = w x = K - X 2

Summe von Zufallsvariablen
Summen X und Y: Beispiele: Augenzahl von zwei
Wiirfeln, Unfélle in 2 Stadtteilen

Varianzen addieren ist ok, Standardabweichungen
addieren ist nicht ok.

Ausnahmen fiir die Summenbildung:

*  X,Y normalverteilt: S~N(u, + py ,0% + )

* XY poissonverteilt: S~Pois(1, + 1)

* X,Y binomialverteilt mit gleichem p: S~Bin(n, +n, ,p)

Seien a und b skalare gréssen und S=X+Y eine
Zufallsvariable, dann gilt immer:

Erwartungswert:

E(S)=EX)+EY) E(aX+b)=aEX)+b
Varianz:

V) =VX)+ V() +2-Cov(X,Y)

V(aX + b) = a?V(X)

Cov(X,Y) beschreibt linearen Zusammenhang der beiden Zufallsvariablen
Zentraler Grenzwertsatz

Mittelwert vonn >

2 Zufallsvariablen mit identischer Verteilung
2

— o
X~Nn<y;?> flirn - o
u = Erwartungswert = E(X)
2
% = Varianz = V(X)

Je grosser das n umso kleiner die Streuung der Daten.
2 n

_ ox o= 1
X~N ,uX;7 mLtX=;2Xi=Sn

Summenvon n > 2 unabhangige Zufallsvariablen
mit identischer Verteilung
Sy~N(n-u,n-g?) firn- o

Wekeitsfunktion 25x Wiirfelwurf

'"lﬂ""” H HHHIIm..... ..............

Wrkeitsfunktion 10x Wiirfelwurf

ol H

T T
20 30 40

P(X=k)
P(X = k)

=% F °© .t 0 T
80 90 100 110 120

|||I|I| ..... <
T
50

k k
Binomial- als auch die Poissonverteilung durch eine
Normalverteilung annaherbar.

o
50 60
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Approximation durch die Normalverteilung:
Binomialverteilung
X=Xi+X,+X3+--+X, =Summevonn
Bernoulli Experimenten

p=n-p ? =

und o“=np-q=n-p-(1—p)

b
P(aSXSb)=ZP(X=x)

<33 o-3

P(@a<X<b)=¢,, (b - %) = Puo? (a + %)

Bemerkung: man betrachtet die Flache zwischen a —
2und b+1

2 2

Faustregel: Approximation gilt, wenn n-p-q >9
Beispiel Binominalverteilung durch die Normalverteilung

b
P(10<X<15)= Z P(X =x) = ¢y, 1725(15.5) — P15 y1775(9-5) = 0.6230

x=a

ion der i i durch die

— =
7 —— ohne Stetigkeitskorrektur
s it Stetigheitskormeldur

Approximation durch die Normalverteilung:
Poissonverteilung

X sei poissonverteilt mit Parameter A.
u=21 und c2=21

b
P(aSXSb)=ZP(X=x)

= b (043) = tuer (=)

Faustregel: Approximation gilt, wenn 41 >9

6.1 Einfihrung

1. Jeme oA R3E S [228%
W oLBR Y
 FGE - ERE Gk B0
§§ ¥ B2n \es fob - 3¢
Bl oY g, ofpmaaE, 2
%g A A RO < [23%
oE o oy k. (U )

Alltagliche Frage: Zusammenhang metrische Zielgrosse
spezieller Interesse und mehreren Einflussgrossen?
Beispiele: Treibstoffverbrauch abhdngig von Route,
Wind,...; Wohnungsmiete abhangig von Grosse, Ort,...;
Einkommen abhangig von Ausbildung, Alter,...;
Regression: = Quantitative Beschreibung dieser
Zusammenhédnge
->Am weitesten verbreitete statistische Methode
Mathematisches Beispiel Flugpassagiere
Flughafen Zirich werden jeden Monat Passagier-
aufkommen und Anzahl Flugbewegungen erhoben.
Zielgrosse: y; = Anzzahl Passagiere im Monat i
Erklarende Variablen fiir Monat i:
xi(l) = Anzahl Flugzeugbewegung; xi(z)

= Anzahl Cargoflige; xi(3) = Jahr
Gesucht wird Funktion h(.):

Vi = h(xi(l),xi(z),xi(g))
y; fiir jede Beobachtung i beschreiben Iéisst.

6.2 Lineare Regression
Methode 1: exakt ~ Methode 2: Glattung Methode 3: Gerade

2200000

1800000

1400000

18000 20000 22000 24000 18000 20000 22000 24000 18000 20000 22000 24000
Die Kurve nicht das Rauschen, sondern den «wirklichen
Zusammenhang» beschreiben.
» Punkte verbinden schlechtes Modell (erstes Bild)
» Eine Gerade einfachste
Modell (drittes Bild)
y=hx)=d+m-x= 7
Abschnitt + Steigung - x = -
d=y-—-m-Xx
y = Anzahl PAX
x = Anzahl Flugbewegungen
yi=d+m-x; +¢ fiurallei=1,..,n
y; = Zielvariable der i — ten Beobachtung
x; = erklarende Grosse der i — ten Beobachtung
d,m = sind die Regressionskoef fizienten welche
bestimmt werden missen
g; = zufall. Rest oder Fehler (Abweichung zw.
Beobachtung u. Geraden o. Zufallsgrosse)

Achsenabschnitt
<

Anpassung der Geraden
§=yYi—% - ‘ .

o

°
.
o

Residuen = Gemessenes y —
Geschatztes y auf Geraden

Methode der Kleinsten Quadrate (KQM):
Regressionsgerade angepasst, dass Summe der
quadrierten Abweichungen (&) minimal wird

Qm) = Y () = Y (v = @ +m-x))" = ) (i = 9 = minimal
i=1 i=1 i=1

yi=d+m-x; & =Y~V
Q(d, m) gibt an, wie gut die Regressionsgerade zu den Daten passt
(je kleiner Q, umso besser)
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Minimierung der Varianz der Residuen s?

B Y1 —=y) (i — %) B Sﬂ B Kovarianz

P —-x12 s2
n
1
s¢ =;'Z(}’i—m'xi—d)2
i=1

X = Datenschwerpunkt von x
y = Datenschwerpunkt von y
Sxy = Kovarianz von x

s2 = Varianz von x

Varianz

= Das Verfahren ist einfach, da die Losung explizit als Funktion der

Datenpunkte geschrieben werden kann
= Die Summe der Abweichungen addiert sich zu null
= Die Gerade geht durch den Daten-Schwerpunkt (X,y)

Varianz der x;-Werte

Varianz. der y;-Werte

Kovarianz
n

Syy ==
i=1
arithmetische Mittelwerte

X==) x;undy==)y;
Verteilung der Fehler
yi=d+m-x;+¢g
Annahme: £~N(0,s2)

s2 = minimale quadratische Varianz
Varianz bleibt immer gleich gross
Wenn innerhalb der Punktewolke:
E(g)=0 V(g) = s¢

Bestimmtheitsmass R?
2 .. . 2
R2 = Sy Erklarte Varianz _ Sxy

2 i T 2.2
Sy totale Varianz Sx * Sy

= ‘r'xy

_rllz(xi -X00i-y= (%zn:xm) =X

2

% Flughafen Ziirich: Pax vs. ATM

|

T T T T
22000 23000 24000 25000

21000

Flugbawaguigen
Je kleiner der rote Pfeil im Vergleich zum blauen ist,
desto grosser ist der Erklarungsgehalt der
Regressionsgerade

R? =0.95 Verniinftiger Wert fiirR:  R? > 0.4

Zusammenfassung

x f=%-2()
y 7= >0

= 1
(-9 7202
&= =)0
C-D-0-9|  Sy=)0

Totale Varianz s = %Z(}' —y)?= % =1 —

(N2, 1 L
9)? + = B ( = 9)? = sE + 55

. . 1 s2
Erkldrte Varianz si==-2
Y n sZ
Residuen Varianz s2 =352 g2
& y y
« e . 2 _ 1 . n N2
Korrigierte Varianz Sx korr = — Zi=1(xi —X)
B ¥y s
Bestimmungsmass R? = —32’ ==
Sy Sy

Pearson Korr. r =+VR? aufpassen mit + und — !
Gerade bestimmen y(x)=m-x+d

d=y—m-X oder d=m-Xx—Yy

s
x()=m-y+d ==

Sy
d=x—m-y oder d=m-y—Xx

Ausgangsfunktion (nicht linear) Transformation (linearisiert)

y=q-x™ In(y) =1In(q) + m - In(x)
y=q-m* In(y) =1In(q) + In(m) - x
y=gq-e™* In(y) =In(q) + m-x

m 1
y=elx In(y)=q-m-U - U=;
S Lovog+
y_q+m-x y sqrmex

y=q+m-In(x)
1
q.mx

y=q+m-U -
1

ln(;)zln(q)+ln(m)-x

d=In(q) - q=¢e

U =In(x)

y=

Rucktransformation

(Am Schluss Riicktransformation nicht vergessen!)

6.4 Allgemeines Vorgehen
Logarithmierens:

Geldbetrage, Konzentrationen (Chemie), physikalische
oder chemische Grossen (Daten miissen strikt positiv
sein, 0 ist ein Problem)

Wourzeltransformationen

Bei Poisson-Verteilung; Varianz = Mittelwert=1 2 im
Regressionskontext inhomogene Varianzen

Bei nicht linearen Regressionen, Variablen
transformieren (x - ¥ und y — ¥), mit transfor-
mierten Variablen die lineare Regression durchspielen

Ein Schatzer ist eine Funktion der Zufallsstichprobe
@ = g(Xl,...,Xn)

Setzt man einen konkrete Stichprobe ein, so ist
0= g(xl,...,Xn)

ein Schatzwert fir den Parameter ©
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O ist also selber eine Zufallsvariable, die einer
gewissen Verteilung folgt.

7.2 Parameterschatzungen
Beispiele von Parameter

Fragestellung Wie gross ist der Anteil Ja-Stimmen?

Merkmal Ja oder Nein

Typ der Verteilung | Bernoulli-Verteilung

Fragestellung Wie genau wird der Sollwert eingehalten?

Merkmal

Abweichung vom Sollwert

Typ der Verteilung | Normalverteilung

Einige Schdtzfunktionen:
e Schatzfunktionen fir u: arithmetisches Mittel, Median
e Schatzfunktionen fiir a: empirische Standardabweichung
e Schatzfunktionen fiir p: relative Haufigkeit

Kriterien fiir eine optimale Schdétzfunktion
Schatzfunktion © eines Parameters 8 heisst
erwartungstreu, wenn gilt:
E(©) =06
zwei erwartungstreue Schatzfunktionen ©; und ©;
desselben Parameters 6. @, effizienter als O, falls gilt:
V(6,) <V(6;)
Eine Schatzfunktion © heisst konsistent, wenn gilt:
E(©@) > OundV(O) - 0O fiirn - o
Beispiele zu erwartungstreu, effizient und konsistent

1. Dichtefunktion einer nicht erwartungstreuen Schitzfunktion.
2. Dichtefunktion einer erwartungstreuen und effizienten Schitzfunktion.
3. Dichtefunktion einer erwartungstreuen, aber weniger effizienten Schitzfunktion. 8

A ! B C

/\
i
i
i
i
i
|
i

v v V)

Schéitzer — Erwartungswert
Schatzfunktion

Schatzwert =

E(X) =E(X;) - X isterwartungstreu

> V(X;) . no® S . .
V(X) = — fir —0 — X ist konsistent
Schéitzer — Varianz
Schatzfunktion 5 = ﬁ X —X)?
Schatzwert 62 =s?= ﬁ 2 (g — %)

ESH)=V(X) -
2y _ E(Xi-*)  (n-3)v(xp)? .
V(S ) - n-(n—1) f

S? ist erwartungstreu

n—oo

Spezialfall: Anteilswert p einer Bernoulli-Verteilung
Schitzfunktion X= % YLX

Schatzwert i) = 57 = % YL X
EX)=EX)=p — X ist erwartungstreu
VX) = vy _ p-p) fiir %0 Xist konsistent

n n
Schdtzfunktionen

Verteilung Kenngrossen tl;{::gpi;c);:;cgt:étzer fr
Binomial: X~Bin(n,p) 5(%; : :llz(l —#) p=x

N . EX)=2 .
Poisson: X~Pois(2) vix) = A=%

b

) ) E(X)=a+ G=x-sdx) V3
Uniform: ~ V3
X~Unif (a, b) (b= a)? b=x+sd(x) V3

vV(x) = = sd(x) = korr.Std.abw
. ¥ 2 EX) =p p=x

Normal: X~N(u,0?) V(X) = o2 5 = sd(x)

7.3 Vertrauensintervalle

Graphische Methoden zur Uberpriifung von

Verteilungsannahmen

Idee: Wir vergleichen die Quantile von

» Theoretische kumulative Wahrscheinlichkeitsfunkt

F(x) =P(X <x)

» Empirische kumulative Wahrscheinlichkeitsfunktion

E,(x) = Anzahl Beobachtungen / n

Konfidenzintervall (Kl)
Transformation von X,, ergibt eine neue Zufallsvariable
Zy , die standardnormalverteilt ist (N(l,O))

P(ngZnSql_g)=1—0(

2 2

a=1—-—p - (1—-gegebene % Angabe)

Xn—u
o

Vn

Konfidenzintervall fiir pu einer Normalverteilung mit
o? bekannt

Zy = ~N(0,1)

Untere Grenze: X, —

g
= g
Obere Grenze X+ 7 ql_%

q,_a wird aus der Tabelle fir Normalverteilung
2

bestimm: Quantile Standardnormalver (Papula 5.516)

Iverteil

Tabelle 1: COF (u) der Standard; Iverteilun Tabelle 2: Quantile der Standard:

p = Anzahl Quantil, u, = Wert des Quantils
(1 — a) — Konfidenzintervall =

(Untere Grenze ; Obere Grenze) stets
symmetrisch um X,

Konfidenzintervall fiir u einer Normalverteilung mit
o? unbekannt
Varianz mittels Stichprobenvarianz schatzten:

n
1
62 =s%= -Z(xi—a?)z
i=1

n—1
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Standardisierter Mittelwert: Ubersicht Vertrauensintervalle Graphen und Diagramme
}? - . = —_ = [ [ = o
T,=+Vn- T;—” T,, war vorhin das Z,, y=1-a,  f=Freiheitsgrade, €=, embes e lompbkion | COF
n < x
= s . . = o ° ;
Untere Grenze: X, —L-qt; o e = hilfsfunktion = alles ausser X (e.g.=c— ' 3 || Gante zaen
n \/_ 5 Jocf we nock
n (1—?(71—1)) \/ﬁ K] ] weien s‘W'
— S 3
Obere Grenze: X, —2-qt
n= 7 4 (1—%;(11—1))
. . a a; o
gt/ « wird aus der Tabelle Quantile der t- £8 T o i | e
(1_5"(71_1)) < g o[Se || w|Bu|g | 2| = Saulen - / Balkendion rauam Stolodiogrammn
; . E6| o < 5 =ea|e <}, ,
Verteilung nach «Student» (Papula S.520 )bestimmt sy ¥ V¥ 15 T1° : M e
FE[= ~| =~ ~ | &gl & S g P
- L} ] ] ) e
Tabelle 4: Quantile der t-Verteilung von «Student» : = = ° 3 ° ’ ’ ->!< -;: =
es|® ®| ® ° T < " no| =
p: vorgegebgng ' == & S g l—l I I
Wabhrscheinlichkeit z a: a
N .
Tyt 2ur Wahrscheinlichkeit p E‘ o8 v . E‘E__: = o Houbigeintualction / POF
; - gehdriges Quantil bei f e 3 T 5 0 ~:|r~ TR b 3
’ Freiheitsgraden 2515 . = ’I" TR0 £, E -
= Z xl~ 2 " Ell - oo & 2 ’I” 1+
go1d | &_a [SsE5| 3% [E]| 4
F 1 o9 6% g 0% 095 % (faorn =~ | 2|5 = =7 E FEE B E2 o 3 i
1| 3078 6314 1406 31821 63657 S| Ea s S & - 2=a S S s & = 3
2 1.886 2920 4803 6.965 9.925 -~ = Z 4 = = S So 8 £ Ts = <~
; cgls= = LN 3= 8§ N SE & 2
3 1638 2353 3§82 4541 5.841 ~ 2L = B = Q3 =3 = = o P i
4 1533 2132 2§76 3.747 4.604 s< Il S=n == "o s | @
5 | 147 2,015 1 3.365 4.032 | 2C o | TE o CE ¢ &| @aE ¢ -
6 1.440 1.943 2,44 3.143 3.707 g
7 | mtettm—telp (2365 ) 2998 3499 | v &2 o =
8| 139 1.860 u-. 2.89 3355 52| == 1= "",L° =
9 | 1383 1833 2262 2821 3250 © 2T 1| |2 v g
10| 1372 1812 2.228 2.764 3.169 S 5| =I¢e e |» ! g
11| 1363 1.79 2201 2718 3106 FEZ n I E 2
19 1138 178 2179 2 AR1 Inss : 5 g =~ B~ " &
(1 — a) — Konfidenzintervall = TIN N L —
(Untere Grenze ; Obere Grenze) . N =
; s S S =
Vertrauensintervalle, Beispiel: Kundenzufriedenheit einer Airline g I I = | =
- . . = = = X = I c 82| =E
Unter 112 zufallig ausgewahlten Kunden sind 26 " NG =[/\]"=[;;]- =[,\]7=[/<]_ =;\]7 ol | 2
. . . E . e U o U tg =
unzufrieden. Es soll der Anteil p der unzufriedenen S = | == w|miz ] AR RN
" = n n n gy
Personen unter allen Kunden geschatzt werden. Z > o ) | ! & :_;
Gesucht ist auch ein 95% Vertrauensintervall fiir p . e b b
v v
Zufallsvariable: Xunzufrieden: X~Bin(n, p) g N
o= o A P~y - - o a e
Schatzung fur den Anteil '35 2 <
. Anzahl Unzufriedene 26 — = =
D= = = 0.232 2T | » S o= 0 A f‘-
n 112 1 52% B A | A
Fir das 95% Konfidenzintervall wird eine obere und 27| ¢ £ o g WE | -
| 2 B9 2 S g8 2
untere Grenze gesucht, sodass: 2 3| E 2<§ = Es2% 2
= = =~ | ZE B EE S5 2
Plpy<p<p,)=1—-a=095 =0 | 2 g 3 Z 22285 | 2
(3] - - vi
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