Vektorraum RN
Bemerkung

Wir bezeichnen mit B die nxm -Matrix, die entsteht, wenn wir die Vektoren 515

nebenemander schreiben. Dann gilt fiir jede Linearkombination 4 51 +4 -53 +o+A,-
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Satz

‘Wir betrachten die Vektoren f;lb‘nf;,, £R" sowie die nxn-Matrix B, die entsteht, wenn
wir die Vektoren E;lgzg,, nebenemander schreiben.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Die Vektoren 5.5,,....5, bilden cine Basis von E*.

(2) g(B)=n

(3) det(B)=0

(4) B ist invertierbar.

(5) Das LGS B-X=c hat eine eindeutige Losung.

Umrechnung zwischen Komp tend; 11 beziiglich verschiedener Basen
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Dabei ist B die Matrix, die entsteht, wenn wir die Vektoren b:g‘gﬂ nebeneinander
schreiben.

Eine Abbildung f-R" = R" heisst lineare Abbildung, wenn fiir alle Vektoren ¥ 7 € R" und
jeden Skalar 1 R gilt:

Der Vektor #(¥)=R", der herauskommt, wenn man f auf einen Vektor ¥ € B" anwendet,
heisst Bild von ¥ .

(1) fE+Y)=fX)+1(y)

(@) f(A-X)=4-[(X)
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Bsp. lineare Abbildung
5. (a) Zeigen Sie, dass B :{(;} (_34) } eine Basis von B? ist.
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Lineare Abbildung

Satz

Wir betrachten die Vektorriume R™ und R", versehen mit den jeweiligen Standardbasen.
Dann lésst sich jede lineare Abbildung f:R" — R" durch eine mxn-Matrix 4
darstellen:

f(X)=4-%
Die Spalten der Matrix 4 sind die Bilder der Standardbasisvektoren von B":
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Satz

Dann gilt:

#

cs = ’ma)}c (f@), ~ (&),
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Wir versehen R" mit der Basis 5 = {§:5,:_:5,} und R™ mit der Basis C={&: 5, 1 &.)-

Jede lineare Abbildung f:R" — E" lasst sich durch eine mxn-Matrix 4, darstellen:
(F®), =4, 5,

Die Spalten der Matrix .4, sind die Bilder der Elemente von 5 in der Komponenten-
darstellung beziiglich der Basis (-

I
orthogonal 3
Streckung Projektion LSy 0 Rotation Scherun,

) ae der Gerad 8
um 4 in x auf die Gerade E;H: ::+Z§a:e(;1 um den Ursprung | in x-Richtung
und 4, in y g:ax+by=0 R um Winkel ¢ mit Faktor m

H = R mit a” +b° =1
mit a” +b" =1 in Y Richtung mit k
(J.l 0) [lnu2 ~ab 1-24° —Zab] (cos((p) ”Sin((p)) (l m)
0 4 —ab 1-b’ —2ab 1-2b* sin(@) cos() AN

iy

g parallel zur

Y

rung parallel zur

Zentrische Streckung mit dem Faktor A
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Orthogonale Projektion auf die Ebene Spiegelung an der Ebene
E: ax+by4+cz=0 mt @ +b +c =1 E: ax+by+ez=0 mat a+b +c' =1
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| —ac —be 1-¢* s -2ac -2bc 1-2¢°
Rotation um den Winkel ¢ | Rotation um den Winkel @ | Rotation um den Winkel @
um die x-Achse um die y-Achse um die z -Achse
1 0 0 cos(@) 0 sin(gp) (cos(p) —sin(g) 0
0 cos(@) —sin(¢) 0 1 0 sin(@) cos(@) 0
0 sin(@) cos(@) —sin(@) 0 cos(@) 0 0 1

Rotation um den Winkel @ um die Achse durch den Ursprung.
deren Richtung durch den normierten Vektor a festgelegt 1st
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a,a; (1-cos(@)) — a, sin(@)
cos(@) +a; (1-cos(@))
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Einheitsvektoren B bez. der Standardbasis

Wir bilden aus den beiden angegebenen Vektoren die Basid B = [G), (]1}}

11

0 1 01 > 5

Dann gilf sAg = A= cAr- g Te = . 2 2
953(00), - (00)(_%%

—pt

S———
Il
A~

=)
rol—
ol
~—

Beispiel
1. Rotation um den Winkel y um die z-Achse

2. Rotation um den Winkel £ um die mitrotierte y'-Achse } Ry (B)-R.(r)

Nun gilt aber: R.(B)-R(y)=R.A(y)-R,(S) |

Entsprechendes gilt bei mehreren verketteten Rotationen um mitrotierte Achsen: Die Rota-
tionsmatrizen werden in umgekehrter Reihenfolge aufgeschrieben, d.h. die Matrix fiir die letzte
Rotation steht ganz rechts; dafiir ,vergisst’ man, dass die Rotationsachse mitrotiert worden ist.

6.9 Homogene Koordinaten

Wir erweitern jeden Vektor um eine Komponente:
o Ortsvektoren (am Ursprung angeheftet): die zusitzliche Komponente wird 1 gesetzt.
o Freie Vektoren (parallel verschiebbar): die zusitzliche Komponente wird 0 gesetzt.

. 5 B Translation R* — R* ) )

Rotation B > R Rotation und Translation
. (a -
um ¢ um den Ursprung um den Vektor d :[a] ) in einem
2
cos(p) -—sin(p) 0 10 a cos(p) —sin(@) 4
sin(g) cos(p) 0 01 a sin(p) cos(p) @,
1} 0 1 00 1 0 0 1

Wie in den Kursunterlagen beschrieben, kénnen wir den Ortsvektor des TCP in
homogenen Koordinaten folgendermassen bestimmen:

0 cos(g,,) —sinlg,,) 1,
ool 0 mit (T, = sin(g,,,) cos(q,,) 0
1 0 0 |
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I1IMatrizen von rechts nach links auflésen!!!
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Vorgehen bei einem Parametertest
1. Nullhypothese H aufstellen

Um welchen Parameter geht es? Welchen Wert hat er angeblich? Oder werden zwei
Parameter verglichen?

2. Alternativhypothese /7, aufstellen
Kommt es darauf an, in welche Richtung die Abweichung geht? Ist dies der Fall, so
beschreibt /7, nur die relevante Alternative.
40
3. Die richtige Zeile in der Tabelle 9.4.2 finden

Welcher Verteilung folgt die Grundgesamtheit? Um welche Nullhypothese geht es?
Welcher Fall liegt vor?

4. Kritische Grenze(n) bestimmen

Dabei miissen wir Folgendes beriicksichtigen: 10

- Verteilung der Testvariablen gemiiss Tabelle 9.4.2 (letzte Kolonne)

- Signifikanzniveau o

- Ist H, einseitig oder zweiseitig? Wenn einseitig, auf welcher Seite befindet sich der

kritische Bereich?
5. Testwert berechnen
gemiss Tabelle 9.4.2 (vorletzte Kolonne).
6. Testentscheidung fiillen
Liegt der Testwert im Annahmebereich oder im kritischen Bereich?

Abbildung 1Hypothesen Test !!! bei 4. Soll eine Zeichnung gemacht werden!!!

nur auf einer Seite. [\

Vertellung von
T unter H,

Verteilung von
Tunter H,

2-seitige Allernativhypothese ( A, - g # 1,) | l-seitige Alternativhypothese (H,: g > 1, )
Cu:'Z OELE L-”:ZIGé[/( s :A\wﬂ

—

Nullhypothese: g 2 210 =40 =0
Alternativhypothese: H.: sz < O
Welche Zeile der Tabelle 17.3 passt zu unserem Problem? Lr
Die Testvariable folgt 4{ - 5 - A = LP
Signifikanznivean: ©( — ‘; %

H,: eansert \Q \n.\\,-\s Yot b Lergeh

Ho:pho=p0 H,yopy < p

Beispiel HO & H1

hall

L. . _ “2.A27
Kritische Grenze: DFO;%B
5. Testwert berechnen:
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. (4) zugehorige . .
(1) Verteilung de'r 2) (3) Schiitzfunktionen standardisierte Q) Ye:rtellung Ill'ld (?) Zufallsvariablen
Grundgesamtheit Param. Zufallsvariable benétigte Quantile fiir Intervallgrenzen
i} B Standardnormalverteilung 0, = Teec- g
Normalverteilung P o 1 b U= X—u (Tabelle 2) \/;
. 2 - i -
(Varianz o2 bekannt) n o o/n ¢=u, mit p=1+}/ o, -
2 Jn
?;J@alvertleﬂung Y= 1 3 X, _ t—Yertei]ung (Tabelle 4) © =T—c S
arianz o ‘ n o X-pu mit f=n-1 ! Jn
unbekannt und 7 <30; H ) T= Tn I+ S
sonst Fall 1 mit s als S2 = 1 'Z(X'_/?)Z §/n e=t, mitp:—y ®a=f+c-—
Schitzwert fiir o) n-145" | § v
) Chi-Quadrat-Verteilung ,
)?zl-ZX,- , (Tabelle 3) mit f=n—1 @Hz("—l)'S
n o . 1- c
Normalverteilung o . l Z=m=-D— | 4= %, mt p 277’ 12 s?
§7=—— Y (X, - X)’ c o, =D
Cn-1 Xy . I+y 0 .
i=1 & =Z,.p mit p, =T 1
Pl oI Standardnormalverteil X-(1-X)
Bernoulli-Verteilung P s X= _ZX i ~ ancarcnobmaverieiii® | @, = ¥ —¢. [ m——=2
. M ng X-p (nidherungsweise), Tabelle 2 " n
Anteilsschitzung D ¥ 0/Lwertie mi U=s——= s _ _
(mit np(1— p)>9) ; U/l-wertig mit Jp(l=p)/n c=u, mit g =—7 O = Fre X 0=D
P(X,=1)=p 2 o n
beliebig mit n > 30 H,0? wie im Fall 1 (gegebenenfalls mit s als Schitzwert fiir o) bzw. im Fall 3

10.4.3 Ubersicht iiber verschiedene Parametertests

|
Vertrauensintervalle

Verteilung Null- Fall Schiitzfunktion Testvariable Verteilung der Test-
Grundges. | hypothese i (standardisiert) variablen unter Hy
Normal- _ Varianz ¢° bekannt vl 5 r_ X -y Standardnormal-
verteilung H=M ] oder n>30° X= n EX‘ U= o/n verteilung T2
Normal- ) =_1 g X - Ho -Verteilung mit
= : 2 YX=—%x. - .
verteilung =14 | Varianz ¢’ unbekannt p E i T S/ dn f=n—1T4
s - Z .
Abhiingige Stichproben; U=— mit
2 Normal- _ . B 5 - - oln Standardnormal-
) M, =, =0 | Varianzen o, und o Z=X-Y ) .
verteilungen ; . olig? verteilung T2
bekannt oder n > 30 ot =21 2
n
Abhiingige Stichproben; Z=X-Y = ) .
2 Normal- 1t — 11, =0 | Varianzen o und o 1 e _ T Y4 t-Verteilung mit
verteilungen | ©' 77 ! 2 ST=—) (X, =Y -Z) S/In f=n-1T4
unbekannt n-1 <
Unabhéngige Stichproben; 7 PR
2 Nom1al- 4 — i1, =0 | Varianzeno? undo’ 7 T_T U=% mitg2=21,9 SIandardnurmal-
verteilungen : -, o non verteilung T2
bekannt oder n > 30 )
Unabhiingige Stichproben; v v
2 Normal- napIInBIEs S e LoD 7 [Mnamtny=2) XY t-Verteilung mit
verteilungen | #1742~ 0 | Varianzen o und o, ny+n 2 2 f=m+m-2T4
£ unbekannt, aber gleich b2 V{(”] ~DSi 4 (2 -1)S3 s
Normal- : 2 1 % 712 S’ Chi-Quadrat-Vert. mit
‘=on §° = X, -X Z=(n-1)=
verteilung G =% n-1 Z'( ! ) (n )0'( f=n—-1T3
i=l )
Bernoulli- p=p 7oL c X U= X-p, Standardnormalvert.
Verteilung ! n = Jpo(l=p,)/n (nidherungsweise) T2

I
Hypothesentest

*) Falls n (bzw. n; und n,) > 30 ist, so kann der entsprechende Fall fiir bekannte Varianzen angewendet werden; dabei dient s als Schiitzwert fiir .




Es gibt zwei Arten von Fehlem:

Realitit eetscheiduog H, wird angenommen H;, wird abgelehnt

/
H, ist wahr v Fehlvr A, At [n(j
H, ist falsch Fehler 2 Act [£] v

Fehler 2. Art: Hy ist falsch und wird trotzdem angenommen.

..Der Alarm geht nicht los, obwohl es brennt.”

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art wird mit § bezeichnet.
Die Grésse von f ist abhangig vom tatsachlichen (unbekannten) Wert des Parameters:

Vertellung
von T
unter Hy L7

Eine Verkleinerung der Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art (o ) bewirkt bei gleicher
Stichprobengrdsse stets eine Vergrésserung der Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art (5)

und umgekehrt.

(1) Der p-Wert

Statt einer Ja/Nein-Entscheidung auf Grund einer
vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit a kann
man auch den sogenannten p-Wert angeben: die
Wahrscheinlichkeit. einen mindestens so extremen
Testwert zu erhalten, wenn H|, wahr 1st. Ist der p-
Wert grésser oder gleich o, wird die Nullhypothese
angenommen. Ist der der p-Wert kleiner als o, wird

die Alternative angenommen. oo gab

Beispiel (Serie 8. Aufgabe 1)
Testwert 4=2.11 mit & =0.01

N

f (Testwer))
Der p-Wert entspricht der emgefarbten Fliche.
Beim 2-seitigen Hypothesentest wird die Flache
symmetrisch eingetragen (wie hier); beim
1-seitigen Hypothesentest nur auf emer Seite_

A-0,3§26
=0,943

Die Nullhypothese wird angenomme;, da der p-Wert grosser oder gleich o =0.01 1st.

pWert=2.(1- 0 3924)= 2(00474] = 0,03u7




