Biegung

Spannungsverteilung und Schnittmoment .
* Reine Biegung i
- Querkraft und Schubspannung vemachlassigbar (¢, = 0, 7, = 0) *W az _,
> eine linear Gber den Querschnitt verteilte Normalspannung o, Ty =0 o
(in x-Richtung) bewirkt ein Biegemoment M,, — e
> bei dusserem Moment M um die y-Achse Vol s
(Funktion von z, NICHT von y, Steigung = ¢) olz) =cz T j} v K
- bei dusserem Moment M um die z-Achse z1 \ Jrx
(Funktion von y, NICHT von z)
f l Gleichgewicht
*  Biegemoment M,, (Schnittmoment) |— M,
ergibt sich durch Integration der infinitesimalen Krafte an jedem Vo fomi .
Flachenelement tiber die gesamte Querschnittsflache (Gleichgewicht) 5 N=0
=1
M, =fzo‘(z)dA =c|z?dA=cl,
. M,
* Spannung <> Biegemoment. [a(z) = =
y
*  Flachentragheitsmoment: I, = f 22 dA 10
Zircher Fachhochschule

Flachentragheitsmomente — Eigenschaften 2

« Axiales Flachentragheitsmoment
> Beschreibt Widerstand gegen Biegung in Balkens
(Spannung + Durchbiegung) bei gerader Biegung { {
- Je grosser das Flachentragheitsmoment, desto A e
kleiner die Durchbiegung und Spannungen

*  Deviationsmoment
> Spielt eine Rolle, wenn der Kérper nicht entlang
seiner Hauptachsen belastet wird (schiefe Biegung)
> Beschreibt Bestreben eines Balkens sich in die
Hauptachsen zu drehen bei schiefer Biegung

r

«  Polares Fldchentrégheitsmoment
= Beschreibt Widerstand kreisrunder Querschnitte

c) Torsion kreisrunder
Querschnitt

d) Torsion nicht

kreisrunder Querschnitt

gegentiber Torsion
- Je grésser, umso kleinere Verdrehung und Schubspannung

«  Torsionstragheitsmoment

> Beschreibt Widerstand nicht-kreisrunder Querschnitte
gegenlber Torsion 12

Flachentragheitsmomente — Eigenschaften 3

«  Einteilung der Flachenmomente
- 0.Ordnung: Querschnittsfidche [mm?2]

dA -
Abstande von Achse in O-ter Potenz > 1 !

= 1.0rdnung: statisches Fldchenmoment

Sy=JzM Sz=fydA

Symetrie 2 aaErdd "

[mm?]

Absténde von Achse in 1-ter Potenz > y, z

= 2.0rdnung: Fldchentrégheitsmoment

iy:fzsz |12:fy2dA

Axiales Flachentragheitsmoment

[mm?]

Iyz:.[z),:—fyz'dﬁ.

Deviationsmoment
(= 0 fur symmetrische Q.)

Abstande von Achse in 2-ter Potenz = y?, 22,72
Ip:frz-dA:f(zz+y2)-dA =l+I;

Polares Flachentragheitsmoment

« Abhédngigkeiten
- Rein geometrische Grésse
- Hangt von Grésse, Form und Lage der Flache ab

> Ist somit vom Koordinatensystem (insbesondere der Orientierung und vom Nullpunkt)

abhéangig (Tensor) 2

Flachentragheitsmomente — Berechnung durch Integration

1) Infinitesimales Fldchenelement 2 dA=dydz

I, = J.zsz :ffzzdydz
I, :ijM :J]yzdydz

2 dA =h(y)dy

- Fuhrt auf Flachenintegral

2) Infinitesimaler Streifen
(parallel zur z-Achse)

- Fuhrt auf Einfachintegral

L= f y2da = }ﬂylh(y) dy

- dA = b(z)dz

I, = fzz dA = HJ;ZMZ) dz

3) Infinitesimaler Streifen
(paraliel zur y-Achse)

- Fuhrt auf Einfachintegral

(TS A W A
et Y

N
b sl

Iyz(quer) = ‘34/8
Iy = Iz(quer) = Pi*a4 /16

Satz von Steiner (Parallelverschiebung der Bezugsachsen)

« Flachentragheitsmomente hangen vom Bezugspunkt und den Richtungen
des Koordinatensystems ab

«  Wird der Bezugspunkt aus dem Schwerpunkt S verschoben, kénnen die
Flachentragheitsmomente bezuglich des verschobenen Systems I; aus den
ursprunglichen 1, im Schwerpunkt mit dem Satz von Steiner ermittelt werden

L=L,+ZA I;=1+54 lﬁzlyz—ysz-sA|

ly:fisz:f(erz's)sz:jzsz+22'sJ'sz+z'szJ'dA

> mit I, = [ z%dA im Bezugssystem durch Schwerpunkt s
> mitder Flache 4 = [ dA
- mit [zdA = 0 (statische Moment bzgl. der Schwereachse y bzw. z)

17
-> Ldécher werden durch negative Flachentragheitsmomente bertcksichtigt
As J
— 2 — 2 2 — 4
Iy—fsz—fsz+fsz+---—ZIyi la. i
A A, A, - 0
L= |y%dA = | y*dA + | y*dA +-= ) I
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Trafo Bez.

Transformationsbeziehungen (Drehung des Bezugssystems)

* Flachentragheitsmomente hangen vom Bezugspunkt und
der Orientierung des Koordinatensystems ab

* Wird das Bezugssystem beziglich eines beliebigen anderen
Systems yz (mit bekannten Flachentragheitsmomenten I,,1,,1,.,)
gedreht, so kénnen die Flachentragheitsmomente I, I, I,,; bzgl. des

gedrehten Systems n{ mit den Transformationsbeziehungen ermittelt werden.

n =y cos(g) + zsin(g)
¢ = —ysin(g) + z cos(p)

1 1
L= E(Iy +1)+ i(Iy —I,) cos(2¢

b =

1 1
I; = E(Iy +1,) - E(Iy —I,) cos(2¢) — vz SiN(2¢)

1 .
~3 (Iy - Iz) sin(2g) + 1, cos(2¢)

) + I, sin(2¢)

Esgiltt L+l =1 +,=1,
das heisst, I, ist eine Invariante.

Zorcher Fashhochschule
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Hauptachsen und Haupttragheitsmomente
F—b— .. ) T .
T «  Fur welchen Winkel ¢ werden die Tragheitsmomente maximal?
h L b-h? I h-b? I b?-h? p p
y. y = z = ¥z it I 21
} 36 36 72 - “<_0 ‘ tan(2¢") = —2%_
) do do an(2¢") Iy =1,
f— b — - da der Tangens eine g - periodische Funktion ist, gilt: tan(2¢*) = tan (Z(p‘ + g)
T 3 2 o b2 das heisst, es gibt zwei zueinander senkrechte Winkel, fur welche das _-™
S i b-h h-b b2-h A o . i
Y h I, = T3 I, = = vz = 7 Flachentragheitsmoment extremal wird
4 - die dazugehorigen Achsen heissen Hauptachsen, die extremalen
z Flachentragheitsmomente heissen Haupttragheitsmomente I, und I, fj”
2
(N _-1 L +1; I, -1, ) e .
=+ =
' = - b ki h- b3 bE . h2 12 7+ 7 +13; I;; = 0 (Deviationsmoment verschwindet)
_fi =36 =35 ==""7
. = fur den Winkel ¢ verschwindet das Deviationsmoment: [,,, = 0.
- das Hauptachsensystem entspricht der Symmetrieachse und der Achse
f—b—= senkrecht dazu (wenn der Korper symmetrisch ist)
t b-h? h-b? b* « h* P .
W =3 L=— L =—5— Klassifizierung von Biegeproblemen 3
Nt «  Schubstarrer vs. schubweicher Balken (bzw. Euler-Bernoulli vs. Timoschenko)
= Schubstarrer Balken = Euler-Bernoulli Balken

Querschnittsflachen, die vor der Deformation eben und senkrecht zur Balkenachse stehen, bleiben
eben und senkrecht (1. und 2. Bemnoulli Hypothese). Das gilt, wenn reine Biegung vorliegt (d.h.
Querkrafte vernachlassigbar sind) und fiir lange, schlanken Stabe |(Lénge >> 5x Querschnittshijhe)}

Fur kurze und dicke Balken sind diese Annahmen nicht mehr giiltig und die durch Querkrafte
verursachten Schubspannungen und —verzerrungen sowie die Anderung des Flachentragheitsmoments
missen berlicksichtigt werden. Je schlanker ein Balken, desto kleiner der Schubeinfluss.

Schubweicher Balken

Querscl

|

A

= Schubweiche Balken = Timoschenko Balken
z
Euler-Bernoulti
Timoshenko

x M
h

i x
h

.

Gerade, reine Biegung
« Konventionen

0+do
—]

x+dy

e

Jo— dx
X

Verschiebungen

«  Verschiebungsvektor
eines beliebigen Punktes P in der yz Ebene im
Abstand z von der neutralen Faser

7=y (x, 2)éx + uz(x, 2)8y + uz(x, 2)é;
« Verschiebung in x-Richtung
uy(x,2) = u(x,z) = zsin(lj}(x))
« Verschiebung in y-Richtung
u(x,2) =v(x) =0
*  Verschiebung in z-Richtung
uz(x,z) = w(x) + zcos(P(x)) — z
> Kleine Deformationen: ¥ (x) <« 1
u(x,2) = ulx, z) = zp(x)
Uy(x,2) =v(x) =0
uz(x, z) = w(x)

L ——

Kinematische Beziehungen
l =
z dA

+ Dehnung (x-Richtung)
duy ,
=z'(x)

-

s _l

- dx +]

exx(x,2) = %

+ Dehnung (z-Richtung)
dug dz

oz 0

£,:(x,2) =

dx

+ Scherung (xz-Ebene) f
¥4

e

duy
Yee(X,2) = Pk

V() ...

w(x) ...

hnittsverwd|bung
w’

!
2

[

do —|

Verwslbung des Querschnitts durch
Querkrafte in schubweichem Balken

- Homogene, isotrope Werkstoffe

(Elastizitatsgesetz)

- Kleine Deformationen

- Koordinatensystem
- Koordinate entlang Léngsachse
- Hauptachsen des Querschnitts

x
¥z

im Fléchenschwerpunkt S (l,; = 0)

- Schnittgréssen
Qy- Qz

= Querkréfte

My, M, - Biegemomente

- dussere Lasten fUhren nur zu Q, und M,
-> zuné&chst nur gerade, reine Biegung: M,

- Verschiebung der Balkenachse
u,v,w > x,¥ z-Richtung

zsin(y)

- Annahmen von Bernoulli
1) Im unverformten Zustand senkrechte
Querschnitte bleiben senkrecht zur
neutralen Faser
2) Ebene Querschnitte bleiben eben

Verdrehwinkel (positivim GUS, unabhangig von z

= Ebenbleiben der Querschnitte)

Verschiebung der Balkenachse (unabhéngig von z
-> Ebenbleiben der Querschnitte)

w'(x) ... Neigung der Balkenachse
1(x) ... Verdrehung ebener Querschnitte

(bzgl. Senkrechter zur Achse)



Gleichgewicht 2

« Biegemoment
My (x) = fax,(z)sz = EIIJ'(X)J‘ZZ dA = EY' (0l

- das Biegemoment um y-Achse ist proportional zur
Anderung der Querschnittsverdrehung ¥’ (x)

*  Querkraft
0.0 = L T (,2) dA = KGA(W'(x) + Y())

-> fur reine Biegung oder schubstarren Balken > Q, = 0

-> reine Biegung Q,(x) = 0 oder schubstarre Balken xGA — «

-> nur dann ist Verdrehwinkel der Balkenquerschnitte 1 (x)
durch die Neigung w'(x) der neutralen Faser gegeben
(d.h. Senkrechtbleiben der Querschnitte)
. . . I3 K (C)) i
Grundgleichungen fiir Gerade, Reine Biegung ‘ 4| L"_ 3 i
«  Normalspannungen 5 o oIl st e 1, [
- Ein Biegemoment M,, bewirkt eine lineare Normai- M, ((D @"‘ == { i il 1 1
spannungsverteilung (abhangig von z), welche durch My(x) = L O(2)2dA |0y, (2) = Tz 8 1 WiE B |7 3 ] T
das Gleichgewicht berechnet werden kann k4 | Sl ‘j’ | T =
= Das Fléchentrégheitsmoment I,, bestimmt dabei den - | 5 §l 5 1 il
geometrischen Anteil der Biegesteifigkeit y i E x 4. }, .,@ | |
~ Bei einem positiven M,, > 0 treten positive Zugspannungen T 3 } 4L el ‘T dil)
fidr z > 0 auf, bei negativen M, < 0 firz <0 it (o(x) =0) Oxx
-> Die Balkenachse, fir welche gy, = 0 wird neutrale Faser -2 —2 - -
genannt IF=I}'+Z$"4 Iz=1+J5A Iy_z=fyz_ys Z; A
- Die Maximale Spannung im grossten Abstand z = zpgy ZUr M
neutralen Faser auf und ist damit eine reine Funktion der Opxmax = _J’Zmu =2 ‘
Querschnittsgeometrie, welche durch das Widerstandsmoment ‘ L, w, [ 7 t j i
gegen Biegung W charakterisiert wird B . -Uko p I SiAL I S e b+ Gad 1
_ ’ ; ﬂhﬂn 63 )‘a - Yo [+ &
- Es stellen sich zwei Grundprobleme: W, = ~=%=... Widerstandsmoment gegen Biegung CL% e 1 | i_q
- Spannungsnachweis: M, W sind bekannt > < Uberpriifen B = = —5 AL
P g: Tmax < Ozut P Omax < Oput = W <a,, ’ =i= - Qa 12T
- Dimensionierung: M, ,,, sind bekannt > W so anpassen, M| .
dass Gyax < Guu Werp = — R = Tl
35 el = SRuga) :
= > V= . | I
> L deaudloly 5 \ L o = | W= [ = 1 i
T T

e
'7%&&. I i




