Nichtlineare Gleichungssysteme

Definition einer Funktion mit mehreren Variablen

Gegeben seine zwei Gleichungen
— 2

X, = —xi+11

xZ = —x1 + 7

In Funktionen = 0 umwandeln OB B

filxy, ) =x2+x,—11=0

fo(,%) =%, +x5 =7 =0

In Gleichungssystem umwandeln

_ (il )\ _ (xf +x =11 _ (0 R2
fe)= (fz(xpxz)) Bl < X, +x5—7 > B (0)' fiRE = RE

Nullstellen einer nichtlinearen Funktion mit n unabhdngigen
Variablen mit Newton-Verfahren fiir Systeme

fiR->R"mitf(x) =0

Partielle Ableitung

In einer Dimension

(f (xo + Ax) — f(xo))
Ax

' .
Xp) = lim
f'(xo) = lim

In mehreren Dimensionen

1. Ableitung nach x: fc= Z—i (x,y) = lim [OcHAxy)—f(xy)

Ax—0 Ax
2. Ableitungnachy:  f, = Z—f} x,y) = Al3izr—r>lo —f(x’y”:’;_f(x’”

Partielle Ableitung
Beispiel
z = f(x,y) = 3xy> 4+ 10x?y + 5y + 3y - sin(5xy)
o Z—i(x,y)=3-1-y3+10-2x-y+0+3y-cos(5xy)-5-1-y
. Z—;(x,y) =3x-3y?+10x?-1+5-1+ (3-1-sin(5xy) + 3y - cos(5xy) - 5x - 1)

Steigung der beiden Tangenten in x — resp. y —Richtung im Punkt (x,,y,) = (—1,1)
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Nichtlineare Gleichungssysteme

Linearisierung von Funktionen mit mehreren Variablen
x,)T € R™. Die Jacobi-Matrix D f (x) enthélt simtliche partiellen Ableitungen 1. Ordnung von f.

Sei f:R" - R mity = f(x) und x = (x4, x5, ...,

0 0
f(x) af() i()

= A0 of . of; of
flx) = YZ:SfZ(x) ’ Df(x) = a_xl(x) axz() axn()
o @ axz() e @

Die «verallgemeinerte Tangentengleichung»
g0 = F(O) 4 DF(x ) - (x = ()

T
Beschreibt eine lineare Funktion und es gilt f(x) = g(x) in einer Umgebung eines gegebenen Vektors x©@ = ( © xéo), ...,x,(lo)) € R™. Man spricht deshalb auch

von der Linearisierung der Funktion y = f(x) in einer Umgebung von x(©),

Beispiel: Linearisieren Sie fur x'*) = (1/4,0, )" der Funktion f (xy, x5, x3)

1. Jacobi-Matrix D f (x4, x5, x3) bilden

sin(x, + 2x3))

_ 0 cos(x, + 2x3)  cos(xy + 2x3) - 2)
f(xllx2l‘x3) - (COS(ZXl +x2) )

Df 1%z, %3) = (— sin(2x; + %) -2 —sin(2x; + x,) 0
2. Startvektor x ) in Vektorwertige Funktion f(x) und Jacobi-Matrix D f (x) einsetzen

3. Verallgemeinerte Tangentengleichung

X1 — 7[/4
oy, 0 12y (TN x4 2x —27r)
9(x) = (0) + (—2 —1 0) ( X2 2 )‘ (—Zx1 —x, +m/2

—— X3
f(x0) Df(xo) [
xX—Xq
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Nichtlineare Gleichungssysteme

Problemstellung zur Nullstellenbestimmung fiir nichtlineare Systeme

Es gibt keine einfachen Methoden, um festzustellen, ob ein nichtlineares Gleichungssystem l6sbar ist und wie viele Lésungen es hat. Deshalb entscheidet die Wahl
einer «geeigneten Startnaherug» meist tber erfolgt oder Misserfolg der eingesetzten numerischen Verfahren.

Quadratisch konvergente Newton-Verfahren (Quadratische Konvergenz)
Lésungvon f(x) = 0 mit f: R™ - R™ firn = 0,1,2, ...

1. Berechne f(x(”)) und Df(x("))
2. Berechne §™ als Losung des lin. GS Df(x(")) L5 = _f(x(n))
3. Setze x*1) = x(W 4 ()

Vereinfachtes Newton-Verfahren (Lineare Konvergenz)

Beispiel mit Newton-Verfahren

Gegeben sind zwei Gleichungen und der Start-Vektor x(® = (2, -1)7T

_ 2 _ 2
(=27 -1 _

1
a b

1-—x2=y2?

Umwandlung in Funktionen f;, f, = 0

LY _1)\2
(x 2)+(y 1)

fl(x’y)zl_xz_yzz(), fZ(x'y)Z b -1=0
Lésung von f(x) = 0 mit f:R™ - R™ firn = 0,1,2, ... a
1: Vektorwertige Funktion und Jacobi-Matrix bilden
1. Berechne f(x(”)) und Df(x(o)) J
2. Berechne (™ als Lésung des lin. GS Df (x(?)) - 6™ = —f(x™) —2x -2y 1—x?—y?
3. Setze x(*1) .= x4 s Df(x,y)=(2x—4 2y—=2|, f(x,y)=((x-2)?% (y-1)7? )
a b a + b
Gedampftes Newton-Verfahren 1: Start-Vektor x(© einsetzen
Nur in der Nahe der Nullstelle ist Konvergenz des Verfahrens garantiert! —4 2 —4
Df(2,—1)=( ~ ) f(z,—1)=( * )
0 4/b 4/b—1
. Berechne f(x™) und Df (x™)
2. Berechne (™ als Lésung des lin. GS Df (x™) - §™ = —f (x() 2: Berechne §(©
3. Finde das minimale k € {0,1, ..., k mit _
{ sM™ max) (Df(x(o))l_f(x(o))) = ( 04 _j/b|_4/;}; + 1) - (_()1)
(04 %2)|| <tree, 92
2
Kein minimales k gefunden - k = 0 3: Berechne x(¥
4. Setze
() M — “y_(1
JCTE) ) +5_k W= (5)+(5)=(2)
2 (@ 500
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Ausgleichsrechnung - Interpolation

diese Punkte verlauft.

Interpolationsproblem

Daher missen anderen Verfahren verwendet werden.

Die Interpolation ist ein Spezialfall der linearen Ausgleichsrechnung, bei dem wir zu einer Menge von vorgegebenen Punkten eine Funktion suchen, die exakt durch

Gegeben sind n + 1 Wertepaare (x;,y;),i = 0, ...,n mit x; # x; fir { # j. Gesucht ist eine stetige Funktion g mit der Eigenschaft g(x;) = y; furallei =0, ...,n.

Die Polynominterpolation kann mittels Linearem Gleichungssystem gelost werden (Vandermonde-Matrix). Dies flihrt jedoch zu einer schlechten Konditionierung.

Lagrange Interpolationsformel

Durch n + 1 Stitzpunkte mit verschiedenen Stiitzstellen gibt es genau ein Polynom
B, (x) vom Grade < n, welches alle Stitzpunkte interpoliert, d.h. wo gilt

B.(x;) =y, i=01,..,n

B, (x) lautet in der Lagrangeform
n
Pu) = ) LG,
i=0

Dabei sind die [;(x) die Lagrangepolynome vom Grad n definiert durch

= X — XJ
ll(x) = nxl _ x]ﬁ (l = 0'11 Pn)
j=0
J#i

Fehlerabschatzung

Sind die y; Funktionswerte einer geniigend oft stetig differenzierbaren Funktion f
(also y; = f(x;)), dann ist der Interpolationsfehler an einer Stelle x gegeben durch
|G = x0) (x — x1) ... (x — %)

f@@) = Rl < (n+1)! (max f M+ (&)

Beispiel
Gegeben sind

e x=1[0,250,500,1000]
e y=[1013,747,540,226]

Berechnung der Lagrangepolynome

X=X X=X X=X 375-250 375-500 375-1000

° lO — 1. 2, 3 = . . - _0078
Xo—X1 Xg—Xz Xg—X3 0-250 0-500 0-1000
X=X X=X X=X 375—-0 375-500 375-1000

o = 0.2 Eh o - - = 0.625
X1=Xg X1—X3 X1—X3 250-0 250-500 250-1000
X=X X=X X=X 375—-0 375-250 375-1000

o =0 .. FT% o : : = 0.469
X2—Xg Xp—X1 Xp—X3 500-0 500-250 500-1000
X=X X=X X=X 375-0 375-250 375-500

o ;= (U 1. 2 — . . = -0.016
X3—Xy X3—X; X3—X3  1000—0 1000-250 1000-500

Gesucht ist der y - Wert an der Stelle x = 375

n
P.(375) = 2 1,(375) - y;
i=0

P,(375) = —0.078-1013 + 0.625- 747 + 0.469 - 540 + —0.016 - 226

P,(375) = 637.328 hPa
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Ausgleichsrechnung - Interpolation

Algorithmus nattirliche kubische Splinefunktion

Gegeben seien n + 1 Stltzpunkte (x;, ¥;) mit monoton aufsteigenden Stitzstellen (Knoten) x, < x; < -+ < x, (n = 2). Gesucht ist die natirliche kubische
Splinefunktion S(x), welche in jedem Intervall [x;, x;,1] mit= 0,1, ...,n — 1 durch ein kubisches Polynom

Si(x) = a; + bi(x — x) + ¢;(x — x;)* + d;(x — x;)3

Berechnung der Polynome S;(x) furi = 0,1, ...,n — 1:

1: Koeffizienten a;, h;, ¢y, ¢,

a=y, hi=xqy1—x%, =0,

2: Koeffizienten ¢4, ¢, ... cp,_1 aus dem Gleichungssystem (Ac = z)
e =1

2(hg + hy) " cq + hycy

=0

=3 2-y1) -3 1=Y0)

hy
e n=>4-i=2,..,.n—2

ho

hi
e i=n-—-1

hivciq+2(hi 1+ )¢+ hiciyy =3 ir1—yd 3 Wi=yi-1)

hi—1

hn—zcn—z + Z(hn—z + hn—l) "Cn—1

hn—1

3: Koeffizienten b; und d;

* b= (yl%:yl) _%(Ci+1 +2¢;)

1
o dj=—(ciy1—C)
3n;

=3 Yn=¥n-1) -3 (Yn—1—Yn-2)

hn—z

Beispiel
x = [4,6,8,10], y =16,3,9,0], i=100123], n=3
Koeffizienten a;, h;, cg, cp,
°* g =y a=1[6,39]
® hi=X41—x h=12,2,2]

® ¢,=0,¢,=0

Koeffizienten ¢y, ¢y, ... ¢;,—1 aus dem Gleichungssystem (Ac = z)

/3(3’2

hy _ hy
2(hy + h2)>' Z= Kg (73 —¥2) -

—3’1)_

1 — Yo)
3 1h00\

_(2(hy + hy)
4= ( 3 (2 — 3’1))
hy

hy

hy

2= (2 523 —63)' €= (—zéifs)

Koeffizienten b; und d;

hy
2(hy + hy)

/Z(ho + hy)
A=

e H hn_z

2(hp—z + hp_1)

1 — o)

2 —y1) _3
ho

c 3
1 I

c= . , z

\3 (Yn - yn—l) 3 (yn—l - J’n—z)
hn—1 hn—2
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Ausgleichsrechnung

Interpolation Gleiche Steigung Zwei Bedingungen sind frei wahlbar

y M
o So(x0) =0 o Sp(x1) =S1(x1) e Naturliche kubische Splinefunktion
e Si)=n o S51(xz) = S3(x2) " Sg(x) =0 (x1,¥1)
o S(x2) =y, . . = SS(x3)=0
o S,(x3)=y3 Gleiche Krammung e Periodische kubische Splinefunktion (Xo:Yo) :
" _cn n ! - q!/ |
Stetiger Ubergang * S0 (1) =51(x) . S(,’,(XO) _52’§x3) | : (X,Y,) (X3,y3)

L] S:{’(XZ) = SZH(XZ) SO (xO) - SZ (x3) | | : "
o So(x1) =51(x1) e «not a knot» kubische Splinefunktion | | S, :
o Si(x) = S3(x) = 5o (xy) = 81" (x1) : I H .

Ko X b Ay X

= 517(x) = 55" (x2)
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Ausgleichsrechnung

Ziel der Ausgleichsrechnung ist eine Funktion zu finden, die die n Datenpunkte moglichst gut approximiert, wobei die Punkte nicht genau getroffen werden mussen.

Bei der linearen Ausgleichsrechnung ist die gesuchte Funktion f(x) eine Bei der nicht-linearen Ausgleichrechnung treten die Parameter A; «verwoben» in
Linearkombination von m sogn. Basisfunktionen f;(x). der Funktionsgleichung auf
f)=21AHO)+ -+ A, frn(x), (i=12,..,mundm <n) f=fA,5, ., 4, X)
Beispiele Beispiele
fx)=a-e*+c-In(x) +dx f(x)=a-e*+c-In(bx) + dx
f(x) =a-sin(x)+b f(x) =sin(ax + b) + cx
f(x) = a-sin(x) + bx? f(x) =sin(ax) + b
Ausgleichsproblem Ein Element f € F heisst Ausgleichsfunktion von F zu den gegebenen Wertepaaren,

: . . e falls das Fehlerfunktional E (f)
Gegeben sind n Wertepaare (x;,y;),i{ = 1,...,n mitx; # x; firi # j

n
Gesucht ist eine stetige Funktion f: R — R, die die Wertepaare bestméglich EF)=lly—fMls= Z(yi - f(xi))z
annahert, d.h. dass firalle i = 1, ...,n moglichst genau gilt =1
flx) =y fur f minimal wird, d.h. F(f) = min {E(g)|g € F}.
Gegeben sei eine Menge F von stetigen Ansatzfunktionen f auf dem Man nennt das so gefundene f dann optimal im Sinne der kleinsten
Intervall [a, b] sowei n Wertepaare (x;,y;),i =1, ...,n. Fehlerquadrate.

Vereinfachung eines nicht-linearen zu einem linearen Ausgleichsproblem

Gegeben sei eine Funktion der Form f(x) = ae’. Hierbei handelt es sich um ein nicht lineares Ausgleichsproblem. Dieses kann jedoch zu einem linearen
Ausgleichsproblem vereinfach werden.

In(f(x)) = In(ae”) =In(a) + b - In(e*) = In(a) - 1 +b x
fi(x) f2(x)

Achtung: Als Konsequenz miissen die y; logarithmiert werden, weil aus y = f(x) folgt y = ln(f(x)) = f(x).
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Ausgleichsrechnung

Lineare Ausgleichsprobleme
Gegeben seien

e n Wertepaare (x;,x;),i =1, ...,n,und
e m Basisfunktionen f, ..., fy, auf einem Intervall [a, b].

F ist die Menge der Ansatzfunktionen f := A, f; + -+ A, f;,, mit 4; € R

Lineares Ausgleichsproblem mit dem Fehlerfunktional E (f)

2

B =y = FeNE = ) (= Fe0)' = D [ ve= ) 4f) | = lly = A2l
i=1 i=1 j=1
Vor, wobei
fi(x1)  fa(x1) fm(x1) Y1 M
A= fl(:xz) fz(:xz) fm(:xz) ’ y = 3'2 ’ 1= /1:2
fl(xn) fz(xn) fm(xn) Yn /1n

Das System A4 = y heisst Fehlergleichungssystem.

Gleichungen der folgenden Art heissen Normalgleichungen des lin. Ausgleichsproblems

OE(f)(Ay, o) Aim) _0

a4 ’

j=1,...m

Das System samtlicher Normalgleichungen heisst Normalgleichungssystem
ATAL = ATy

Die Lésung A = (A4, ..., 4,,,)T des Normalgleichungssystems beinhaltet die gesuchten
Parameter des linearen Ausgleichproblems.

Beispiel: Gegeben sei die Ansatzfunktion f(x) = ax + b fir die Werte

e x=11,2,3,4] 14 - —
e y=16,6.810,10.5] o /

1: Basisfunktionen bestimmen &

fx)=a- x +b- 1

A R
2: Matrix A definieren firn = 4und m = 2
filx1)  f2(x1) 1 1
A= filx2)  fa(x2) 2 1
fi(x3)  fa(x3) 3 1
fi(xs)  fa(x4) 4 1

3: Normalgleichungssystem aufstellen ATAL = ATy
1

1 2 3 4|2 _ (30 10
) - (10 4 )

ATA=(1 1 1 /|3

1O ) S T N Sy

4
=119 %)-69
10.5

4: Gleichung auflésen

(o ) G)=Gaz) = G)=(rg)
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Ausgleichsrechnung

Allgemeines Ausgleichsprobleme

Gegeben sind n Wertepaare (x;, x;) und Ansatzfunktionen f,, =
fp(ll,/lz, wery A, X) mit m Parametern /1j e R.

Gesucht sind m Parameter A = (14, 15, ..., 4,,)Tso, dass das nichtlineare
Fehlerfunktional E (f)

n

() =Y. (3= fypCha Ao ) = i

=1
= Iy = fFDII3 — min

minimal wird unter allen zuldssigen Belegungen der Parameter A, wobei

fl(ﬂl,lz,...,lm) fp(ﬂ'lil‘lzl ""AM'xl)
FO) = FOu Ay s Ay) o= | [2 0 A2 And | | Jp (i Ao A X2)
frn(Ay, As, o A) fp(ll,lz, iy A X))

Y1 A

y="]  a=|"

yn Am

Das System AA = y heisst Fehlergleichungssystem.

Beispiel
Gegeben sei die Ansatzfunktion f(x) = ae” fiir die Werte

e x=1[0,1,234]
e y=[31,05,0.2,0.05]

Fehlerfunktional

5

5
B = ) (v~ @) = Y (- ae™)’
i=1

=1

Vektorwertige Funktion f (a, b) bilden

aeb*1 3
f(a.b)=< : ) y=< : )
aebxs 0.05

Funktion g(a, b) und Jacobi-Matrix Df (a, b) bilden

y; — aeb* 0 — aeb*
g(a,b)y=y—f(a,b)= : =< : )

Vs — ael¥s 0.05 — ae?*s
-1 0 -1 0
_ebl  _1gebt _e~15 _q1g-15
Dg(a,b) =| —e?? —2ae?? [=| —e® —2e7°
_eb'3 _gaeb'S —8_4'5 —38_4'5
—el*  —4qeP* —e % —4e°

Nicht Lineares Ausgleichsproblem mit entsprechendem Verfahren losen...

e Gauss-Newton oder gedampftes Gauss-Newton
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Ausgleichsrechnung

Gauss-Newton-Verfahren / Gedampftes Gauss-Newton-Verfahren
Berechne die Funktion g(4) sowie deren Jacobi-Matrix
g =y—-f@A), DgD)
Firk=0,1...
Schritt 1: Berechne 6™ als Losung des linearen Ausgleichsproblems
min||g(A® + Dg(A®) - 6|’
d.h. 16se konkret das folgende Normalgleichungssystem nach 50 auf
Dg(,1<k))TDg(,1<k))5(k) - _Dg(,'l(k))T - g(A0)
Dies wird am stabilsten mit der QR-Zerlegung von Dg(6(")) erreicht

Dg(l(k)) — Q(R)R(k), R gl — _Q(k) Tg(/l(k))
Schritt 2: (Nur beim gedampften Gauss-Newton)

Finde das minimale p € {0,1, ..., Prmax} Mit

2
w 8 ®|I?
o (19+ 55 )| <loG;
Alk+1) 2
Falls kein minimales p gefunden werden kann, rechne mit p = 0 weiter
Schritt 3: (Gauss-Newton)
2K+ — 1) 4 5K
Schritt 3: (gedampftes Gauss-Newton)

9]
AR+ — () 4 6_
2P

Beispiel Fortsetzung

Gegeben sei...

ael* 3 0
en=(7 ) o=k =)
aebXs 0.05 4

Funktion g(a, b) und Jacobi-Matrix Df (a, b) bilden

y, —aeb*
gla,b) =y —f(ab) = : :(

Vs — aeb¥s
-1 0 -1
_ebl _qgeb 15
Dg(a,b)| —e?? —2qe?? |=| —e?
_eb3  _34eb3 45
_elt _4geht b

Schritt 1:

e QR-Zerlegung
e Aufldsen nach §®

Dg(/l(o)) = QRO
R@§O = T 4300

59 = (150)

Schritt 3:

e Lambda berechnen AK+D = 3(k) 4 5()

020480 (1)+(3)

= (;

3—-1
0.05—e©
0
—1le 1
—2e73

—36_4'5
—4e~°

( 02. 5’,9992 )

)
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Numerische Integration

Problemstellung

Fiir viele Funktionen f(x) existiert keine Stammfunktion F(x), mit der das
bestimmte Integral berechnet werden kénnte.

Rechteckregel / Trapezregel
Die Rechteckregel Rf und die Trapezregel Tf zur Approximation von I(f)

_f@+f®)
2

a+b
2

RF=f(52) - Tf (b-a

Fehlerabschatzung fiir summierte Quadraturformeln

h2
< _ . "
_24(b a) Jnax, If" ()]

b
f fG)dx — RF(R)

h2
S —_—
12

b
f FGOdx — TF(R)

(b—a)- Jnax, If" ()]

b h4
|| reax - smo‘ S

_ . )
bh—-a) Jmax, |f (o)l

Numerische Berechnungen auf einem Intervall [a, b]

e n Anzahl Subintervalle [x;, x;41]

b— . .
e h= Ta Breite der Subintervalle [x;, X;11]
* X xi=a+i-h

o [xg, ., Xpn] Xo=a, x,=b

summierte Rechtecksregel

RF(h) = h-nif(xi +§)
i=0

summierte Trapezregel

n—-1
. (f@+f®)
Tf(R) = h <# * Z f(xi)>

Simpson-Regel

n-1 n
h{1l i- i 1
SF(h) = §<§f(a) F D) e +2) f (0“—2”)> ¥ Ef(b))
i=1 i=1

Beispiel

Berechnen Sie das Integral I(x) mit der summierten Trapezregel mitn = 4

1(x)=fab§=f;§. o) ==

X
b—a
a=2  b=4 x=[2253354, h=""=05
Tf(h) =05 - (M +F25) + f(3) + f(3.5)> =095

Berechnen Sie den maximalen absoluten Fehler E,;,

2 1
Fre=o max If@I= 1Ol =5
(- max |f )l =~ 1o
2P maxf @l =e-2=5;

1
Emaxzﬁ
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Numerische Integration

Gauss-Formeln

Die Stutzstellen x; missen jedoch nicht zwingend dquidistant sein, sondern kénnen so gewahlt werden,

. b . . . .
dass sie das Integral fa f (x)dx optimal approximieren. Man erhélt dann die sogenannte Gauss-
Formeln. Dafiir werden die Stiitzstellen x; und die Gewichte a; in der generellen Quadraturformel

Beispiel

Berechnen Sie das Integral

05
I =f e X dx
0

n
Mit der summierten Trapezformel und Extrapolation fir
1) =) af () e 0-a)
= die Schrittweiten h; = —— (G =0,1,23).
So gewahlt, dass die ‘Fehlerordnung’ moglichst hoch wird bzw. der Fehler E moglichst klein. . Tf (ﬂ) 0.5 (f(0)+f(0 5))
20 ) 1 2
b b—a\) _ 05 (f(0)+£(0.5)
E=1[ feoax—1) « T1(5) =5 (A S f @)
b- 0.5 0)+£(0.5
o 17 (F) =5 (A s s )
Die Gauss Formel firn = 1,2,3 fur [ f(x)dx = %Z?ﬂ a; f (x;) lauten: . Tf (b_—3a) _ 05, (f(0)+f(0 5 57 Of(xl))
2 8 2
» n=1Gf=0b-a): f(”*“)
1 - 1 b+a
o« =2 Gf =22 (- 550 ) &5 +50)
b-a |5 b+a b-a[5 b+a
© n=3 Gf _T[S'f(_"% ) +S f( )|+ (vos- 25+ 27
Romberg Extrapolation
Tjo Ti1 T2 Tjs
Fur die summierte Trapezregel Tf (h) zur ndherungsweisen Berechnung von I(f) = fabf(x)dx gilt: Too N
Ty = 4T13;TQQ
SeiTjy = Tf( )fur] = 0,1, ..., m. Dann sind durch die Rekursion T 7 ~ Tpa = 6Ty
~ Ty, — 4Tw=Tig 4 Tho — 84T15=Tn
4" Tii k-1 = Tjr—1 A N % 63
Ik 4k — 1 Ty Ty = 16T
p e
Firk=1,2,..,mundj =0,1,..,m — k Naherungen der Fehlerordnung 2k + 2 gegeben. Diese p Ty = ooz
Methode heisst Romberg-Extrapolation. Die verwendete Schrittweitenfolge h; = bz_—ja heisst auch Tso

Romberg-Folge.

Pascal Isliker

Seite 12




EinfUhrung in gewohnliche Differentialgleichung

Gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung

Eine Gleichung, in der Ableitungen einer unbekannten Funktion y = y(x) bis zur n-ten Ordnung auftreten
e Gewdhnliche DGL 1-ter Ordnung y'(x) = f(x, y(x))
e Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung y™(x)=f (x,y(x),y’(x), ...,y("_l)(x))

Gesucht sind die Losungen y = y(x) dieser Gleichung, wobei die Losungen y auf einem Intervall [a, b] definiert sein sollen, y: [a, b] —» R.

Anfangswertproblem

Bei einem Anfangswertproblem (AWP) fiir eine Differentialgleichung n-ter Ordnung werden der Losungsfunktion y = y(x) noch n Werte vorgeschrieben, ndmlich
der Funktionswert an einer bestimmten Stelle x, sowie die Werte der ersten n — 1 Ableitung an der gleichen Stelle.

Flr die hier betrachteten Differentialgleichungen 1. Und 2. Ordnung heisst das:

e DGL1.Ordnung: Eindeutig lésbar, wenn... Startwert fur y(x) bei xy: y'(x) = f(x,y(x)) mit y(xo) = Yo
e DGL 2. Ordnung: Eindeutig lésbar, wenn... Startwert fur y(x) und y'(x) bei xo: y"' (x) = f(x, y(x),y' (x)) mit y(xg) = yo und y'(xg) = ¥4

Richtungsfelder fiir Differentialgleichungen 1. Ordnung

DGL 1. Ordnung und ihre Losungen lassen sich mit Hilfe von sogenannten Richtungsfeldern veranschaulichen. Ausgangspunkt ist die geometrische Interpretation

') = f(x,y(0) L y

Beispiel
y'() = f(xy(x) =x*+0.1-y(x) o

Wir erhalten das Richtungsfeld, indem wir fiir jeden Punkt in der (x, y)-Ebene die zugehorige Steigung einzeichnen.

e P(-1,1) y'(-1) =(-1)%?401-1=1.1
e P(05,1) y'(0.5) = (0.5)2+0.1-1 = 0.35

)

Gezeigt sind die Losungen fir die Anfangswerte fir die Anfangswerte y(—1.5) = 0 und y(0) = 0.5
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EinfUhrung in gewohnliche Differentialgleichung

Gegeben sei fir x € [a, b] das AWP

vy =fxy), y@ =y

Wobei gilt

xo=a,xi=a+ihf[]ri=0,...,n—1undh=b%a

Klassische Euler-Verfahren
xi+1 = xi + h
Yier =Y+ h f(x,y1)
Mittelpunkt-Verfahren

® X

NS
I
NS

Xi

 +
n
o yn=yi+5 fly)

NS
Il

Xit1 =xi+h

Yisr=Yi+h-f (x%,yg)

Modifizierte Euler-Verfahren

Fuhre das klassische Euler-Verfahren durch
Xipr =X+ h, Y =yi+hef(x,v:)

Berechne die Tangentensteigungen k; und k,

kl = f(xi'yi);

Bilde den Durchschnitt der Steigungen und mache einen
Schritt h ausgehend vom urspriinglichen Punkt (x;, y;)

ky = f(xit1,Yis1)

ki +k,

Xiy1 = X; + h,
i+1 i 2

Yisr =Yith-

Beispiel: Gegeben sei eine DGL y’

e Intervall0 <x <10
e Anfangswertproblem y(0) = 2
[ ] h = 2
dy x?
dx vy
Losung mit klassischem Euler-Verfahren
Schritt 1:

e X =Xxgt+th=0+5=5

0
* y1=Yo+h flxo,y)=2+5 =2

Schritt 2:

L x2=x1+h=5+5=10

2
o Yy=y +h flx,y)=2+5"> =645

o ky=fxy)
h h
o ko=f(xi+5.yi+5 k)
h h
o ky=flxi+5,yi+5 k)
e ky=fli+hyi+h- k3

Xit1 =xi+h

Klass. vierstufige Runge-Kutta Verfahren

1
3’i+1=Yi+h'g(k1+2'k2+2'k3+k4)

Allg. s - stufige Runge-Kutta-Verfahren

Fir(n=1,...,s) gilt

n-1
kn=f <xi +c,hy, +h anmkm>

m=1

N
Vier =i+ h ) buky

n=1

Hierbei ist s die Stufenzahl und a,,;,, by, ¢, sind
Konstanten.

1
Ca | @n
Cy | a3z
Cn In1 n2 Inn—1
Cs @51 252 Qg a—1
b ba b1 b
0
0.5 | 0.5
klass. Runge-Kutta Verfahren, s=4: 05| 0 0.5
1 0 0 1
I I I 1
& 3 3 0
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EinfUhrung in gewohnliche Differentialgleichung

Rezept fiir das Zuriickfiihren auf ein System erster Ordnung

PWwNE

Das entsprechende Anfangswertproblem in vektorieller Form aufschreiben.

Die Differentialgleichung nach der hochsten vorkommenden Ableitung der unbekannten Funktionen auflésen.
Neue Hilfsfunktionen fiir die unbekannte Funktion und deren Abteilungen bis Ordnung der hochsten Abteilung minus 1 einfiihren.
Das System erster Ordnung durch Ersetzen der héheren Ableitungen durch die neuen Funktionen aufstellen.

Beispiel : Gegeben sei die Differentialgleichung 3. Ordnung
y" +5y" +8y"+ 6y =10e7*

Mit der Anfangsbedingung

y(0) =2, y'(0)=y"(0)=0

1. Auflésen nach der héchsten Ableitung
y"" =10e™ —5y" — 8y’ — 6y
2. Einfihren von Hilfsfunktionen z,, z,, z3 bis zur zweiten Ableitung
z;(x) = y(x)
z3(x) = y'(x)
z3(x) = y"' (%)
3. Ableiten der Hilfsfunktionen

71 =Y'(= z)
z; =y" (= 2z3)
Zé — ylll
=10e * —5y" —8y' — 6y

=10e™* — 52z; — 82, — 62,
4. DGL in vektorieller Form schreiben

!

Zq Z3
z'=|z/|= ( Z3 ) = f(x,2),
z3' 10e™ — 5z, — 8z, — 62,

y(0) z1(0) 2
z(0) =( ¥'(0) | =1 z2(0) =<0>
y"(0) 73(0) 0
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EinfUhrung in gewdhnliche Differentialgleichung

Rezept fiir das Losen eines Systems von k DGL 1. Ordnung
Ist ein Losungsverfahren
Xig1 =%x; +h
Yi+1 = Yi + Steigung - h
Fir die eindimensionale Gleichung
y' () = f(x,y(x)),

Definiert, so kann es vollig analog erweitert werden als

y(x0) = ¥o

Xig1 = X; T h
yD =y 4 Steigung - h
Fir ein System
y' = f(xy(x)) mit y(xp) = y©
Dabei werden ersetzt
e y'durch den Vektor y' der Abteilung der einzelnen Komponenten

e f(x,y(x)) durch die vektorwertige Funktion f(x, y(x)) und
e Die Anfangsbedingung y(x,) = v, durch y(x,) = y©@

y1(x) vy (%)

y@) = [ 729 |y = | 72

Yn.(x) y,’l.(x)
f1(X,y(x)) y1(x0)
flx,y(x) = fz(X,:y(x)) y(xe) = y© = yz(:xo)
fn(x,'y(x)) Vn (x0)

Umformung der DGL

y® +1.1y" —0.1y" — 0.3y =sinx + 5

y(0) =y"(0)=y""(0)=0, y'(0)=2

y® =—-11y"" + 0.1y" + 0.4y + sinx + 5

21 =y(x) 71 =Y'(= z3)
z; =y'(x) 23 =y" (= z3)
23 =y" (@) z=y"
7, =y"' (%) zp =y® =—-11y" +0.1y" + 0.4y + sinx + 5
=-11z, +0.1z3 + 0.4z, +sinx + 5
z,' Z,
r_ ZZI _ Z3 _
z = Z3I - Z4_ - f(x,Z)
Z4, —1.1Z4 + O.1Z3 + O.4Z1 + sin x + 5
y(0) z;(0) 0
y'(0) z,(0) 2
z(0) =y 7,
©=1 30 ||z |70
yul(o) Z4(O) 0
Auflésen mit Euler-Verfahren
h=0.1, y©=(0,2007 x=0
x; =% +01=01  y@D =y® 4 Steigung - h
0 2 0.2
CO : 0 [ 2
y 0 + 0.1 0 0
0 —11-0+01-04+04-0+sinxy+5 0.5
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