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Extensive Grosse: addieren Intensive Grosse:

nicht addieren
e Masse

e Volumen o Temperatur

e Elektrische Ladung ¢ Geschwindigkeit
e Energie e Druck
e Impuls o Elektrische Spannung

e Bier Alkoholgehalt

Bilanzgleichung Die Bilanzgleichung fiir eine extensive Grosse
beziiglich eines Systems verkniipft deren Anderungsrate im System
mit den Ursachen fiir die Verdnderung;:

e Zufliisse oder Abfliisse (iiber Systemgrenzen)
e Quellen oder Senken (innerhalb Systemgrenzen)
Bsp. Volumen-Bilanzgleichung

V = Tyin + Tvout + Tyin + 7"'vo'u,t) Zl'uz + Zﬂvi+
% J

Anderungsrate der Grésse im System = Summe iiber alle Zufliisse,
Abfliisse, Quellen und Senken dieser Grésse.

Anmerkung Mit Bilanzgleichungen kinnen Vorhersagen zur zeitlichen
Entwicklung von Systemen gemacht werden.

o Wie schnell findet eine Verdnderung statt?

o Welchen Wert erreicht eine Grdsse zu einem bestimmten Zeit-
punkt?

1.1 mittlere Anderungsrate

mittlere Anderungsrate (Sekante)

Athftz (t ) _ G(tg) — G(tl)
At 0 t2 — t1

1.2 momentane Anderungsrate

momentane Anderungsrate (Tangente)

9 1 =

dt to—t1

G(t2) — G(t1) _
to —t1 -

G

Bilanzgleichung mathematisch: Ig ;(t) fiir Zu-oder Ablfiisse und
Ilg,(t) fir Produtkonsraten der Grosse G (AGt; — ta ist die
Anderung von G(t))

G(t)=> Iait)+ > Tea(t)
% J
to | to to
AGh, 5, :/t1 G(t)dt:Xi:/ﬂ Igﬂ»(t)—i—%:/ﬂ M. (1)

V(t) = Iv,in (t) + Iv,out (t) + v, Regen (t) + v, verdunsten (t)

2.1 Newtonsche Axiome

e 1. Newtonsche Gesetz (Trigheisprinzip)
Jeder Koérper behilt seine Geschwindigkeit nach Betrag und
Richtung so lange bei, bis er durch duflere Krifte gezwungen
wird, seinen Bewegungszustand zu &ndern.

ﬁres=0©ﬁ=0©ﬁ:const.

e 2. Newtonsche Gesetz (Aktionsprinzip)
Wirkt auf einen Korper eine Kraft, so wird er in Richtung
der Kraft beschleunigt. Die Beschleunigung ist dabei direkt
proportional zur Kraft und indirekt proportional zur Masse des

Korpers.
N dp_‘ F’I'ES(E . p'(l?
Fres = mad = a = Fresy :ﬁ: P.y
FTSSZ p.Z

e 3. Newtonsche Gesetz (Reaktionsprinzip)
Besteht zwischen zwei Kérpern 1 und 2 eine Kraftwirkung, so
ist die Kraft, die Kérper 1 auf Kérper 2 auswirkt, gleich der
Kraft, die Korper 2 auf Kérper 1 auswirkt.

Fo1(t) = —F152(t)
Anmerkung Die Newton Gesetze sind nur in Inertialsystemen (un-

beschleunigte Systeme) und fiir U viel kleiner als ¢ Lichtgeschwin-
digkeit.

2.2 Impuls

2.2.1 Impuls
~ kg - N
pg=m-¥|=At-F {gm]:{f}
S S
2.2.2 Betrag
Noll=Imvl =|m]|-[ 7] =mv mitv = || T |

2.2.3 Impulsbilanz(=2.Newtonsche Gesetz)

. D . Zilpg’i
P=0= Py | =D Dpi= |, Iy
b= @ Zinz,i

/ / ! / ! !
p1+p2 = p1 +pa = miv1 + mavz = myv; + mavy

= mlvl(t1)+m21}2(t1) = miv] (t2)+m21}2(t2) = A(mgvz) = —A(mlvl)

2.2.4 Impulsdanderungsrate und Beschleunigung

R d( 5 dm . do
= =mal|l= —(mv) = — U m - —
P dt dt dt
~~ ~~
=0 =a
Ap 1p?
F==£ B = 2P
t kin 2m

M1V, A + M1Vl g = Mavz 4 + mavz g (Impulserhaltung)
vo, g —v1,E = —(v2,4 — v1.4) (mechanische Energieerhaltung)

3.0.1 Wirkungsgrad

n= M Dissipierte Energie: Ficrm — irreversibel an Um-
Aufwand
gebung

3.1 Arbeit [J]
Wp =F-AF dWp = F(s) - ds

Arbeit [J] einer Kraft entlang eines Pfads

s2
WEs1—s2 :/ F(s) - ds (/]
s1
Leistung [W](Arbeit pro Zeit) einer Kraft entlang eines Pfads

Pr(t) = F(t) - 9(t) W]
Arbeit [J] einer Kraft bei bekannter Leistung

t t

2 2
Pp(t)ydt = [ ~ F(t)dt - vdt

ty ty

Wr it —ts =

— meist bei einem geg. Graphen:
py =my-vi =p1+ Apy =p1 + [ F(t)dt



3.1.1 kinetische Energie

p?
2-m
Elastisch (Sym. Fliissligkeitsmodell): Ey;,, = 0
Stoss voll elastisch: v1 = viot — (Vstart — Vtot), V2 = 2 - Vtot — Ustart
Anderung der kin. Energie ist gleich der verrichteten Arbeit

Epin(t) = % -m-u(t)? =

AEkin,tl —to — WFrtl —to
Herleitung

B = S5 me () = 2 om e S )?)
L @®) =2 0(0) 6 =2 v(1) - a(t)

d
EEkin(t) =m-a(t) v(t)
—F(1)

t2
F(t) - v(t)dt = Wr i) e,

t2 d
ABuiniyoriz = [ o Brin(t)dt =
¢ dt t1

=Pp(t)
3.1.2 Reibung

Fr=p-Fn=p-m-g-lasp
3.1.3 potenielle Energie

Epot,G:m'g'H
3.1.4 mechanische Energie

Emech(t) = Ekin(t) + EPOt(t)
3.1.5 disspersions Energie

1
Egiss = AWsys =Ap- g(AUI + AUF)
1
=mi(v1 —va)- 5(1)1 —wv2) wva = beim Stoss

3.1.6 Bilanzierung

Anderungsrate von Emecn ist gleich der Summe der Leistungen aller
am System angreifender Krdfte.

Emech (t) - Z PF,i(t)
to |
AEmcch,t1—>t2 :/ E’mesh(t)dt
ty

Energiednderung zwischen zwei Zustdnden eines 2-Korpersystems bei
Impulsiibertragung

1
AFEkint; sty = APty -ty - §(A’Ut1 + Avy,)

1 1
=Ap- i(AUF) =my(v1 —va)- 5(U1 — )

3.2 Auftrieb und Luftwiederstand
Druckkraft Flp = pA

3.2.1 Auftriebskraft
statische Auftriebskraf} in Fluid
l-

- ~=~

Fa=-mp-§g=—pr1 V -G

Hingt nur vom Volumen des Korpers und der Dichte des Fluids ab
(verdringte Fluidmasse), Dichte des Kérpers hat keinen Einfluss

Die statische Auftriebskraft entspricht demnach der resultierenden
Druckkraft Fp auf den Kérper

Druckkraft (Druck x Fliche) ||Fp|| = Fp = pA

Hydrostatischer Druck (Einzauchtiefe z) p(z) = po + pri92

Fa mg PVg

_ _ g _ _ g _ pAhg
p=g =37 =pgh="F0 =0

3.2.2 aerodynamische Kraft Faero

Anstrémgeschw. voo
Anstromrichtungo
Luftdichte poo

Anstellwingel angle of attack «
Léangsneigungswinkel pitch 6
L=lift und D=drag

FA;ro:FE/+F_b

F_}J 1 v3 und F_b | voo

dynamischer Druck

1 2
Goo = ZPooVoo

2

dynamische Auftriebskraft und Luftwiderstand

1

Fr, = Epool’go -ep, - A
1 2

Fp = 5PoeVoo €D -A

Richtung der Krifte immer in Anstromrichtung

Gleitverhiltnis der Widerstand und Auftriebswerte

c
=2 - tany
crL

Fp 1 Fr,
cp = L= =

do - A cL Goo * A

4 Technische Mechanik
Gleitflug

1. Freischneiden und Kréfte einzeichnen,
x- und y-Achsen bestommen

2. Impulsbilanz aufstellen
FL+Fp+Fg=7p
3. Vektorkomponentenform

P Fg -siny
¢~ |—Fg-cosv|’

gji
1
T o

mit FL:%poovgomL-A und FD:%poovgo-cLyA

4. x- und y Gleichung aufstellen, Rahmenbedingungen!

z: Fg-siny—Fp
y: —Fg-cosy+ Fp,

=p, =0

5. Gleitwinkel v bestimmen =-max. StreckeAz finden

T Fg-siny = Fp %poo’UOO2'CD'A
y: —Fg-cosy =Fp = %poovoo2-cL-A
siny __ ¢ _

sy = f == tan

Az = Ah — Ap . Gleitzahl

tan~y

Je kleiner das Gleitverhdltnis /je grisser die Gleitzahl, desto kleiner
der Gleitwinkel und eine umso weitere Strecke Axkann das Flugzeug
fiir einen bestimmten Hdéhenverlust Ah zuriicklegen.



5 Mechanische Schwingungen

5.1 Freier harmonischer Oszillator
5.1.1 Federkraft

Fp(t) = —kp - x(t) =
Ep = 1kpAl?

ks = Federkonstante = [%] $ '
B A

x(t)
)

m-ag

-t
5.1.2 Bewegungsgleichung A cosog)

A cos(ayt+9)

T=

Y

des ungedamften Federpendels
k
() + — - z(t) =
m

5.1.3 allg. Bewegungsgleichung
freier harmonischer Oszillator

() +wd-2(t) =0
5.1.4 allg. Losung

z(t) = A-cos(wop -t + §)
v(t) =z(t) = —A - wo - sin(wo -

Position/Auslenkung
t + &) Geschwindigkeit
a(t) = &(t) = —A - wd - cos(wp - t + §) Beschleunigung
A=Amplitude

wo = Kreisfrequenz
6 =Phasenverschiebung

5.1.5 Periode
T = Q—W =27 m
wo V k

5.1.6 Geschwindigkeit
v(t) =a(t) = —A - wo - sin(wo - t + 9)

5.1.7 Beschleunigung

.. kr m
a =i =0 =T
Frequenzv:f:%:%:i kp [v] = s = Hz

rad

Kreisfrequenz wo = 4/ %‘“ =2nf =% o
Ortsfunktion (ungeddmpftes Federpendel) z(t) = xo - cos 4/ %’ )

[w] =

Energie des harmonischen Oszillators
Emech = Ekin + Epot = %kFA2 = %mwQAQ

_ 1 2
Epot = *kF(z - -770)
Egin = 1m'u2 %m:i:2

Energle des ungedidmpften Federpendels
ESys = Ekin(t) + EF(t) = % sme- VQ(t) + % k- z(t)2

5.2 Mathematisches Pendel

Auslenkwinkel mit sin(@) = x/1
Lange des Pendels

Auslenkung des Pendels |s=1-¢
Erdanziehung |G =m- g
Kraftkomponente in Richtung Faden
tangentielle Kraftkomponente
Masse des Pendels

g Erdbeschleunigung = 9,81 m/s?

@
l
S
G

1 F
Fe
m

F(t) = —mgsin(p(t)) =m- a(t)
L, Masse hat keinen Einfluss auf die Bewegung

.

() + % ~x(t) = % -cos(wg - t)

Tangentialkraft: Fy = mlg = —mgsin ¢

g =2r.,/L
Z’Tmath 2m \/:

5.3 Linear gedampfter Oszillator

Auslenkung:s =1 - ¢

Fiir kleine Winkel: wpmatn =

Jedes System kommt nach einiger Zeit zur Ruhe, denn dem schwin-
genden System wird durch Reibungskrifte Energie entzogen und in
Wiérmeenergie umgewandelt. x(t)

5.3.1 Reibungskraft X,

Fr=—prr-v(t) = —pi(t)

5.3.2 Bewegungsgleichung

i(t)-ﬁ- HLR .
m

z(t) + % ~z(t) =0

5.3.3 allg. Bewegungsgleichung

E(t) 4+ 2v - &(t) +wd - x(t) =0
x(t) =x0-e V- cos(wg - t + 6)

2_\/m

HLR

: _ 2
Kreisfrequenz wy = \/ w§ — T

Periode T' = =%
Dampfungskonstante: b = purp
Resonanzfrequenz: wg = %

Dampfungskoeff.: v = LLE

Zeitkonstante T = QL
=~

AEsys k—k+1

-1
Giitefaktor Q = 27 - ( T ) =wq- T
ys,

Fdlle vom Ddimpfung
1. p > wo (dberddmpft): Osz. schwingt nicht, geht asymptotisch in Ruhe|

zt)=A-eM' 1 B. e A\ ,>0eR
2. u = wo (kritische Dimpfung): Min. Zeitaufwand zum Erreichen des
Gleichgewichts.

z(t) = A . Mot

3. u < wo (schwache Dimpfung):
Der Oszillator schwingt mit abnehmender Amplitude.

t

+ BN No=—p

() = A eTHTieN L gL (rmiehy

5.4 Harm. angeregter, linear gedampfter Oszillator

5.4.1 harmonische Anregung

Fu(t) = Fo - cos(wa - t)
5.4.2 Krifte
Fp(t)=—k-z(t) Fr=—prLr-v(t)

5.4.3 Bewegungsgleichung

i) + PR ) + % Cz(t) = % -cos(wa - 1)

5.4.4 allg. Bewegungsgleichung

E(t) + 2y - £(t) + w? - x(t)
z(t) = A(wa) - cos(wa -t — d(

s(t)

Amplitude A(wa) = °

,/(wg—w%)2+4'y2 w

w2 — 2792
Q

__1_
4Q?

Resonanzfrequenz wrp =

Giitefaktor Q ~ A(‘“R)

stat

Fu(t) =

Phasenverschiebung §(w4) = tan™1( j“’# )

w3

A pro T aufgenommene Leistung P(w4) =

Leistung mit Resonanz maz(P(wg)) =

5.4.5 Federpendel-Schwingung

Kreisfrequenz wo = «/ \/; =2nf

Abklingkonst. 'y = ”LR
Storfkt. s(t)

cos(wA t)

Fo - cos(wa - t)

wA)) mit Storfkt. s(t) = § - cos(wa - 1t)

2 2
FSnLrwa

2:[m2-(w§ —wH)2+(hLrwa)?]

P(wo) = % -

Amplitude A(wa) = Fo

Phasenverschiebung §(w4) = tan™

age.

m-(w

2_
0

Jm? (@3 —w2)2+ (kL rwa)?

HLR WA

w[zq)

2

)

2
Fo
KLR




6.0.1 gleichformige Kreisbewegung

2
2 C =v=w-r?

6.1 Winkelgeschwindigkeit
6.1.1 mittlere Winkelgeschw.
01 —02 A0

— mit 6 = Winkel
to —t1 At

Wiy -ty =

6.1.2 momentane Winkelgeschw.

A9 dO@) _
=1 — =0(t
WTIMALSO Y T T ®
Radialbeschleunigung a, = #
Bogenlinge auf Kreis s(t) = 0(t) - r
Winkelbeschleunigung v(t) = w(t) - r

6.2 gleichférmige Bewegung (w=konst., a=0)

6.2.1 Periode
pot_2m_ 2
f w v
6.2.2 Frequenz
1 w 2rr
=i %=

6.2.3 Beschleunigung gleichférmiger Kreisbewegung

d(t) = —w? - 7(t) = @i(t) + ar(t)

2
ar=w?-r=24

ll@r|| =
i T

radial nach innen
Fres muss zentripetal sein.

TEngentiale Bahn
Fres=m-a

Zentrifugalkraft

6.2.4 Zentripetalbeschleunigung e
Mittelpunkt

a=wr=

6.2.5 Allg. Kreisbewegung

@) +ar (1)

ar(t) L ar(t) = falls U = const,dann @;(t) =0

v ()

6.3 Zentripetal-und Radialkraft

ﬁres(t) = ﬁres,t(t) + ﬁres,t(t)
N——

tangential zentripetal

F'TES + tangenziale Anteil (Verdnderung des Geschwindigkeitsbetrag /
FreS ~ radialer Anteil (Anderung der Geschwmdzgkeztsrzchtung, wenn
die Kreisbewegung gleichférmig ist, verschwindet Fres und die gesamme-
te res. Kraft zeigt inn Richtung Kreisbahnmittelpunkt (zentripetal)

7.1 Newtonsches Gravitationsgesetz

G = (6.67430 £ 0.00015) - 10~ 11\ - %

7.1.1 Gravitationskraft

= mima 12
Fei2=-G—5—  —
D) r12
~ - mimsa
| Feaz |l =l Fa1 |= G—5— (Betrag)
T2
7.1.2 Gravitationsfeld
— ﬁG (m’ P)
§(P)=——""=
m
GM 7
g(r) = - r kugelsymmetrischer Kérper
r2 r

. GM .
1g(PII = g(r) = —5~  Stirke

Bsp.
Grav.Feldstaerke Masse der Erde
oM ip—1t 1024
g(re) = TQE _ _6.674-10 . 5.972 - 10 %*9.81%
= (6.375 - 10°)
'
Radius Erde

7.1.3 Gravitationsfeldstérke

= || F (m, P)]|
lg(P)I| = g(P) = —————
m
7.1.4 Tréagheit
Jirig = —Gs = Gt Trégheitsfeld im Innern des beschl. Systems

Giokal = §+ Girag  Lok. Gravitationsfeld im beschl. System

7.2 Rotierende Bezugssysteme
7.2.1 Zentrifugalkraft
Zentrifuge / Triagheitskraft

2

Fyp = mw?r - Fzp = mw?r(Betrag)

S 13

Beispiel 1 = 29ft = 8.84m, max Drehzahl 50RP M

U d
s = mn 2 rad
60— s
rad o m m
Grimaz = Whae - T = (5.24—)7 - 8.84m = 243—2 =24.8- 9‘81—2
s s s

Beschleunigung von 24.8G

7.2.2 Corioliskraft
[

abgeschlossen: weder Masse noch Energie mit Umwelt austauschen
(Energie bleibt erhalten).

geschlossen: System kann E mit Umgebung austauschen, keine Masse.
offen: System kann Energie/Masse mit Umwelt austauschen.

—2m(& X U) Fo =2m-wv-sin Z(d, D)

8.0.1 Bernoulli

D+ %pzﬁ + pgh = const

to

p1

1“0 Po_ 19 4
h+ + —h1+2g 09

Bernoulli Effekt/hydrodynamische Paradozon: laminare Strémung
Die Stromungsgeschwindigkeit steigt im verengten Rohrstiick, aber der
Druck sinkt gleichzeitig! Energieerhaltung: W = Iw1 + Iy = 0

8.1 offenes System
8.1.1 Impulsbilanz

Z Fopi + Zﬁx,i + Z Iy konv,i =

dp
dt

8.1.2 Impulsstrom

I, Im(t) = p- Iy (t) Massestrom

-
Jkonv = Im - Um

= Vg + Maz

Satz von Toricelli

=2-g-Ah

Massenbilanz

Volumenstrom

Iv(t) =v-A

AV
Iy = — =
VT AL

(hg —ha)-A

2
= — 2g(hs — h
AL v = \/p(P2 p1) + 2g(h2 1)



8.1.3 Rakete mit Graviation

1. Freischneiden + Krifte einzeichnen

Impulsstrom: fp,konv,Gas = Im,Gas - UGas
3. Impulsbilanz
. . . dp
Fp + Fg + I m,Gas * UGas = i

4. Bezugssystem - Vektorkomponente

I;;,konv,Gas(t) = Im,Gas(t) N UGas(t) = ( )
Im,Gas(t) - VGas(t)

5. Impulsbilanz in skalarer Form
—Fq(t) = m(t)g(t) + Im,Gas(t) - Vgas(t) = p=(t)
6. Bewegungsgleichung (Luftwiderstand vernachlissigen, g(t)=konst.

=vgas(t)  grm®)vz(t)
——— N
—m(t)go + Im,Gas(t) - (V= (t) —c) = P2 (t)
Im,Gas(t)

~ =
—m(t)go + Im.Gas(t) - (V2(t) —c) =  m(t) -vz(t) +m(t) - v.(t)
—m(t)go — Im,Gas(t) - ¢ = m(t) - 0. (t)
= 0, (t) = m( ) %

m(t)
7. Bewegungsgl. l6sen v;(0) =0
t

/i;z(t)dt :0/% :

et — [ godt = —c- {In(m(©)]; ~ laot]
0

8.1.4 Energiebilanz

Leistung der Druckkraft mit Volumenstrom Iy

Iw, =p-1Iv
p(t) = Ap(t) - Iv
Energie dissp. Energie
At At
P(t)dt — Graph Pgissdt = Pyigq - At = ky - I3AL
0
Eyin der Fliissigkeit Epot der Fliussigkeit
1
Iw, ;1 = B Im1 v} Iw,pic1 = Im1 -gh1
plvi plvy

Innere Energie der Fliissigkeit
Iw;1 = wi Im1
<~
plvi
Gesamtbilanz - Energiestrom
Iwi1 =Iw,1 + Iwy1 + Iwpon + I
Iwo =Iw,2 + Iwy,,2 + Iwyoi2 + w2
W =Iw1 + Iwz und Iyy = — Iy
W =

1
(p1 + 5pvf + pgh1 +wip) - Iy — (p2 + pvl + pgh2 + wip) - Iy

9.0.1 Polarkoordinaten

®: (0,00) x [0,27) = R?  ®(r,¢0) = <:Z?§((:z)))

det(D®(r, ¢)) =

U = 1€ + rpéy

9.0.2 Zylinderkoordinaten

rcos(yp)
® : (0,00) x [0,27) X (—00,00) = R3  ®(r,p,h) = [ rsin(p)
h
det(D®(r, o, h)) =1
T = réy + 1€y + 285 + 2E,
U =rér + 1ér + 2€
U = rér + rpéy + zE’z
9.0.3 Kugelkoordinaten
7 cos(p) sin(9¥)
@ : (0,00) x [0,27) x [0,7] = R3 ®(r,p,9) = | rsin(ep)sin(9)
r cos(¥)

det(D®(r, ¢, h)) = r2 sin(9)

Polarwinkel und Winkel zwischen Polrichtung und
Punkt P auf Kugeloberfliche; ¢ ist der Azimutwinkel und der gleiche
Winkel wie bei den Polar- bzw. Zylinderkoordinaten

10.1 Rotation und Geschwindigkeit
10.1.1 Ortsvektor

- ) - ()

10.1.2 Geschwindigkeitsvektor

Anmerkungen: 9 =

N —sin6(t)
d(t) =71 w(t) |- ( cos 0(t)

T(t) = d(t) x 7(t) Punkt auf dem rotierenden starren Korper

) Punkt des 2-dim. starren Koérpers

10.1.3 Winkelgeschwindigkeit
w(t) = 0(t) v(t) =[5 =7 - |w(®)]
1
0(t) = §wt2 +wo - t+ 6
v(t) =

T = [l&(@) x 7] = [15(8)-F(@)]|-sin £(&E (@), 7(8)) = |w(#)]-r
N

=n/2

10.2 Rotation und Beschleunigung

10.2.1 Beschleunigungsvektor w = const

(Cevoty)] == (otd)

a(t) = lla(0)]| = r-w? |

6(t):%[r-w

Richtung tan ¢ = Z:g))

10.2.2 Beschleunigunsvektor w # const
linear

au(t) = [l@ ()] = r- |0

Tangential beschleunigung

ar(t) = ||@-@)|] = r - W3(t) Radial-/Zentripetalbeschl.

= @(t) = 3(t) x 7(t) +S(t) x (B(t) x 7(t))
=az(t) =dr(t)
@@l = y/ac(t)? + ar(t)?
10.3 Tragheitsmomente
Punktmasse Stab Stah Ring
[=mR*  I=‘mL’ I=imL’ I=mR
- = i
: R l—OTl I—fl
Zylinder Kugel Platte Platte
I=%mR: I=:3mR: I:im(az+b:1 I=ima’
Hohlzyhnder J= mr1+ 2 Kegel: J = —mrQ [kg m?2]

10.3.1 Satz von Steiner

Ja = Jyump +md?



10.4 Massenmittelpunkt MMP
10.4.1 MMP (Mebhrteilchensystem)

1 n
TMMP = — 5 Mg Tk
ma

10.4.2 MMP (kontinuierliche Massenverteilung mit Dichte o(T)

o 1 /.
TMMP = ™ /T -o(T)av
v

10.4.3 MMP (starrer Kérper mit Masse m; MMP Fnpvip ;)

1 n
FMMP = — E mi - TMMP,i
M=

10.4.4 Dynamik des MMP
2

E Fext =m- E(FMMP) =m-dymp

10.5 Allg. ebene Bewegung
10.5.1 Geschwindigkeit
Up(t) = Up(t) + &(t) X TpE(t)

10.5.2 Beschleunigung
dp(t) = ap(t) + 5(t) x Tpp(t) + (1) x (3(t) x Tpp(1))

10.5.3 Momentanpol
@(t) x T(t)

Fpa(t) = 2(0)

10.6 Drehmoment M
10.6.1 Drehmoment der Kraft ﬁQdie in Q angreift, beziiglich Punkt S

MFQ,P =7pqg X Fg

10.6.2 Drehmoment Betrag

MﬁQ7P =rpqg - Fg -sinL(Fpq,Fq) = Fg -rpqg, L

10.6.3 Reibungsrehmoment
MTeib = _L =—J w

10.6.4 Res. Drehmoment

./\;iresyp = ZMi»P M = fsqg X F Angriffspunkt S und Q
i

10.7 Drehimpuls L
10.7.1 Drehimpuls

- k m2
LPZFPQXﬁ:Jp-Q [gij|
AL:/MBdt:MB-At
d - -
—Lp = M
alr=2_Mr
= 0 wenn keine ext. Drehmomente angreifen

Bei 2 Bewegungen immer Liigen + LBahn ™Mit LBann = mr2weann

10.7.2 Massentragheitsmoment
und Drehimpuls

einer Punktmasse mit Massen-
triagheitsmoment Jp und Winkelgeschw.
& um P.

Jp:mﬂr%Q Ep:Jp%ﬁ

entlang Drehachse
Js = Zml 2 L
i

um Haputtrigerachse

2 - —
JHTA = E m;-r; L Lyra =Jura -
i

rEigen —
= Liyiirp = Jump - &
Die zetiliche Drehimpulsinderungsrate eines
Kéorpers ist gleich der Summe aller externen
Drehmomente, die auf den Kdérper wirken.
(giltet nur im Inertialsystem)

d ~
“Lp= Mew
dt P Z ext,P

S My =J -G

Ist die Summe der externen Drehmomente
auf ein System gleich Null, dann bleibt der
Drehimpuls des Systems erhalten:

d -
G lmmp = > Mewt,mmp

d - -
> Mear,p =0 = ELP =0 = Lp = const.

10.8 Drehimpuls und Energie
10.8.1 kinetische Rotationsenergie

2-dimensional
1 1
Wkin,rot 225 mzvzz = 5'J'&)2
i

um fixe Achse

1
Wkin,rot = 5 .

10.8.2 kinetische Energie des starren Korpers bei freier ebener Bewegung

1 1
2 2
Wiin = 5 ™M VMMP +5 - Jmmp-w

2

Whin,rot, MM P

Whin,trans, M MP

AEM"IHF =AL- (Aw; =+ ALUF)

1
2
1
=J- (wl - wgleich) ) E(wl - 22)
10.8.3 Leistung feste Drehachse

dWJ\;l: d.ﬁ:
dt Foodt

Py =

Mg w

10.8.4 Arbeit

Drehung von 6; nach 62 bei fester Achse

des Drehmoments und Ey;, o.: bei fester Drehachse

WM = AVVk:i'n,,'rot

10.9 Drehimpuls und Fliissigkeitsmodell
10.9.1 Drehimpulsbilanz

Drehimpuls Anderungsrate im System = Summe tiber alle Drehimpuls-
Zufliisse und -Abfliisse

Drehimpulsstrome Drehmomente
. —— —_—
Lty=>" It => M)
@ i
=J -y :M”N‘i‘ AG+ ﬂHRiFR r+ Fp

10.9.2 Drehimpulsstrom der Energie

Iy (t) = 1L(t) - w(t)

10.9.3 Drehimpulsiibertragung
P(t) = I(¢) - Aw(t)

10.9.4 Energiednderung

zwischen zwei Zustinden bei Drehimpulsiibertrag

1
AWsys,t1 -ty = ALty -ty - 5(Aw(t1) + Aw(t2))



10.10.1 Eigendrehimpuls

-

LEigan

myvp =J @

10.10.2 Bahndrehimpuls

L8 = Frrvp x m - Ty p

10.10.3 Drehimpuls

7 _ 7Bahn rEigen
Lo =Lo"™" + Lyavp

10.11.1 Prazessionsgeschwindigkeit

des Kreisels
‘z
drL
L-sin ¢ m-g-rL
q_ 40 _ Mg et
dt L -sing ﬁﬂ'
_ m-g-rTyMP Sing y
N L -sin¢
_m-g-TMMP
= /
>
Q
10.11.2 Drehmoment
M=GQxL
M=9 =0 [ sing=Q-L-sins(G L)

Rotationsachse geht durch den Mittelpunkt

Im Falle einer statischen unwucht wirkt iene gleich grosse, und quer
zur Drehachse gerichtete Kraft auf beide Lager. Der Betrag dieser Kraft
steigt quadratisch mit der Winkelgeschwindigkett.

ﬁres = FG + ﬁL,G +ﬁL,rot
=0

2
 Yvmmp 2
rMMP

Fprot = Fres=m-apypp =m =m-TMMP W

Drehimpuls- und  der
Winkelgeschwindigkeits-
vektor zu jeder Zeit kol-
linear

Das dussere Drehmo-
ment, welches ein Sys-
tem mit dynamischer

Umwucht stabil auf ei-
ner Rotationsache hilt,
steht senkrecht auf der
Rotationsachse.

Die Rotationsachse stimmt nicht mit einer der stabilen Haupt-
trigheitsachsen des Korpers tbereinstimmt, sondern ist im Schwerpunkt
gegeniiber den Haupttrdigheitsachsen gekippt.

17 Geschw. 1% Beschleunigung
S

E;w = % Impuls 1Pa= 1 m% Druck

1IN Kraft INm=1J=1Ws Arbeit/Energie

18M — 1L = 1W  Leistung

1/s2m = =52 Kreisfrequenz s~ '=Hz Frequenz

1/s-2m Federkonst.

Grad | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
. o[ g (s (s[5 %%
sinp) | 0] 5 | P[P 1 | P[P ] 5 |0
3 2 1 1 2 3
cos(p) | 1| P | B2 3 0 | —f |- -1
tan() | 0 | 2 | 1 [ VB | 20| -vB| -1 [-¥] o
sina = ¢ = —9—G€H‘Zj’;ﬁ?h‘ sin 8 = I;’ c
cosa:% :% cosf =2
tana = fme = Gopgheth. a5
sin?a+cos’a=1

A

Kugel:

Oberfliche 4wr?, Volumen %71'7'3

Kreis:

Umfang 27r, Fliche mr?

Zylinger:

Omantel 277h, Opecker2 - ™2, Volumen 7r2h
Kegel:

Volumen %mﬂ -h

1km/h=3.6 m/s

ik

1Bar=1 - 105Pascal

lrad= 180°7 = 57,29578

1kWH = 103W - (60 - 60)s = 3.6 - 10TV --. = 3.6 - 106
1w =17 1PS ~ 735.5W

lem? = 10~4m? 1 Liter

10~3m?2

min 60s



