Denis Bischof AN1/AN2/AN3 WI21tb = WI21ta
Zusammenfassung 1. - 3. Semester AN1 - AN3

Zahlenmengen
N > Ny D Z > Q > R =2 C

{0,1,2,3, ..} {1,2,3,.} {.-2,-1,0,1,2,.} {g =p€Z,qeEN x*} vollstindige komplexe

3€N,V2 ¢Q € =enthalten, ¢ = nicht enthalten
NcN¥%cZcQcRcC Z ist eine Teilmenge von Q, da jedes Element von Z auch ein Element von @ ist.

Aquivalente Umformungen: Getreu dem Motto, Kleinvieh macht auch Mist!

Vx = x% 2z _ 2 _ Ex_% X2 e 3T xSTARAST 2
R i Gy
x ) == 10™*+1 = 10™ + 10 i4n+6 = x5M+5-4n—6 — yn-1
x 2z = % —21 = —2, —22 =—4 3n+3 = 3"« 33
o1 (=)' =-2(-2)" = +4 p=tol,t_ 111
X po 111 1e 2
k+1D)!=k!'"(k+1)eok=3=24-3-2-1=3-2-1-3+1) o 24=24
Funktionen
Achsenschnittpunkte berechnen
f(x)=4x+8
Schnitt mit der y-Achse: 0 einsetzen fiir x f(0)=4*0+8=8 Sy( 0] 8)
Schnitt mit der x-Achse: f (x) = 0 setzen f(x)=4x+8 2> x=-2 Sx(-2] 0)

Nullstellen berechnen - Newtonsches Naherungsverfahren
Verfahren ist anzuwenden, sofern die anderen nichts ergeben (Binome, Polynomdivision). Dabei wird mit dem Wert
flir x begonnen, vor dem der Wechsel der Vorzeichen erfolgt (siehe Tabelle unten):

flx)=—x3—4x+10=0 f'(x) =-3x%—-4
SO _ -17143- 41714+ 10 _
Xn1 =Xn = 7o Xpy = 1.714 — STl = 1.5676
-13-4%1+10 _ -1.56763— 4% 15676+ 10 _
Xn1 = 1- T3 -4 = 1.71428 Xn3 = 1.5676 — 37156762 —2 = 1.5535

Dies solange durchfiihren, bis der Wert auf zwei Nachkommastellen gleich bleibt!

-2 1-1]1011]2] 3

Von der Sekantensteigung zu Tangentensteigung AERETIERrIET

Sekante = gerade, die durch zwei Punkte geht
Tangente = berihrt die Funktion nur an einem Punkt, lat. tangere = berlihren
Uberall wo x in der untenstehenden Formel steht, die Funktion einsetzen.

lim = f(xo+h)—f(x0)

h—0 (xg+h)—xg
. (xg+h)2—4(xg+h)—(xg2—4x . 2xoh + h2—4h . h(2xy + h1—4
f(x)=x2—4x=11m=f° 0 (x0 0)@11m= 0 @11m=(° ) &
h—0 h h—0 h h—0 h
;lirr(l)=2x0+h1—4=2x0—4 =f'(x)=2x1-4
-
. Xo+h)3+4(xg+h)—(xo3+4x . x343x2h+3xh2+h3+4x+4h—x3—4x
f(x)=x3+4x=11m=(° ) +4Gxo+h)=(x 0)(:>11m=
h—-0 h h-0 h

2 1 2
lim = h(3x2+3xh'+h%+4)
h—0 h
Steigung ms(h) der Sekante durch die beiden Punkte P(0,f(0)) und Q(h,f(h)) angeben: in die Funktion h respektive 0
flr x einsetzen:

@}lirr(x)=3x2+3xh1+h2+4=3x2+4=f’(x)=3x2+4

2
fx) = 12
2z 2z 2z 2z 2z 4
ms(h) — i’q:zp — f(h)}:f(o) — h+2h 0+2 _ h+zh 2 _ h+zh
9 *p
Vereinfachen des Ausdrucks mg(h) und den Grenzwert ’llir% mq(h) bilden:
_1, 2 .1 2-(h+2) 1 2-(h+2) -1 _ .. 1
ms(h) _h * hiz 1—h* ht2 _h*—h+2 _h+2 :;llir(l)_ >
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Denis Bischof AN1/AN2/AN3 WI21tb = WI21ta

Polynomfunktionen
Eine konstante Funktion hat als Graph eine zur x-Achse parallele Gerade. Dieses ist ein Polynom vom Grade 0 oder
auch Grad -co.
Ein Polynom vom Grade 1 ist von der Formy =mx+b
Vertikale Geraden parallel zur y-Achse sind keine Graphen von Funktionen. Sie werden x = a dargestellt.
Fundamentalsatz der Algebra:
e Ein Polynom in R besitzt hochstens so viele reelle Nullstellen, wie es der hochste Grad angibt.
e Aus der Zerlegung in Linearfaktoren gewinnen wir reelle Nullstellen.
e Zujeder reellen Nullstelle gehort ein Linearfaktor.
e Der Faktor vor der hochsten Potenz heisst Leitkoeffizient
Beispiel: 4x3 + 5x2 +5x +12 = der Leitkoeffizient ist 4, da die héchste Potenz x3 die Zahl 4 davor hat.
Horner Schema
X=-1inp(x) x3—3x>+0x +4

I T_l t 4 * -4
0 A
Blauer Pfeil = Summe von oben nach unten
Roter Pfeil = Multiplikation mit der Nullstelle (-1)
(C=3x*+0x+4): (x+1) =
Koeffizienten-Gleichungen aufstellen
Stellen Sie die Koeffizienten-Gleichungen auf fiir ein Polynom vom Grad 5, welches in x = 2 eine doppelte Nullstelle
besitzt und dessen Graph durch die Punkte Qi (-2, 176), Q2 (0, 4), Qs (1, -1) und Q4 (3, -29) geht.
Ansatz = p(x) = (x — 2)% = (ax3® + bx? + cx + d) da (x — 2) als doppelte Nullstelle fungiert.
Danach anschliessend die x-Werte einsetzten und ein LGS bilden:
Q; p(-2)=(-2-2)2%(a—23+b-224+c—-2+d) =176 © 16(—8a + 4b — 2c + d) = 176
& —8a+4b—2c+d=11
Q, p(0)=(0-2)2+x{d)=4o4d=4d=1
Q; pP()=(1-2)2%x+@1®+b1%+cl+d)=-1o1(a+b+c+d)=-1©a+b+c+d=-1
Qs p(3)=B—-2)2%(a3%3+b32+c3+d)=-291(127a+9b +3c+d) =-29

Umkehrfunktion

Eine Funktion heisst Injektiv wenn aus x; # x,stetsf (x,) # f(x;) folgt. In diesem Fall gibt es fur f eine Umkehr-

S _ 3 _ 3 e e _ 345y
funktion: y = f(x) —2x_5=>y—2x_5=>y(2x 5)=3=2xy—-5y=3=22xy=3+5y=>x= 2y
Nun noch die Variablen vertauschen: g(x) = 3;?
Integralrechnung
[y fGdx = [FGOIE = F(b) - F(a)
_ 3 2 3 _ x"’ 2 _ 1 4 2 _ 1 4\ _ 1 4\ _ 3
fo =t o frde= 7] =[] = (G+20) - (1) =3
Rechenregel
faaf(x)dx =0 f:f(x)dx + fbcf(x)dx = facf(x)dx (Intervalladditivitit)
f:f(x)dx =- fbaf(x)dx f; k « f(x)dx =k = f; f(x)dx (Faktorregel)

b b b
J,(FC) +g())dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx  (Summenregel)
Mittelwertsatz der Integralrechnung (gibt die @-Hoéhe der Y-Werte im Intervall a bis b an)

[ fG0dx [®)/@
Differenzfunktion

d(x) = f(x) — glx) d(x) = x3 —2x
fG) =x3 g(x) = 2x [ (F(0) — g(x))dx
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Arithmetische Folge und Reihe (Summe)
Eine Folge heisst arithmetisch, wenn die Differenz d zweier Nachbarglieder konstant ist.

Ndchster Wert der Folge bilden: a,=a,_1+d
Irgendein n-ten Wert bestimmen: a,=a;+mn-1) xd mitn >1
Wert zwischen zwei Werten bestimmen: a, = % * (apge1 +an_1)
Direkte Bildungsgesetz der Reihe (Summe): Sp=Mm+1) * @ (Startag) oder n * % (Starta;)
Arithmetische Reihe Sp=Xia; = al;an xm=nx*a + (=D, g
Summe eines Intervalls S, = 2(2 xa;+(n—1)*xd) = %(al +a,)
n! = Fakultat = n*(n-1) Sp,=n * a; + (-1, d
Konvergente/Divergente Folge Explizite/rekursive Folgen
Konvergent = es existiert einen Grenzwert Explizite Folge = an fiir n-ten Wert direkt erkennbar
1. 1 1
an = nh_r)noo a, =0 (an)n = (z)n =>n =100 a9 = 100
n-1 .
a, = lim a,=1
noon-ow Rekursive Folge = an, ergibt sich aus den vorherigen

Divergent = es existiert KEINEN Grenzwert
& . L ) Gliedern der Rekursionsvorschrift
a, =n lim a, = existiert nicht!

n-oo o ) An+1 = An + Ap-1(An)n=1,23. = [1,1,2,3,5,8,..]
a, = (—1)" lim a, = existiert nicht!
n- o

Geometrische Folge und Reihe (Summe)
Eine Folge, bei welcher der Quotient g # 0 zweier Nachbarglieder konstant ist, heisst geometrische Folge.

. a
Berechnung des Quotienten: q= :‘1—“
n
Berechnung eines n-ten Wertes: a,=a;*q" % n>1
Berechnung eines n-ten Wertes ohne q: Ap = +/Apy1 * Ap_q
X n q -1 1_qn+1
Summe eines Intervalls: Sp =21 a; = aq * . = q+1, e

Monotonie

Eine reelle Zahlenfolge a, heisst monoton wachsend, falls an+1 = a, fiir alle n € N gilt. Falls hingegen an+1 < a, fur
alle n € N gilt, dann heisst diese Folge monoton fallend.

Folgende zwei Strategien, um das Monotonieverhalten festzustellen (wenn erfiillt = wachsend, sonst fallend):

1. apy1—a, 20 2, Il g
an

n?-1 .
Bsp.: a, = 1 mitn =1,2,3, ...
Wir zeigen mit der 1. Strategie, dass unsere Folge an monoton wachsend ist:
_ (n+1)?2-1  n?-1 _ 2(2n+1)
T +12+1 n2+1 (n2+2n+2)(n2+1)
Dabei haben wir die Gesetze der Bruchrechnung verwendet. Im Resultat sind Zdhler und Nenner positiv, egal welche
Werte die natirliche Zahl n annimmt. In unserer Analyse haben wir also keine speziellen Zahlenwerte eingesetzt.
Sie ist allgemein giltig!

Apy1 — Apn > 0 fir alle natirlichen Zahlen n

n
Bsp.: x, = (1 + %) mitn = 1 Beweis nun mit Strategie 2!

1 \n+1 1 \n+1 1 \Nn+1 1
Xnt1 _ (1+n_+1) _ (1 + 1) . (1+n_+1) — (1 + 1) N <1+¢> _ I+ -1 1
n 1

xn (1+3)" W () 141 JNCTDE

x;_: - (1 + %) * (1 - (n+11)2)n+1

Nun verwenden wir die Ungleichung von Bernoulli. Sie lautet: (1 + h)" > 1 4+ n x h fiir reelle Zahlen h > 1

Mit h = und n + 1 anstelle von n erhalten wir mit der Hilfe dieser Ungleichung:

_ 1
(n+1)2

> (143 (1= (4 Dr—) =1

Xn (n+1)2
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Beschranktheit

Eine Folge a, ist nach oben beschrankt, falls es eine Zahl M gibt, mit:
a, <M fiir allen = 1,2,3, ... (Grosses M)

Trick = Z3hler grosser machen und Nenner gleich behalten!

2n+1 2n+n 3n . . . . ..
an =— < - < = 3 (1 durch n ersetzten, dan=1, 2, 3,... ist, ist der zweite Term sicher grosser als erster)

Analog definieren wir eine nach unten beschrankte Folge an:
a, =m firallen =1,2,3, ... (kleines m)

Trick = Zahler etwas weglassen und Nenner gleich behalten!

2n+1 _ 2n I . . .
= - = 2 (1 weglassen, somit ist der zweite Term sicher kleiner als der erste)

a, = n

Konvergenz
Eine Folge an (n=1,2,3...) konvergiert gegen den Grenzwert a, wenn es zu jeder Toleranz € > 0 einen Index N(g) gibt,
so dass alle Glieder mit grosserem Index als N(€) das e-Toleranzband um a nicht mehr verlassen.

2n+1
ap =——n= 1,2,3, ...

a = 2 Vermutung, da bei immer grosseren n die +1 keine grosse Rolle mehr spielt und n gekiirzt werden kann.

la, —2|<ee=a, =2 +% = |2 + % - 2| <e&sS % <g=>n< i -> aufrunden auf nichste gréssere ganze Zahl
1
; = N(E)
Grenzwerte der Konvergenten Folgen berechnen
2 3
Intuitiv fir GroRe n gilt a,, = ;1—3 lim =0 Intuitiv fir GroRe n gilt a,, = % lim = oo

n—oo n—oo

Zahler darf gegen Null gehen, der Nenner jedoch nicht, da nicht durch 0 geteilt werden darf!!! Dementsprechend
mit dem Kehrwert der hochsten respektive zweithéchsten Potenz erweitern! Siehe unten Beispiel e, und f:

Erweitern mit hochster Potenz, da Nenner hohere Potenz als Zahler hat : =
5 1 12
5n’+n — 12 ntnZ T3 ) .
en = = ————5 der Zahler strebt gegen null, also lim e, = 0
2n3+2n2 — 3n+1 24— St 0o
n n

Erweitern mit 2. hochster Potenz, da der Zahler hohere Potenz als der Nenner hat: %

2 7
3n® —n?+2n-7 M-I, : ot
fn = = +— 1 der Zahler strebt gegen oo, also lim e,, = o unbeschrankt&divergent
2nZ+4n-1 24— — N—00
n

1 1
d,=Vd=dn=limdn=d’=1

n—oo
g =n—5 n®  nnm?-5) 5n*-5) n®  nd-sn-5n%+25-n3
n- n2-5  n2-5 n?-5 n2-5 n2 -5
5 , 25
-5n-5n2+25 “S5—,+t 7 .
= - = = lim zn = =5
n< -5 1-— n—oow
n
1
‘. = 2230 (2«3Mzm 2 — limx =2
n 3n+3 _ on (3n+3_2n)3in 33_(%)71 neoo T 27
24_8
2 230 3,\33 9
4 %n 1 3n 1 371*4*3 . 4n g
po= (142 = (14) =(1+4)  =((1+4 lim x, = e
3n -n -n -n n—oo
4 4 4
w, = 5 = i S lim w, =
P 6x23m"141 " 6+2Mx27141 352341 34_on—oo P 3
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Liste von Elementaren Grenzwerten
1

Harmonische Folge lim —= 0
n—oo
Geometrische Folge lim q" =0 fir|q| <1
n—oo
n-te Wurzeln lim YVa=1 fira€ R+ und lim Yn=1
n—oo n—oo
n
Eulerzahl lim (1 + l) =e
n—oo n

Grenzwertsatze: Liste mit Rechenregeln
Die Folgen a, und b, besitzen die reellen Zahlen a und b als Grenzwerte und A ist eine reelle Zahl. Dann gelten die
Folgenden Rechenregeln:

Multiplikation mit Konstanten nll_r)r}w Axa, = A*ay,
Summe lim (a, +b,) =a+b
Differenz nli_r)r:o(an —b,)=a—b
Produkt :lir)r;.:(an xb,)=axbh
Quotient nh_r)réO (Z—:) = % furb #0
Stetige Funktionen nli_r)r})of(an) = f(a)

Eine Funktion ist dann stetig, wenn ihr Graph weder einen Sprung noch eine Liicke besitzt.

Beispiel | lim M
P n—oo 5n24+4n+2

den Quotienten anwenden, weil dort vorausgesetzt wird, dass diese beiden Grenzwerte existieren. Erweitern =

Die Grenzwerte von Zahler und Nenner existieren nicht. Wir kdnnen nicht die Regel fir

21
3+=+— 3
nn — - flirn — oo Erst an dieser Stelle sind die Voraussetzungen fiir die Anwendungen der GWS erfiillt.

4 2
5+—+— Gws 5
n n

Auch hier existiert weder der Grenzwert des Zdhlers noch der Grenzwert des Nenners. Wir erweitern:

(@)

1
gntl 4 on (3n+1 +2")*3—n _

3
Beispiel Il lim = - = furn - o

elsple N— 00 3n + 2 (371 + 2)*3% 1+ 3in GWS 1 f

. . 2 T _ Pri-ynZan-1 VP i+Vn?—2n-1) _ (n?+1)-(n®-2n-1) _
Beispiel Il lim {Vn?+1 — Vn®>—2n—1} = WnTsirvni—zn-1) = Vi)

2n+2

2+% 2
= - -
{VnZ+1 + VnZ-2n-1} { PRI 1_E_i} cws (V1+Vi} gws
n2 n n2

2
5[3n+2 _ 5|3+, .. .
= |—2 - 3/3 fiir n > oo Zuerst Grenzwert vom Radikanden berechnen!

n+1 1+; GWS

1flirn—- o

Beispiel IV lim
n—oo

5n

1
Beispiel V lim (1+2) = (1+2)° = ((1 + %)sn)s o e fiirn - o
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Summenzeichen - X

a —ﬂfﬁrk>1 bmn =(m—n)? firmmn =1
Yhsak=azta tag=sH+o 4= %3'62 ( E%‘* l;":ngb: Zj’nzz ()bmA + bpns)
= D24 T D5 341 035
Eigenschaften =((2-9*+@2-5)+(B-9*+B-5?=18
Homogenitat YA xa =4 xx" a; mitdl €ER
Additivitat Yri(aixb)=Y"a; 23, b
Konstanter Summand ra=nxa
Teleskopsumme Yie1(@ip1 — @) = apyq —aq
Werte fiir Reihen spezieller Summen
n =%*n* (n+1) S 2i-3=2%0 -3k, 3 =20 3n=n2—2n
2 =tens (e D@+ 1) T o= Yt -y 1 = e
il ——*nz*(n+1)2
Y32 4+2i+4=3Y"1 i?+2YL i+Y 4= 3n(n+1)6(2n+1)+2 RO gy = DOEDERED | 2 4 gy
Bsp:a; = 10,d = 8 Berechne den Summenwert von Y152 a,

asg =aq; +49 xd =402
a150=a1+149*d= 1202

T15%0 ap = 101« =222 = 817002

Bsp: Gegeben ist die Folge a,, = % Berechnen Sie Y18 . (a1 — am):

3%19 3%6 13

18 —_ = —_ = ——— = ——
Ym=e (@mer — @m) = ay9 — ag 18 < %0

sm:( 6) ,—cos™(6)

Berechnen Sie die Teleskop-Summe

N _ 2k +1
z (Ars1 — @) mit ap = =1
k=0

)= _2*97+1 2*9+1_ 11
Z(ak+1_ak = Qg7 — Q9 = 97-1  9-1 32

Gegeben ist die arithmetische Folge ay, = a; + (k—1) *d firk>1mitn>1 a, = 7und S, = 115

a4=7=a1+3d

(n-1)n 9%10

Sio=115=nx*a; + *d=10a, + *d
115 = 10a, + 45d *yn = nx(n+1)
7 = al + 3d = al =2 und d =3 * % :1=1l n*(n+1)(2n+1)

6
20

Zak—(2+(k 1)+3)% = 3k —5) = (9k2—30k+25)—92k2—302k+2521

—10 k=10 k=10 k=10

<Zk2 Z >:**9(20*(20+1)) (2*20+1)_9(9*(9+1)) (2*9+1):23,265

6 6

52020+ 9+O+D)
-30 <Z Z ) == > > —30(210 — 45) = —4950

25( Z ) =25x11=275 Summe = 23'265 — 4'950 + 275 = 18’590
k=10
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Ableitung — Liste elementarer Regeln f(x) = x™ = f'(x) =n-x"1
Funktion Ableitung
f(x) =u)*vx) f () =uwx)*vx) +ulx) * v(x)
w () ) = B0 —u () v ()
fe =35 fe= @)
f(x) = sin(x) f (x) = cos(x)
f(x) = cos(x) f (x) = = sin(x)
f(x) = tan(x) f(x) =1+ tan?(x)
f(x) =e” f(x)=¢e”
() = In(x) Foo =1
fx) =a* f () =In(a) * a*
f(x) = arcsin(x) fx)= iﬁ
f(x) = arccos(x) f(x) = iﬁ
f(x) = arctan(x) fr)= ﬁ
sin(a + ) = sin(a) * cos(B) + cos(a) * sin(B)
Ableitungsregeln
Faktorregel AfE)' =Af'"®,A €ER
Summenregel f®+gx) =f')+g' ®
Produkteregel (fx) * gx)' = f'(®) * gx) + ) * g’ ¥
Quotientenregel ( % ) =1 g(j;)z_(,f)(x) 9
Inversenregel % g*fx) = Z—‘)g/ (f(x)) * g (x)
Kettenregel f) =uwx) =f" x)=u (wkx)) v’ (x)
Beispiele fir Ableitungen — Struktur erkannt, Gefahr gebannt!
f(x)=W+%+%4=x§+2x_3+§x4 f’(x)=§x§—6x_4+§x3
f(x) = 3(sin(x) +x)7 f'(x) =21(sin(x) + x)° * (cos(x) + 1)
f(x) = (sin(2x))3 f'(x) =3(sin(2x))? * [sin(2x)]’
f'(x) =3(sin(2x))? * cos(2x) * 2
f(x) = cos(x? — 4x) f'(x) =—sin(x? — 4x) * (2x — 4)
f(x) = In(x> — 4) [l =5 20 =
f(x) = 20 * In(3 — x*) + 304 Flo0 =20 % 2w (—ax?) = 228
V3x—2 V3x—2 V3 .
flx) = 33x2—22 = (\/§x—\/3§)(\/§2x+\/§) f(x) = \/§x1+\/7 = - (\/§x+3\/§)2 Quotientenregel
f(x) = e fG) =e* fx) = 2% €2 fGO) = 2x % e**
f(x) =2x+ e~ % f(x) =2 —12x2e~*
FO) =@2x—1) *el™ + (x2 — x) x —2xel™*
f(x) = (x2 — x)et™* = el ((2x — 1) + (x? — x) * (-2x))
= el (—2x3 + 2x2 + 2x — 1)
f(x) =20 xsin(x? — 1) f'(x) =20 xcos(x? — 1) x 2x
f(x) = x * sin(x) f'(x) =1x*sin(x) + x * cos(x)

22.01.2023 Seite 7 von 62



Denis Bischof AN1/AN2/AN3 WI21tb = WI21ta

Kurvendiskussion, Tangente und Normale Extremalwert-Probleme, Kurven-Anpassung
Definitionsbereich bei Funktionen — Was darf ich flr x einsetzen?

f@)=+vx, D=R>° f @)= D=R* f(x)=lri(x—2)]D)=]R>2
f(x):v:c—Z]D)ZRZZ f(x):ﬁD=Ri3’]D)=]R{O} f(x)=e;]D=]R¢0
f(x)=x§=3\/z f(x)=ln(x)]D=]R>0 ]D)={x€]R|x¢O/\x¢2}

Wertebereich bei Funktionen — Was kann fir y rauskommen?

f(x) =x2 D=R; W=R2° f)=x3—4x, D=R, W=R f(x) =x*— 4x2, W= R>"?2
Symmetrie — Punkt- (ungerade Funktion) und Achsensymmetrie (gerade Funktion)
Flr die Variable x Uberall ein -x einsetzen. Kommt dabei die gleiche Funktion heraus, ist diese Achsensym-
metrisch (bei geraden Potenzen). Kommt dabei etwas anderes heraus, ist sie nicht Achsensymmetrisch! An-
schlieBend wird das ausgerechnete auf beiden Seiten noch mit (-1) multipliziert. Erhalten wir dann wieder
die Ursprungsfunktion, ist diese Punktsymmetrisch. Erhalte ich etwas anderes, keine Symmetrie — Ende!

f(x)=x*+x? ) =0+ (—x)2=x*+x2=f(x) =4S

f ) =x>+2x fE)=(E0P+2x (=0t =—x° — 2x # f(%)
f(=x)==1*(—x3—=2x) =x3+2x=f(x)=PS

f(x)=x x e ¥ f(=x) = —x=* e~ (N = _y x e

f(—=x) =x* e’ = f(x)=PS
Extrem- und Wendepunkte
Die erste Ableitung gibt die Steigung der Funktion an.
f (x)=3x? — 6x flf(x)=6x — 6 f'(x)=6
Notwendige Bedingung: f'(x) = 0 setzen. = 6x—6 =0 & xt = 1 > Mdgliche Extremstelle
Hinreichende Bedingung: f‘(xg) = 0 A f" (xg) # 0 mussen beide erfillt sein

f" (xg) < 0 Maxmimum (Hochpunkt) f" (xg) > 0 Minimum (Tiefpunkt)
ff(Hy=6>0 f)=3%12-6+1=-3 T(1]-3)
Vorzeichenwechselkriterium mit Hilfe der Monotonietabelle X 0 1 2
Mit Hilfe der Monotonietabelle wird ein x-Wert auf dem Zahlenstrahl  f’ (x) -6 0 6
vor und nach dem herausgefundenen x-Wert, hier 1, berechnet. Dafiir - +

setzen wir die Zahlen, welche auf dem Zahlenstrahl, davor respektive danach liegen in f'(x) ein. Danach wird
der Wert von f'(x) in die Ursprungsfunktion f(x) eingesetzt, sodass wir den y-Wert erhalten. S. oben.

Sattelpunkt/Terrassenpunkt X -1 0 1
f) =x%+2 f'(x) = 322 f(x) = 6x f@l 3 [ o | 3
S>f(x)=020=3x2 © x=0 2 > 2

2>f'0)=6x0=0
Wenn die 2. Ableitung eine Null ergibt, haben wir einen Sattelpunkt. Steigung vorher/nachher ist gleich.

Wendestelle mit Hilfe der X 0 1 2
2. Ableitung f'(x) -12 0 12
Notwendige Bedingung: f"(x) =0 12x — 12=0ox, =1 Drehung R L

Hinreichende Bedingung: Kriimmungstabelle. Gleiches Schema wie bei der Monotomietabelle. Errechneten
Wert von x in f"(x) einsetzen. Danach wird der Wert von f"'(x) in die Ursprungsfunktion f(x) eingesetzt,
sodass wir den y-Wert erhalten.

f(x) =2x3 — 6x2 f'(x) = 6x? — 12x! f(x) =12x- 12 f"(x) =12

3. Ableitung

Notwendige Bedingung: f"(x) =0 12x — 12=0Sx, =1

Hinreichende Bedingung: f"'(xy,) = 0 A f""(xy) # 0

f"" (xw) < 0 Linksrechtwendepunkt f"" (xy) > 0 Rechtslinkswendepunkt

f"(1)=12>0 f)=2%1%-6x*12=—4 Ww(1l| —4)
Der Wert von f""" wird anschlieRend wieder in die Ursprungsfunktion f(x) eingesetzt, fir den Erhalt von y.
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Das Polynom f(x) = ax® + bx? + ¢ besitzt einen Wendepunkt im Punkt W(1, 4). Die Tangente an den Gra-
phen von f(x) besitzt im Punkt W(1, 4) die Steigung -6. Berechnung der Werte der Parameter a, b, c:

f'(x) = 3ax? + 2bx* - erste Ableitung gibt die Steigung an

f"(x) = 6ax! + 2b - zweite Ableitung ergibt den Wendepunkt

fX)=a*13+bx12+c=4
f'(1) =3a=12 +2b = 1! & 3a + 2b = —6 da Steigung im Punkt W(1, 4) -6 betragt
f"(1) = 6a * 1* + 2b = 0 da das Nullsetzen der zweiten Ableitung den Wendepunkt ergibt

Daraus l3sst sich ein LGS aufstellen mit der Lésunga=2,b=-6undc=8. f(x) = 2x3 — 6x2 + 8

Nun kdénnen wir das Maximum und Minimum wie folgt berechnen:

f'(x) = 6x2% — 12x* = 6x(x — 2) Nullstellen = 0 und 2 - diese wieder in f(x) einsetzen und man erhilt
M, (0, 8) und M, (2, 0)

Kurvendiskussion

Definitionsbereich?

Symmetrieeigenschaften (gerade/ungerade), Periode?

Schnittpunkte mit Achsen, Polstellen?

Randpunkte bzw. Verhalten, wenn x gegen die Grenzen des Definitionsbereichs strebt?
Kandidaten fir Extrema bestimmen und untersuchen

Wendepunkte suchen

Tabelle von Werten aufstellen (falls noch notig)

NoukwNR

Tangenten- und Normalengleichung

Tangente
y=m+*x+n Bsp. Funktion = f(x) = x3 + 4x  an der Stelle x = 2 aufstellen
>m=f'(x) =3x*>—-4 fl(2)=3%22-4=8=8=m

f(2)=23-4%x2=50=y

Nun alles Bekannte in Tangentengleichung y = m * x 4+ n einsetzen!
20=8+x24+n=>0=16+n=>-16=n > y: =8x—16
Tangentengleichung

f,(xo) — y;}:i}::))

Normalengleichung

Verl3uft senkrecht/orthogonal zur Tangente

me xmy = —1 8+xm, =—-1 =>mn=—%
y=mx*x+n = 0= —%* 24+n= % =n > x- und y-Koordinate bleiben gleich!
_ 1 _y-f&o)

f'(xo) X = Xo
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Denis Bischof

AN1/AN2/AN3

WI21tb > WI21ta

Zusammenfassung 2. Semester AN2

Stammfunktion bilden = , Aufleiten”

f(x) F(x) f(x) F(x)
n L n+1 3 l 4
* a1 x 2"
c*xx™ T 7x3 2yt
n+1 4
u(x) + v(x) U(x) +V(x) x3 + x? %x‘* + §x3
f&x) F(x) +C
% =x"t In(|x|) = Sonderfall!
iz = 2 R R
x -1
1 _ -3 x?
x3 x -2
1 1 32 23
\/} = 42 ?xz = —x2
2
3 z
Vx® = x3 —X4
In(x) x-In(x) —x
cos(x) sin(x)
sin(x) —cos(x)
—cos(x) —sin(x)
—sin(x) cos(x)
7-(2x —3)° %% 7 - (2x — 3)° (funktioniert nur fir x1!!)
3e%* + 4x 3% | ax?
2 2
-3t 4-¢73t
30+4-e 30t + —
206—4t _ SeO.St 20e”4 _ 503t — _Se—4t _ 1060'5t
-4 05

Ansatzmethode
1. Ansatz

- Aufleitung der dusseren Funktion verkettet mit der inneren Funktion

2. Ansatz ableiten - Ansatz mit der Kettenregel ableiten

3. Korrektur
Ableitung

f1G) =77

fl(x) = x2 . g-2%°
f'(x) = x- cos(x?)
f'(x) =x73cos(x™?)
f'(x) = x3 - sin(5x*)
f'(x) = x2-sin(3x3)

22.01.2023

Ansatz

1
Alx) = e 2"
A(x) = e72¢

A(x) = —sin(x?)
A(x) = sin(x7?)
A(x) = —cos(5x%)
A(x) = —cos(3x3)

- Terme vergleichen und um Zahlenfaktor korrigieren

Ableitung vom Ansatz Korrektur

1 1
A)=—e" flx) = =277
A'(x) = —6x2-e7 2% flx) = —%xz em2%

A'(x) = —2x - cos(x?) flx) = %x - sin(x?)
A(x) =—-2x3-cos(x™?) f(x)= —%sin(x‘z)
A'(x) = 20x3-sin(5x*)  f(x) = —%cos(Sx‘*)
A'(x) = 9x? - sin(3x3) flx) = —%cos(3x3)
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Partielle-/Produktintegration (PI) Faktor * Faktor = = Die Formel kann man auch Tanzen! (es hilft)
Reminder Produktregel: (f(x) * g(x))' = f'(x) * gx) + f(x) * g’ (x)

fu'*vdx =[uxv]— [u*v'dx Juxv'dx=[uxv]—[u' *vdx

Bei Funktionen mit e* wird immer dieser gleich der Ableitung > v’ oder u’ gesetzt. (siehe Beispiel Il)

Bei Funktionen mit [n(x) wird immer der andere Teil gleich der Ableitung =2 v’ oder u’ gesetzt. (siehe IV)
| [2xxeXdx = [2x*xe*] — [2xe¥ dx = [2x *x e*] — [2 * e*]

Ju *v'dx =[u » v]— [u' *vdx

e—Zx —2x e~

—2 _ e _ 2x —2e72%
Il [ 4x e xdx—[4x* _2]—f4* - dx—[4x* _2]—[ = ]
Ju «v de=[u x v]-[u *vdx
I [7x*e*dx = [7x xe*] — [ 7 xe* dx = [7x » e¥] — [7e*]
Ju *v'dx =[u » v]—[u *xvdx

IV [ x3 % In(x) dx = Ex‘} * ln(x)] - f%x‘* *% dx = Ex4 * ln(x)] - f%x3 dx = Ex‘* * ln(x)] B [ix‘L]

fu'x vdx=[ u=* v] —fu =*vdx

V[ x10%in(x)dx = [ﬁxll * ln(x)] - fﬁxll *% dx = [ﬁxll * ln(x)] - fﬁxlo dx

Ju * vdx=[ u = v] —[ u =*vdx ‘—>=[%x11*ln(x)]—[%*%x“]
VI fIn(x)dx = [ 1 *In(x) dx = [x *In(x)] — [ x *%dx =[x xIn(x)] — [ 1dx = [x * In(x)] — [x]
Ju'* v de=[u*x v] —[uxv'dx

VII [ x * cos(x) dx = [x = sin(x)] — [ 1 = sin(x) dx = [x * sin(x)] — [— cos(x)] = [x * sin(x) + cos(x)]
Jux v dx=[ux wv] —fu'*x v dx

VI = [sin(x) * sin(x)] — = 2 [ sin(x) * cos(x) dx = [sin?(x)]

[ u * v de=[u * v] —f[ u * v dx%fsin(x)*cos(x)dx=%[sin2(x)]

3. .ax
N Zxe

IXf3x*eaxdx=[3x*%]—f3*%dx=[3x*—]—[“a ]=[3x*%]—[%*ea"]
fu *v dx =[u »v] —[u' *xv dx

a
X[x2xe ™ dx=[x?+—e¥]— [2xx—e¥dx,> [—2xxe ¥dx = [-2xx—e¥] — [ —2% —e ¥dx
Ju «v de =[u x v] —[u' *v dx >f uxvdx=[ u*x v] —[u*vdx
[-2x % —e™] — [ 2% —e¥dx = [2xe™™] — [ 2e7™* = [2xe™*] — [-2e7*] = [2xe ¥ + 2e¢7¥]
[x?2xe™dx =[—x?*e ¥ —[2xe ™ 4+ 2¢ ¥] = [-x%e ¥ — 2xe™* — 2e7¥]

1
1+x2

Juw « v ode=[ u x v] —fus v dx SAXK) =In(1+x?) AD=—rs2
fX) = % *In(1 + x%) = In(V1 + x2) > [x * arctan(x)] — In(v/1 + x?2)

2)—1

XI [ 1% arctan(x) dx = [x x arctan(x)] — [ x * dx Verkettung mal innere Ableitung x * (1 + x

X[ x?% x cos(x) dx = [x? sin(x)] — [ 2xsin(x) dx = [ 2xsin(x) dx = [-2x cos(x)] — [ —2 cos(x) dx
fu * v dx=[ux v] —fu'* v dxo=[-2xcos(x)]—[-2sin(x)]
[ x2 % cos(x) dx = [x? sin(x)]— [~ 2x cos(x) + 2 sin(x)] = x? sin(x) + 2x cos(x) — 2 sin(x) + C

X f(In(x))? dx = [ 1 = (In(x))? dx = [x * (In(x))?] — [ x * % * 2 % In(x) dx
fu'x v dx=[ux v] —fux v'dx S [xx*(n(x))?] - 2[x*Inx) —x]

XIV [x3 xe™*dx = [-x3e™™] — [3x? » —e ¥dx = [3x?e *| — [6xe ™ dx = [-6xe™*] — [ —6e "

Ju *v de=[u*v] —fu * v dx > [uxv dx=[ uxv] —fu *v
=>fu * v de=[u*v] —fu *v [—6e™* = [6e7*]
[x3xe*dx=—x3e™ - 3x’e " —6xe ¥ —6e *+C
XV = [—sin(2x) e ™™] = [ =2 cos(2x) e *dx = [2 cos(2x) e *] —
[ usxvde=[ u =*v] —f o v dx
= [ u v dx = u *v] —f u' xv dx
| = —sin(2x)e™ — 2cos(2x) e ™ & —%sin(Zx) e ™ — %cos(Zx) e *+C
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Partialbruchzerlegung
Wenn der Nennergrad grosser gleich der Zahlergrad des Polynoms ist, muss man zuerst eine Polynomdivision
durchfuhren!

f 2X—4 _ 2x—4 _ A B A(x+2)+B(x—4) _ Ax+2A+Bx—4B _ x(A+B)+2A-4B
x2_2xg X = (=) (x+2) ~ (x-4)  (x+2) (x=0)(x+2) (x=4)(x+2)  (x—4)(x+2)
2 4

— _ — _2 __ 3 3 _2 _1
I A+B=2 a=231 A+B =2 a=: fx) = (x D (x+2)—3*(x_4)
4 1
— %
3 (x+2)

4 2 4
I 24— 4B = —4 b=13 ff(x)dx = [-1n(|x—4|) +-1n(|x+2|)] +C
1 1 1 A B

fx3—x X = s T e “x Tt (x 5> Ax+D(x -1 +Bx(x—1)+Cx(x+ 1)

(Ax? —A) + (Bx?2=Bx) + (Cx*+Cx) > (A+ B+ CO)x*>+ (C — B)x — (4)

0=A+B+C
0=C-B
1 1 1 1 1 1
—1 = - = — - 2 2 — 2
1_A:Z_C_B x + (x+1) +(x—1) fx3 xdx f + (x+1)+ (x-1) dx

—In(lx]) +5 * In(lx + 1)) + 3 * In(lx = 1) + € = —In(lx[) + 5« In(lx + 1| * [x = 1) + C
__1 2 1 2 _1 |x*-1]
——E*ln(x)+5*ln(|x —1|)+C—5*ln( )+C

24 3x—
f;:rzi_: dx unechte rationale Funktion = Polynomdivision
2 _ i 2 _ _ — 5x+4

(x*+3x—4):(x*—2x—8)=1+ Ry

—(x*—2x—8)
5x +4
2

f;:rzi : =[ldx+ [ St cdx=x+[— St ——;dx  Partialbruchzerlegung fir zweiten Teil

5x+4 A B

e R A(x - 4) +B(x + 2) = (Ax — 44) + (Bx + 2B)

5=A+B 4=Bo1=A - .
(x+2) (x 4)
4=—-4A+2B Integral: x + f( o)
x+1*xIn(Jx+2D)+4*In(Jx—4D+C=x+In(Jx+ 2| |x —4]*) +C
x%—5x+8 _ x*-5x+8 A B c D
| e ™ = iy ~ e T -0f T aee taes

Ax—1)?(x+3)+Bx—1Dx+3)+C(x+3)+D(x—1)3
Ax3+x2—=5x+3)+B(x?+2x—-3)+C(x+3)+ D(x3 —3x2+3x — 1)

A +D= 0 1 0 0 1 0=>1 0 0 0| 1/2
A+ B —3D= 1 1 1 0-3 1 01 0 O
~54+2B+ C+3D=-5 -5 2 1 3|—5 0 0 1 0 i
3A—3B+4+3C— D= 8 3-3 3-1 0 0 0 1 /
f x%>-5x+8 f + +—;d
x*—6x2+8x— 3 ) (x 1)2 1)3 X
=1 - 11t 121 1 lx=1]y , 1 1
=-xIn(lx =1+ (x - D7 =« (x D72 —~xIn(lx+3)+C=2+In (|x+3|) rE-tosc
2x3+43x%2-2x-3 A B c (DXx+E)

f(x) - G+D(x-1)2(x2+4)  (x+1) = (x-1) = (x—1)2 (x2+4)
_ A(-1D2(x2+4) | Bxr+1D(x-1)(x%2+4) | Cx+1)(x%+4) | (Dx+E)(x+1)(x—1)2
- (x+1) (x—1) (x—1)2 (x2+4)

7 _ A c

B
x2x(x—3)  x2 x | x-3
20 A | Bx+C
(x=D*(x2+1) X1 ' x2+1
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Lineare Substitution
Fur die lineare Substitution muss die Funktion f(x) den Charakter einer linearen Funktion zwingend vorwei-
sen f(x) = a(mx + b)™ - es diirfen keine Ausdriicke in der Klammer mit x™> 1 (x2, x3, usw. sind verboten)

= n+1
f(x) = a(mx + b)" 2> F(x)—m*( = * (mx + b)
fO)=2xBx-2)* > F(x)=%*(3x—2)5
fOx) = —=3x (10 + 8x)*° > Fx)=— *(10+8x)11
f(x) =(2x15)3 =7*(2x—5)_3 -> F(x) = *(2x—5) 2
f—dx >x—-5=z 92’=1=E9dx=dz

dx

f;dz= [In(lzD]+C=In(]x—=5)+C

2
[e 3 dx S>-2y=z >7=-2=% 9dx——2=—§dz

3 3 dx -2 2

2
ferx—2dz=[-2e7|+Cc=-2e +C
2 2 2
2
L dx Sd2-5=z->7=2=%3dx=%=14;
dx 2 2

2x—5

0

2*x2-5 -1
11, 1 1, 1 -1\ _1 _In (5)
fz 2elde = *f Sdt =1+ (ln(ltl) |_5) =2+ (In(1) - In(5)) =

“0—5 t 2 2 _s

f15v4x+5dx 2>4x+5=7z2 92’=4=E9dx=

4%5+5 1 1 25 1 1
\/E*Zdt=z*f9 \/Edt=z*<3t

2

z 1
==-dz
4

d

4
1 __1 3 3 __1 __49
) ta(251-9) =1x (5P -3 =1+ 98 =2

4%1+4+5
Substitution

f24x*e‘3x2dx > 3xt=z Sz =-6x=%2 > dx =22

dx —6x
[ 24x x e x— —f —4e?dz = [~4e?] + C = —4e 3% 4+ C
f—(ljj;)zdx >1+e*=2z 9Z’=ex=% >dx =—
4;;; §=f;izdz=f4*z_2dz= [—4z7' ]+ C=—-4(1+e*) 1+ C
f4exdx Sl4er=z >z =e"=Z - dx
1+e* dx
4e*

—*——f dz= [4xz"ldz=[4=In(|z])]+ C = 4*ln(|1+ex|)+C

Y4

Variablen Transformatlonsformel

Berechnen Sie f

dy unter Verwendung der Substitution y = @(x) = In(x)

Variablen Transformationsformel: f‘p((a))f(y) dy = f f((p(x)) @' (x)dx

2y1

e3* In(x) %3

Uberall woyvorkommt ersetzen durch In(x) 2> f((p(x)) prrTIe iy o' (x) = (In(x))' =

2

F@) * ' (dx = x> =

x  x2-1

Grenzen transformieren'(p(a) =1-> ln(a) =1>a=e (b) =2 2> Inlb) = 2 > b=¢?
[Py = [

1 e2y-1 -1
Partlalbruchzerlegung 2;1=m+x—9A+B—0 & —-A+B=1 > A:_E’ B=%

1 o__ .t E*L
xzzl , 2 x+1 2 -1
f: % [1—5*—+%*ﬂ]dx—(x——*ln(|x+1|)+—*ln(|x—1|))|

=(e2—5*ln(e +1)+%*ln(|e —1|))—(e—5*ln(|e+1|)+E*ln(|e—1|))
=e2—%*ln(e2+1)+%*ln(|e2—1|)—e+%*ln(|e+1|)—%*1n(|e—1|)
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. 4 e\/; . . 2
Berechnen Sie fl ﬁdy unter Verwendung der Substitution y = @(x) = x
Uberall wo y vorkommt, ersetzen durch x? > f((p(x)) = %x @' (x) =2x

F(0@) * @' @dx = =+ 2x = 2¢*
Grenzen transformieren: 9(a) =1 2 a?=1 > a=1 (x> 0) eb)=4 b?>’=4>b=2

flz e*dx = 2e*|? = 2(e? —e?)

7o
f(;r —Sm\/(J_/m mit der Variablen-Transforamtionsformel durch Subsitution mit y = ¢(x) = x?
[ g dx = 2 [T sin(x) dx = 2+ (—cos()) [§ = —2(-1— 1) = 4

Bogenlange von Kurven berechnen
Berechnen der Linge der Kurve gegeben durch: F (x, y) = 0: 27y? = 4(x — 2)3 von P(2,0) bis Q(11,6 * \/§)

1. Implizite Darstellung auflésen nach y/kartesische Darstellung y = + /24—7(x -2 =f(x);a=2b=11
. . 4 3 % , %*3*(x—2)2
2. Ableiten der kartesischen Darstellung: (— (x=2) ) f'(x) = f0—
27 2+ /%(x—2)3
359r(x—2)*
3. Ableitung quadrieren: f’z(x) —me T %(x —-2)

A (x—2)3
4*27*(x 2)

4.1 + die quadrierte Ableitung rechnen: 1 + f’z(x) =1+ %(x —-2)= éx +§ = %(x +1)

1
5.Von 1 + die quadrierte Ableitung die Wurzel ziehen /1 + f’z(x) = lel E (x+ 1)]2 dx
1

6. Nun vom Term die Stammfunktion bestimmen L(y) = lel E (x + 1)]E dx =3 x % E (x + 1)]E |1

3

3
7. Grenzen einsetzen: 2 E (x + 1)]2 1 =2+(8-1)=14

Berechnen der Linge der Kurve gegeben durch: F(x,y) = 0: 6xy = x* + 3vonx = 1 bis x = 2

1y =221 43071 = f(x) 2.f'00 = 2322 = 3x72) = 2 (x? —x7?)

3.f"%(x) = %(x4 +x7* = 2x%x7%) = %(x4 +xt =281+ fP(x) = %(x4 +x7*+2) = %(x2 + x72)?

5/6. /1 + 2 (x) = flz E (x? + x‘z)] dx = %[x; - x‘l] |2 7.Grenzen einsetzen: % E - % - (% - 1)] = %

Flachenschwerpunkt berechnen

fo(x) = Funktion, die oben liegt, f;;(x) = Funktion, die unten liegt 4 -——~/-\—_—<,\_\\\4<§=7{&)25M&)
Berechnung Flachenschwerpunkt fiir Funktion y = f,(x) = sin(x) \'\\Vﬁf\\i N \\\ _
von 0 bis t und der x-Achse > ‘ ’IF X
I
1. Anhand einer Skizze Flachenschwerpunkt abschatzen > & }/=7f,,6<)=—(7

2. Stammfunktion der Funktion bestimmen, um die Flache zu erhalten
A= f(? sin(x) dx = — cos(x) |§ = —(cos() — cos(0)) =2

. 1 b
3. x5 ausrechnen mit der Formel: ». = Zfax * (fo(x) — fy(x))dx

Xg = %fé’x % sin(x) dx = %[x * —cos(x)] — [ 1 *—cos(x)dx fu(x) = x-Achse somit 0
f:u* v odx= [ux v |—[u * v dx
1, m . _1 _ I _1
Efo x * sin(x) dx = > [x * — cos(x)]— [ sin(x)] = SXT

. 1 (b 1 .
4.ys ausrechnen mit der Formel:y. = — [/ (foz(x) - fUZ(x)) dx = 2Tzfon(smz(x) —0)dx

Trick 2 = fozn ldx = fom(sin2 (x) + cos?(x)) dx, fozn sin?(x) = fozn cos?(x) > fozn sin(x) =m

T sin2(x) = = =L (™(sin2(x) — =14
> [, sin (x)=7 > Deshalb —z*zfo(sm (1) —0)dx=2x-=-~04
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Berechnung des Flachenschwerpunkt, der durch f(x) = vx und g(x) = x3 eingeschlossener Fliche, auf
dem Intervall [0, 1] eine Flache mit Flacheninhalt A = 1—52

e i e 2 e 2L
12 2 1 12
-5 (E_E)_E

=5ila (70" 00 = o' (0) dx =L [{ e = a9 =2 [ = 27 b =2(5-3) =3

7 2 7

2
Berechnung des Flachenschwerpunkt, der durch f(x) = vx und g(x) = x— eingeschlossener Fliche:
3

2
f, =x, fu=% - Nullstellen berechnen: v/x = —@8\/_—3( o xi-8=0c x:=8
3
85=4=N1, N2=0

4 4 16 64] _ 128 64 _ 64 _ 8
Flache berechnen: 4 = — fydx = | Vx — dx = [ x2 ——x ] %= [ = =-
fO fo=fu fO lo 3 24] 24 24 24 3

= %f:x * (fo(x) — fu(x))dx = %f:x( x —?) dx = Efo x2 —%xgdx = %Exz —%x‘*] =
64 _3.24_72_9 ’
] T8 -

5
I (fo" 0 — f* () dx =

3 (40 16 3 24 72 9
‘E( )_R*?_g_ﬁ_os x, =18, y, = 0.9

2ol (et = et -] = - 551 -

5 5

Volumeninhalt von Rotationskérpern
Rotation um X-Achse: V = nf: f2(x)dx 4
Berechnung des Volumeninhalt durch Rotation um y-Achse der

Funktionen y = % und y = (x — 3)? ¢y

Schnittpunkte berechnen:% =(x-3)Y2e0=x3-6x2+9x—4 > 1und4
Umstellen nach x, da Rotation um y-Achse

1.x=§,V1=7Tf14() dy—nf 16y~ Zdy—n[— _1] = [— ]|1— [————16]—127‘[
x=3-./y, =7Tf(3—\/_) dy—nfy 6\/_+9dy—7t[y +9y — 4(y)]|1——7r
x—3+\/— V3—7Tf (3+\/_) dy—rrf y+6\/—+9dy—rc[y +9y+4(y)]| =

4.x=3—\/;,V4=rtf (3—\/_) dy—rrf y— 6\/—+9dy—n[y + 9y — 4(y)]|‘1*=7r[

V=>U,-V,)+ ;- V4)—(127T—§T[)+(22—77T—%7T)=77T

Mantelflacheninhalt von Rotationskorpern

Rotation um X-Achse: M = 21 fabf(x) * |1+ f’z(x) dx

Berechnung Mantelflicheninhalt des Kérpers Rotation von 8y? = x2(1 — x2) fiir 0 < x < 1 um die x-Achse:

f(x) = \/m f’(x) = %(Zx_4x3) — x(1—2x2) 9 f/z(x) _ x2(1—2x2)2 — 1(1—2)(2)2
’ 2\/lx2(1—x2) 8\/lx2(1—x2) 8x2(1-x2) 8 (1-x2)
8 8

8(1-x2) | (1-2x2)° _ 8(1-x2)+(1-2x2)"  8-8x?+1-4x?+4x* _ 9-12x2+4x* _ (3-2x2)°

12 _
1+ f7 () = 8(1-x2) = 8(1-x2) 8(1-x2) B 8(1-x2) ~ 8(1-x®) 8(1-x?)
5 (3- 2x2)2 1, B-2x®))2  [1 , —9e2)2 =1 — x2
—an\/ O — 52y« ; Sxtx—— = [—x?x (3 —2xH)? =-x(3 - 2x7)
2m (1 2m (1 3 1
=2r fo gx(3 —2x%)dx = ?nfo x(3—2x%)dx = ?ﬂfo (3x —2x3)dx = %* [Exz —Ex‘*] 13

T

M=§*E*1—%*1]=%*1=Z
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Bernoulli de I'HOspital-Regel — Grenzwerte von Quotienten (Briichen)
fx)
9(x)
1. lim f(x) = 0 > Zéhler geht beim Einsetzen von einem bestimmten Wert fir x gegen Null
XX

Folgende Punkte missen erfiillt sein, dass die Regel angewendet werden kann:

lim g(x) = 0 = Nenner geht beim Einsetzen von gleichen bestimmten Wert fiir x gegen Null

X—=xg
2. xg einzige Nullstelle in Uz (xg)
3. lim f,E ) der Grenzwert der einzelnen Ableitungen von Zahler und Nenner existiert
x—=x9 9
x2+x-6
x2—a ' X0 = z
f)=x?2+x—-6 f'(x)=2x+1 gx)=x*-4 g'(x) =2x
fl)2x+1%22 2x241 _ 5
g'(x) 2x Ggws 252 4
f _ 5
2 4
xZ
=, x> o

f(x) =x2  flx)=2x f'"(x)=2

_ 1 _ X " _ X fri(x) X=>® _i_
gx) =e* gy =e gl =e gu(x)m _ex_o
1@ _ g
x—00 g(x)
. x—sin (x)
Im—%
f(x)=x-sin(x)  f'(x) =1-cos(x)
_ , _1 _1 frie) X202
90 =x g =gx 7 g"(x)c_m)s_ex_o
'(x) 1 -1 1-cos(x)
f;,();) =1- COS(X))igx 2= % = 2vx(1 — cos(x)) —> =0
Uneigentliches Integral
Entweder ist der Integrand oder der Integrationsbereich unbeschrankt.
fO) = = dx
3-¢
Jo de _
1 _ 1 1 1 (£>0, k/em)

= == Verkettung mal innere Ableitung arcsin
—y2 x x

PR o)y @)

A(x) = arcsin (g) A'(x) = L v

=()”

.r3-¢ 1 13- 1 . (%) ,3— . (3-¢ . g\ &0 T
[T —dx =< dx = arcsin (—) |37¢ = arcsin (—) = arcsin (1 — —) — ==
3 3 3) gws 2

0 o—x2 370 1_(x)2

1
f(R)—fo mdx
1R 1
ZO1+(E)2dx
Larct ()| L arct (_)’“_)w _n I R
~arctan 0 Jarctan (5) —> = (2o, o)
® w02 gy = (Ry2we 2 gy = — Lo 26°|R = _1(p—2R° 1 R\ RP 1
Jy ¥ xe™ dx =[xt x e dx=—cem g = — (e 1) = (1-e) 0 = ¢
© 2. p—2x3 R o2, —2x34, _ _1 —2x3 R _ _1(, -2R% _ R 1
Jy ¥* e dx > [[x* e dx = —e | = ( 1):>—>GWS_6
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Integral Kriterium (IK)
Konvergiert? Ja, drei Methoden gibt es.
Vorgehen
1. Vermutung formulieren ( oder divergent?)
2. Orientierung
Summanden fallen hochstens so schnell ab wie 1/k
3. Strategie wahlen
Divergente Minoraten
4. Vergleichsfunktion und Summanden als Balken qualitativ skizzieren (gemd&ss Punkt 2. / Orientierung)

Konvergente I\/Iajorante (grésser)
1

Sp=3n_ 1k2—1+ +—. + =
<1+[] x-2dx=1—x-1|1 =1-(3-1)=2-
Divergente I\/Iinorante
Sn=Ypoag =145+ -+
S, = f1n+1d—x =1In (x) |#*1 = In(n + 1) = wichst somit unbeschrinkt in n
Der Grenzwert von S, flr n = oo existiert nicht.
Quotienten Kriterium (QK)

n = Dp=q A Mita, =0

r < 1: §, konvergiert absolut
Lkt

<2

Sr

lim
k—co | ag

r =1: S, QK liefert keinen Entscheid
Eine Reihe S,, = Y}}-; ai konvergiert absolut, wenn ).}_;|a; | einen Grenzwert besitzt.

r > 1: S, divergiert absolut

Konvergiert Y.%_;|a,|, dann konvergiert auch ¥¥_, . Die Umkehrung ist falsch: ¥#_, (—1)**! %.konvergiert,

1,
aber Z',;l — divergiert.

Beispiel S;, = Y- 13+ + + -+

. k. k+1
Direktes Bildungsgesetz fiir Summanden: A = 3% firk=1,2,3,... A1 = Jrar
G| _ e+ i_z(m)_l( 1)":"‘; _1 i i
4 | = 3% =37 ) =3 1+ ) ami T =3 <r Entscheid: S, konvergiert

Die Taylor- Entwicklungen der beiden Funktionen f(x) und g(x) im Ursprung lauten:
fx)=1 ——x+ x ——x 340" undg(x) =1 += x+—x + x 3+0(xh

Bestimmung der offenen Konvergenz Bereiche der Relhen.

a () = E (k2 0), agyy (1) = CL - xht |
owis| <—1>';++12 k1 L SO “.H’;l_#= 1 1x) = 1_2 |x| Slxl <1 1= (-11)
be(x) = = x* (k = 0), bpyq(x) = (k(ﬁ)lzgll ke
k
ol - “‘&?isé‘i = e = = (1) el = () e
- I;;ilx|<1 :I=(—ee) >®k+1D=k"(k+1)ok=3=24-3:2-1=3-2-1-(3+1)

Berechnen der Koeffizienten a, und a, in der Entwicklung f(x) - g(x) = ag + a;x + 0(x?)
(1 — %x + O(xz)) (1+x+0(x»))=1+ %x +0(x%)

Berechnen der Koeffizienten by und b4 in der Entwicklung % = by + byx + 0(x?)

(1 - %x + O(xz)) (1+x+0(x?))=1- %x + 0(x?) = Polynomdivision
-(1+x)= —%x
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Die Taylor-Entwicklung der Funktionen f (x) im Ursprung lautet: f(x) = 1 — 2x + 3x2 — 4x3 + 0(x*)
Bestimmung des offenen Konvergenz-Bereiches der Reihe:

a(x) = (=D (k+ Dx* (k 20), are(x) = (DED - (k+ Z)x("“)

ak+1(x)| _ | GD®D e 2)x®HD] (—1)("“‘4’)-(k+2)x(‘1€"‘4’}| _ (k+2) 1

g Kl .
() (DRt D)k aeyore e Eakoreyld 'x |G <1:1=(1D
Berechnen der Koeffizienten ag und a; in f'(x) = ag + a;x + 0(x?) f (x) = =2+ 6x+0(x?
Berechnen der Koeffizienten by und by in F(x) = byx + b,x?2 + 0(x3)  F(x) =x —x% + 0(x?)

Berechnen der Koeffizienten ¢y und ¢4 in der Entwicklung e (( )) X + cx% + 0(x®)
(x —x2+0(x%)):(-2+6x +0(x?)) = —Ex —x%+0(x3)
—(x — 3x?)
2x2 4+ 0(x®)

Die Taylor-Entwicklung der Funktionen f(x) im Ursprung lautet: f(x) = 1 — 2x + 4x? — 8x3 + 0(x*)
Bestimmung des offenen Konvergenz-Bereiches der Reihe:
0 (0) = (“1)F - 2% % (k2 0), @eq (x) = (—1)FH1 - 24F0 ko1
k+1.ok+1,., . k+1 1 \Vk+E k4t kT

= P s P =tk <ie i <g s 1= (=53)
Berechnen der Koeffizienten ag und a, in f'(x) = ag + a;x + 0(x?) f'(x) =—-2+8x+0(x?)
Berechnen der Koeffizienten by und by in f(x) - f'(x) = by + byx + 0(x?)
fO)-f'(x) =(1-2x+0(x?)(-2+8x+0(x?)) =-2+(8+4x +0(x?)

Berechnen der Koeffizienten ¢y und ¢4 in der Entwicklung ]{(( )) =y + c1x + 0(x?)
;(2) = (1-2x+0(?): (-2 +8x+ 0(x?)) = =2 —x + 0(x?)
—(1—4x)
2x

Vergleichskriterium (VK)

Vergleich mit den beiden bekannten Vergleichsreihen: kiz - konvergent | Vergleichsreihe % - divergent

Sn = £=2ﬁ Sp = Xk=2 k3 < Yk=2 k2 firk>2 Vergleichsreihe % - konvergent
Sp = Q=1% Sp = 21:1% = ké{k++11) = % Vergleichsreihe% -> divergent
Sp = le Sp = le < $ < % furk>1 Vergleichsreihe % - konvergent
Sp = ﬁ:lﬁ Sp = %=1ﬁ = 41k % firk=1 Vergleichsreihe% - divergent
Sp = ﬁzz% Sn=2k=2 ln\/%() = \/i% > % furk>3 Vergleichsreihe% -> divergent

Potenzreihen - Konvergenz Intervall
Potenzreihen sind Funktionen, die als Grenzwerte von Polynomen entstehen, deren Koeffizienten schnell
genug abfallen. Ihre Eigenschaften sind:
1. Innerhalb ihres Konvergenzintervalls ist eine Potenzreihe eine stetige Funktion. Ihr Graph zeigt also we-
der Spriinge noch Liicken.
2. Innerhalb ihres Konvergenzintervalls lassen sich Summanden einer Potenzreihe beliebig umstellen.
3. Im Durchschnitt der Konvergenzintervalle zweier Potenzreihen mit demselben Entwicklungspunkt kann
man diese Potenzreihen addieren und multiplizieren.
4. Auch eine Polynomdivision funktioniert ausserhalb einer Nullstelle des Nenners.
5. Identische Potenzreihen besitzen dieselben Koeffizienten, was einen Koeffizientenvergleich ermdéglicht
und ausserdem zeigt, dass Potenzreihen durch ihre Koeffizienten bestimmt sind.
6. Potenzreihen kénnen gliedweise differenziert und integriert werden.
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x=2  (x=2)2  (x-2)3  (x-2)* (x=2)¢ (x=2)¢ (x—2)it1
Tttt "t Yiz1 3 a;(x) = —7—, ai+1 (%) =
2

a1 (0)] _ [(x=2)H*1 A (x—2)+*1 S D S TR _ 1 _

a;(x) |_| (i+1)? (x—z)i| _| (i+1)2  e—2%| T (1+1)2 Ix—2| = (L ) Ix—2| = < +l> Ix - 2]
= r=|x—2|<1 I = (1, 3) Konvergenz-Intervall I
GWS

T.f(x,a) =X} of k'(a) c(x—a)k, O =f(x a = Entwicklungszentrum (Bspw. a = 0)
Beispiel: f(x) =e*, a=0, I=R, n=3 e(o) = Funktion selbst, e(l) = 1. Ableitung, usw.

e (0) e )(0)

Tyf (x,0) = Siog Lo (x — 0% =
(x—0)2=1 +x+%x2 +%x3
f(x)=sin(x), a=0, I=R, n=5

sin® = sin(x), sin® = cos (x), sin® = —sin(x), sin® = —cos(x), sin® = sin(x), sin® = cos (x)

Tof (5,0) = Thog o2 (x — 0)F =

sin(0) 0 cos(O) 1 —sin(0) 2 —cos(0) 3 sm(O) M4 cos(0) .
o G OO 4R G- 1 4 SR (e 004 S (e O R (e 0 4

(x—0)5—0+x+0——x +0+ x5 —x——x + x
f(x) =cos(x), a=0, I=R, n—4-

0 - 00 + 2 -0 + 2 (- 002+

cos® = cos(x), cos® = —sin(x), cos® =—cos(x), cos® =sin(x), cos® = cos(x)
= %) k —
Taf(%,0) = Xk=o = (x —0)* =

cos(0) 0 —sin(0) 1 cos(0) 2 sm(O) 3 cos(0) M4 _
0,(0)—1(o>—2<o> (- 003+ 20 (- 0yt =

1+0——x +0+ x —1—;x +Zx
Taylor Formel mit Restglied

(n+1)

f(x) =T,(x,a) + R, f(x,a) R.f(x,a) = f(n+1§|8 - (x — a)™*? fir eine Zwischenstelle £ € (x, a)
Flr Sinus-, Cosinus- und Exponentialfunktionen geht das Restglied fiir alle x € R gegen Null.

. k
Eulerformel: e = cos(x) + i - sin(x) i?2=-1 e* = Z,po%

; (x)? | )3 | x)* | (x)° . 2, %8
*=1+ix+ L; + L;C! + L:! + L; +0(x6)=1+lx—’;—!—l x—+ i —+0(x )

_ x? | x* 6 . x3 | x5 7
= <1—;+Z+0(X )>+l'<x—;+;+0(x ))
= cos(x) +i- sin(x)

Losen von Ungleichungen

%IBx—2|<1, I3x — 2| <5

Fall1:3x —2>0, 3x > 2, x2§ >3x-2<5, 3x<7, x<:

Fall2.3x —2<0, 3x <2, x<§ 213x—2|<5=—-0Bx—-2)<5, -3x+2<5, -3x<3, x>-1
—(_17

H_( 13)

(3x-2)% (3x—2)3

-2, 2 =T [x—al<r ,I=(a-r a+r)

Deaa ¥ B2 gy = G2 G 0) = (=1 (35—2)

azzzg)| _ |(3x5—kz+)1k+1 ) (3x5_"2)k| _ (39:51(‘2F)1’“‘1 | _ |3x 2| _ _|3 o= |3x g <1
=§2x—§|<31' =|":§|<§ s-gun dajg'“(‘lé) »

e T mar T mar e (x) = a}{z—knk a1 () = ey

aﬁlig) - (ln(:f;)kﬂ (ln(k))k| =Ixl- (h}?g)n) .ln(k1+1) =’%§ =0 =R

Bleibt x selbst, 0 < k < 1, konvergiert zu Null
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Bestimmung Niherungspolynoms 2. Grades der Funktion cos?(x) mittels Taylor-Reihe und Entwicklungs-
zentrum x, = 0. Naherungspolynom f,(x) = 3x — 1

f(x) =cos?(x) = f(0) =1 f'(x) =2-cos(x) - (—sin(x)) = f'(0) =0

f"(x) =2-sin?(x) — 2 cos?(x) = f"(0) = -2

Das Taylor Polynom 2. Grades ist p,(x) = 1 — %xz =1-x?

31V17
-2

1-x*=3x-12-3x—-x?=0=x, =

Differentialgleichungen
Differentialgleichung = Gleichung wo eine Ableitung vorkommt = Umstellen nach y’
Beispiele fiir lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung:

y' = —sin(x) - y + x3e s y' =5y + x? y' =6x—y—x6cos (x)
y’=xe‘x2—xy y'=3-2y

Homogene Losung (Trennung der Variablen)

y' =fx)-y+gx) g(x) = Stérfunktion

Y=Ynt+Y¥p yn, = homogene Losung Yp = partikuldre Lésung

yp=c-e/f@dx e R yp=yh-f$dx,ceﬂk
h

yr — cos(x) Y+ x3esin(x) Y =C- efcos(x)dx =c- esin(x)’ ceER

— 2. psin(x) , x3 eSS — psin(x) . 3 — sin(x) .1 _4 — . pSin(x) 1 4 sin(x)
yp=¢€-e fe_.“dx e [x3dx=e i y=c-e +5x%e

4 oy =L Y o

o =1 == y =

4 ) = 4 _df o

" f1@®) = f(®) == y o=
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Zusammenfassung 3. Semester AN3

Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen
Funktionen von mehreren Variablen

flx,y) = eV flx,y) =X’y fo,y) =y floy) =x

fey)=x—y feey)=x+y  fay) =sin((+yD)  fy) = G2+

2

1 1
floy)=x*+y floy) =x%—3-y? fGy)=x*+-y*  flxy)=3x-T7y+5

fey) = G2 4+yD:  fGoy) =sin(+y?)  f(ny) =x?+3y? flry) = x% +y?

3 2 A 0 1 2 3

flxy) = x|+ lyl flx,y) = 3% +y? flx,y) =

2xy

flx,y) =8—x?—y?

x2+y?2
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Niveaulinien von zwei Funktionen

Die Niveaulinien sind: Hyperbel Parabel
flx,y) =y2+2y+x2+4x+5 - Kreise il e e
f(x,y) = —3xy - Hyperbeln

flx,y) =05y +x -> Geraden

flx,y) =y%+9x - Parabeln

Die Niveaulinien einer Funktion z = f(x,y) sind die Kurven in der xyi—Ebene, langs denen die Funktion

f(x,y) konstant bleibt, sprich den gleichen Wert haben. Die Niveaulinie von f zum Wert ¢ € R ist definiert:
Nr(©) = {(xy) € R*|f(xy) = c}

Die Niveaulinie zu einem bestimmten Wert c kann auch die leere Menge sein. Beispielsweise sind bei der

Funktion f(x,y) = x2 + y? die Niveaulinien zu Werten c < 0 leer (es ist mit dieser Funktion nicht méglich,

einen Wert tiefer als Null zu erhalten). Der Graph einer Funktion von zwei Variablen ist also eine Flache im

Raum, wahrend die Niveaulinien Kurven in der Ebene sind.

Untersuchung Niveaulinien: Wir erhalten die Funktionsgleichung der Niveaulinien fiir einen gegebenen Wert
¢ € R, indem wir die Funktionsgleichung f(X,y) = ¢ nach y auflésen:

f(xy)=—-2x—y+8 —2x—y+8=c y=-2x+8-c

Die Niveaulinien zu verschiedenen Werten von c sind also parallele Geraden mit Steigung m = —2
fx,y) =8—x2—y? x2+y2=8-¢ Fiir ¢ > 8 sind die Niveaulinien die leere Menge.
fxy) = e~ (*+y?) +/—In (¢) Es existieren Niveaulinien nurfirO<c<1
fxy) =1—-(x%+y? x2+y?=1-c Es existieren Niveaulinien nur firc < 1

Die Niveaulinie zum Wert c=2 dieser Funktion ist demzufolge die leere Menge!

Niveauflachen von drei Funktionen

Gleiche Definition wie bei zwei Funktionen. Die Niveauflache von f zum Wert ¢ € R ist definiert:
N;(c) = {xy2) € R3|f(x,y,z) = c} - vorhandene Funktion wird wieder = ¢ gesetzt.
fxyz)=aqx +ay+az+ag=ceSax +ay+az=c—ay

Beispiel: f(x,y,z) = L

=coxl+y?+z2= % - N-Fliche konzentrische Kugeln

=
Jx2+y2+z2 Jx2+y2+22

Partielle Ableitung

Partielle Ableitungen werden berechnet, indem man alle anderen Variablen als diejenige, nach der abgelei-
tet wird, als Parameter behandelt. Auf diese Art erhalt man aus Funktionen mehrerer Variablen Funktionen
einer einzigen Variablen (partiellen Funktionen), fiir die die gewohnlichen Ableitungsregeln gelten.
Ableitung fiir die Beispiel-Funktion: f(x,y) = 2x3 + 4x%y + 3y° + 10x + 2

%=fx=6x2+8xy+10 Z—§=fy=4x2+15y4
1
foyz = \/ﬁ =x2+y2+2z3)2 Kettenregel!  Partielle Ableitungen 1. Ordnung:
3
of _ fe= —l(xz +y2+z3)2-2x = - 0 = partielles Dif ferential
ox 2 (x2+y2+422)2
3
& =fy = —(xP 4y +z) 2y = ——
oy 2 (x2+y2+22)2
3
U fy= =22+ y? 4222 2z = ——
0z 2 (x2+y2+422)2

1

] 1 - 1
é=fx=y2+2xyz+y 1=y2+2x\/§+;

f _ ¢ _ 1552 — xy=2 = X _x
ay—fy—Zyx+2y 2x“ — xy —2yx+2y 37
Iars) =In@? +rs+1)

0g _ _ 1 . __ 2r+s

ar 9T T r24rs41 2rt+s= r2+4rs+1

6_g _ 1 _ r

— - ="
ds s r2+rs+1 r2+rs+1
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huw) = arctan(\/u2 + vz) f(x) = arctan(x) > f(x) = ﬁ

M hy= s @+ v = L 4 D) 2y = ——

ou oy +(mz 1+u?+v? 2 1 +u+v2)VuZ+v2

6—h=h =;_(u2+v2)§=—1 'l(u2+172)_%'2v= e

w T (uZrrR) 1+u2+v? 2 (1 +u+v2 )V +v2

Fiap) = a-sin(a® — p?) f(x) = sin(x) > f(x) = cos (x)

Z_Z =F, =1-sin(a? — B?) + a - cos(a? — f?) - 2a = sin(a?® — $?) + 2a? - cos(a? — p?)

Z—; =F;=0-" sin(a? — B2) + a - cos(a? — B2) - (—2B) = —2ap - cos(a? — B?)

Berechnen partiellen Ableitungen g—i (%9,Y0) und g—; (%0, Yo) der Funktion f(x, y) der Stelle (xq, yo) = (3,2)
x? -

f(x'y)zmzxZ.(l_}_y) 1

 _ f —92x- -1 4 2. -2.0 =2y - -1 2% — 23 _6_

o= =20 (1+y)" +x AQ+y)2-0=2x-(1+y) =1 >LHB2)==2=2

of _ _ _ x2 32

= =0+ Hx? —A ) l=2 (1P = -5 P (B2 =~ = ]

Berechnen partiellen Ableitungen Z—i (x0,Y0) und 2—5 (%0, Yo) der Funktion f(x, y) der Stelle (xq, yo) = (3,2)
fay =€

- sin(y)
or fe=—e*:sin(y) +e*-0=—e*-sin(y) = f,.(3,2)=—e"3"sin(2)

6x=

Z—i =f, = 0-sin(y) + e - cos(y) = e ¥ - cos(y) > £,(3,2) = e~3 cos(2)

Gradient — Dann geht die Luzi richtig ab!
Der Gradient (grad(f), Vf oder V) der Funktion f (x4, ...., x,) ist der Vektor, der aus den partiellen Ablei-

X

fx
tungen von f besteht: grad(f) =Vf = < : > Vf = Nabla — Operator
fxn
1 -1
Beispiel (wurde oben bereits geldst): fixy, ;) = ———== (x* + y*> +2°)2
Vs Ty2+22
B . JxZ+y2+z
3
(x2+y2+22)2
Vf = ]]:; = -y 3 =_;3 <;>=_i 7‘=|?|= /x2+y2+zz
A _ (x2+y22+22)2 (x2+y2+22)2 \z v
(x2+y2+zz)%

V£l = lgrad(f) =

Berechnen des Gradienten Vf = (x,,V,) der Funktion f(x, y) an der Stelle (xy, yo)

floy) =4x* = 3xy? +x-e”, (x0,%0) = (1,0)

o fr=8x—-3y?+1-eY+x-0=8x—3y2+e¥ >f(1,00=8:-1-3:02+e°=8+1=9

6x=

Z—§=fy=—6xy+0-ey+x-ey=—6xy+x-ey 2>£00)=-6:1-0+1-e=1-1=1

Gradient: Vf(1,0) = (9)

1
f(xry) = COS(X_)’) - XY, (xO'yO) = (%'_g)
F = fo=—sin(x—y)-1—y=—sin(x—y)—y
a

é:fy=—sin(x—y)-(—1)—x=sin(x—y)—x

T
Gradient: Vf (g, —g) = <_EE>

2
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f(x,y) = arctan (X) mit(x # 0) Bestimmen des Gradienten in Punkt (xy, o) = (1,1), (x4, y1) = (—1,1)

of _p __1 -2 yy_ 1 yy_ 1 v\ _ y y
ax fx -T2 ( yx ) = y (_;) = X2 42 (_F) = X212 (_;) = T XZ4y2 S _x2+y2
4z ez 2tz - X
af_f 1 (x~1) = 11 1 _1 x* 1_ x*  x
ay Iy T )2 - y =% yz Y 24?2z 1 xitvZ % 21v2)  x2iv2
oy 1+2% +2 S x e x 1 x?4y? x  x(x?4y?) x%+y
Yy 1 1
_ _ _ | xP+y? | ez _ | 2} _1/-1
(x0,¥0) = (1,1): Vilxoyo=,0) = x 0 Neeyo=an = 1 = ] = 5( 1 )
x%+y? 12412 2
y 1
_ _ x2+y?2 _ -n2+22 | (2| _1/-1
(ey1) = (LD Vg yp=(-11) = x Jey=(-11) = 21 = 1]= 5(_1)
x%+y? (-1)2+1? 2

Berechnung der Richtungsableitung

1. Gradient berechnen 2. DLf(P)=Vf(P) €. |¢11| <;§gg§g;> . (al)

Beispiel: f(x,y) = xy + x2, Punkt P = (1,2), Vektor d = (g)
Bestimmen des Gradienten von f in Punkt P:

Z—i:fle-y+x-0+2x=y+2x > f12)=4

F _ £ _p- : - — — (4
L= f=0y+x1+0=x >f£02) =1 Vf(1,2)_(1)
Bestimmen Sie die Richtungsableitung von f in der Richtung von d: Richtungsableitung = Zahl/Skalar!!!

e 30)
2af®) =7 () (o) = (1) () =3 () () =5 (5) = $+3-%

1
Beispiel: f(x,y,z) = x? - e¥? + yz3, Punkt P = (2,0,1), Vektor d = (—2)
2

Bestimmen des Gradienten von f in Punkt P:
= fo=2x-e+22-0+0=2xe S>£0201)=2-2-e"=4-1=4

—=fy=0-eyz+x cyeY? + 73 = x% - zeY? + 23 2> £201)=22-1e"+1*=4+1=5

af—fZ—O eY? + x% - zeY? + 3yz? = x? - yeY? + 3yz? > £,(2,01)=2%2-0e°+3:0-12=0

4
Vf(2,0,1) = (5)
0

Bestimmen der Richtungsableitung von f in der Richtung von a:

L [FEGoyo)\ . N 1N AN, L e
D&f(P)zﬁ' fy(xo;)’O) '(ZZ)=—m'<g>'<—22>=§'<—30>=§—?=?=—2
3

f2(%0,¥0)
. . . . . . - — 3 el — 3 . . .
Eine Funktion f(x,y) hat an einem Punkt P in die Richtungen v = (4), w= (_4) die Richtungsableitungen
Dzf(P) = 5und Dy f(P) = 2. Berechnung des Gradienten Vf(P) von f(x,y) im Punkt P:

Dyf(P) = - (g) (3)=s =1 (3f +4f) =5
Dyf(P) = ﬁ- (g) . (_34) =5 = % (3fx — 4fy) = 5 Lb&sen via lineares Gleichungssystem

35 35

E -
LG A6 DG -0 )0 S8 Se)-

35 35 35
1 0fe 1 ofe 35 15 ' 38
0 4 E =lo 1 é LPY=7  [P) =7 gesuchte Gradient: Vf(P) = 1_65
2 8 8
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Wann ist ein Richtungsvektor senkrecht?
Dann wenn das Skalarprodukt aus dem Gradienten und dem Richtungsvektor null ergibt:

3
Beispiel: Gradient: Vf = (g,—g), ( En> : (Z;) =0 @%- a, + (—g) ra; =0

2

. . s I _ _ L T\ 4 - _ (1
Eine Moglichkeit ist, wenna; = 1Aa, =1 =3 1+ ( 2) 1=0 =>a= (1)
Natiirlich geht auch jeder Vektor, der zu 4 kollinear ist!

Tangentialebene
Seiz = f(x,y) eine differenzierbare Funktion. Die Tangentialebene T an den Graphen von f im Punkt,

(%0, Y0, f (X0, ¥0)) ist durch die Gleichung z = [ (x, yo) + fi (X0, Vo) * (x — x0) + f,, (X0, ¥0) * (V — ¥o)
Bestimmen der Gleichung der Tangentialebene an die Flachen im gegebenen Punkt

z = sin (x+y), (XO'yO) = (L_l)

d

T =fr=cos(x+y)-1  fulxoyo) =1

d

T=fy=cosx+m1  flroye) =1

f(x0,¥0) =sin(1 —1) =sin(0) =0
z=0+1-x—-1D+1-(y—-1)=x+y

Z =1In (2x + y) (x0,¥0) = (—1,3)
2

o= fx 2X+y 2x+Y fX(XO’yO) =z
1

= h = 2x+y e+ fy(o,y0) =1

f(xo,yo) =Inx+y)=In2-(-1)+3)=In(1) =0
z=0+2" (x——1)+1-(y—3)=2x+y—1

f(X y) x2+y2' (XO' yO) = (1' 1)

of _ o _ 4. 2y-1 (2 2N-2 .9, 1 2x*  (P+y?)  2x*
ox = Sr =1 (P YT e (P 4y 2x = (24+y?)  (24y2)? T (x24y2)? (xP4yD)?
x%+y?2)—2x2 —x24y2

( (x2+32)2 = (xj_,_yi])z fx(x0,¥0) =0

a _ _ -2

_f=fy=0.(x2+y2) 1+x'_(x2+y2) Z'Zy:(x2+;32/)2 fy(xo'}’o)=—

f (o, yo) = =2

2+y Tz 2
Z=E+0-(x—1)—%-(y—1)=—%y+1
Bestimmen der Gleichung der Tangentialebene an die Flachen im gegebenen Punkt mit vorhanden Gradient.
fxy) =4x? —3xy? +x-¢”, (x0, Vo) = (1,0) Gradient: Vf(1,0) = ((’19)

f(x0,¥0) =4-12-3-1-02+1-e°=4-0+1=5
z=549-(x—-1)+1-(y—-0)=9%x+y—4

f&y) =cos(x—y) —xy,  (x0,¥0) = (g—g) Gradient: Vf G’_E) — ( Eﬂ)
f(x0,¥0) = cos(z— —E) -I. (_E) -1+

2 2

— ()4 (D) (D =Bty
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Totales Differential
Bestimmen des totalen Differential der Funktion f(x,y) im Punkt (x, ¥,), approximieren damit den Funk-
tionswert f(x4,y1) und vergleichen mit dem exakten Funktionswert an der Stelle (x1,y).

f(X; Y) = V 20 — xZ - 7}’2, (XOJyO) = (2, 1) (leyl) = (1951 108)

F o = 00— x2—Ty?) e (—2x) = —— S ——
ax = =3 Q0= =Ty) e (C) = - mm=n . Loy = - mmme T s
a_f=f =1020-x2-7 2)_%_(_14):_7—31 £ 00 y0) = ——m—= -1
oy Yy o2 y y V20—x2-7y2 yFo Yo V20-22-7-1? 3

f(x0,¥0) =V20—-22-7-12=3
Das totale Differential ist damit df = — g dx — gdy Far (x,y) = (1.95, 1.08) gilt also approximativ:
= (xl — X0, Y1 — yo) = (195 - 2, 1.08 — 1) =

£(1.95,1.08) ~ f(2,1) + =3+ (- g) : - g ~ 2.8467

£(1.95,1.08) = 2.8342 (eingesetzt in die Ursprungsgleichung f(x,y))

f(X; Y) = x2 —xy+ 3y2' (XOJ yO) = (3, _1) (le }’1) = (296: _095)

)

d=f=20-y fulcoyp) =2-3=—1=7

F)

5y =fy=—x+6y fyG0,¥0) = =3+ 6+ (1) = 9

Fxorye) =32 —3-(=1) +3-(-1)*2 = 15

Das totale Differential ist damit df = 7dx — 9dy Fur (x,y) = (2.96,—0.95) gilt also approximativ:
= (x1 — X0, Y1 — yo) = (2.96 - 3, _0.95 - _1) =

f(2.96,-095) = f(3,—1) + =15+7- +(—9)- ~ 14.27

f(2.96,—0.95) = 14.2811 (eingesetzt in die Ursprungsgleichung f(x,y))
fay=5-m(EL)-3) Cor)=@1D  Guy) =1 095

5

of 1 B ¥ 1 5 5

= h =S WO O =550 floy) =5 =5

F g L 4 [ x=y] _ D) &-»)-@y) _ —y®-2xy+2y? _ —2xy+y? _ —2x+y
ay = fy = J;;y dy [yz ]I [yz ] - y4 - y4 - y4 - y3
_ i —2x+y _ 5(=2x+y) = 522+ _ 5(3)

=SS Ty y(x-y) fyGory0) = 12-1) 1 15

2-1 1

f(x0,¥0) =5 (ln (T) - g) =-1

Das totale Differential ist damit df = 5dx — 15dy Fur (x,y) = (2.1, 0.95) gilt also approximativ:
= (x1 — X0, Y1 — yo) = (2.1 - 2,0.95 - 1) =

f(2.1, 095) = f(2,1) + =—-14+5- + (—15)- ~ 0.25

f(2.1, 0.95) = 0.2117 (eingesetzt in die Ursprungsgleichung f (x,y))

Ableitung impliziter Funktionen - Satz Uber implizite Funktionen

Idee: Untersuchung der Situation, dass eine ebene Kurve in der Form F(x,y) = 0 gegeben ist, aber nicht
nach y aufgeldst (d.h. als y = f(x) geschrieben) werden kann. Man kann trotzdem die Steigung der Kurve in
einem Kurvenpunkt P = (X,y), der auf der Kurve liegt (die Bestimmung solcher Kurvenpunkte ist manchmal

approximativ moglich) bestimmen. = Satz Gber implizite Funktionen
_ . r_ _Fx(x,y) 1] - _ Fe(x, f(x))
y= f(X)' y Fy(x,y) f (x) Fy(x, f(x)

= Um die Formel zu verwenden, muss man die Koordinaten eines speziellen Punktes (%, y) auf der Kurve
F(x,y) = 0 kennen (oder schatzen).
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Berechnen der Tangentenstelgung in den Punkten P; = (0,1) und P, = (—1, 0) an die Kurve mit der
Gleichung: x3—y3+e =0 ]
F(x,y) =x3—y3 +e¥

Yrev=o
»t
P=(-10)

15

1

Fe=3x*+y-eY F, = =3y*+x-e* "

' __ 3xP+ye™ ol
f (X) - —3y24x-eXY 05+

_ . , _ 3x%+y-e*y 1 _1
Pr=01:  f10)=-—Z w5 lay=0n =3 B
. o _ 3x%+y-e™ . B , ,

PZ - (_1,0)- f (_1) - _W |(X,y)=(—1,0) - 3 2 -15 -1 05 S 05 1 15
x =y cos(y), P = (m,—m)
F(x,y) = x =y cos(y)
E =1 FE,=0—-1"cos(y) + (—y) - —sin(y) = —cos(y) + y - sin(y)

v 1
f (x) T —cos(y)+ysin(y)

I _ 1 — _ 1 _ _

P=(m-m, f(m)= —co (m)+(-m)sin(-m) |lxy)=m-m) = -(-1) 1
(x% 4+ y?)3 = 8x2y?, P=(-1,-1)
F(x,y) = (x* +y%)° — 8x?y*
FE, =3(x? + y?)? - 2x — 16xy? F, = 3(x* 4+ y*)?- 2y — 16x%y

, _ 3(xz+yz)2-2x—16xy2
f (x) T 3(x24y2)2-2y-16 2y

_ , 3(x +y ) 2x—16xy? _ -8
P=(1-0 (1) = =5 a 9016y len=(-1-1 = 5 = ~1

Tangentialebene bei P = (x,, vy, Zo) soll parallel zur x/y-Ebene sein: f(x, y) =5x2—x+ 16y +y+7
=>» Steigung der beiden Achsen/Funktionen mussen somit Null sein

Z_£=fx=10x—1 fx=10x—1=0(:,10x=1(:,x:i0
Z_§=fy=32y+1 fi=32y+1=0e32y=-leoy=——

1 ) )
f(lO 32)—5X —X+16y +y+7—6934 P = (xo,yo,zo)z (E’_§’6934)

Hohere partielle Ableitungen

Die hoheren partiellen Ableitung einer Funktion z = f(x,y) sind definiert als partielle Ableitungen von par-

tiellen AbIeitungen:

f (5f) o*f f ("f) *f
xx = 3x \ox ox2 vy = ay \ay ay?
0%f 9%f

fo= =) =0m = 0=5(G) =0

f XXX f xxy f xyx f yxx f xyy f yxy f Vyx f yyy

fxxy = fxyx = fyxx fxyy = fyxy = fyyx
Ob zuerst nach x und dann nach y oder umgekehrt abgeleitet wird, spielt keine Rolle!

Berechnen der partiellen Ableitungen 1., 2. und 3. Ordnung der Funktionz = x-e¥ —y - e*:
Ableitung 1. Ordnung

L=164+x-0-0-e¥—y-e¥X=e"—y-e¥ fy=0-ev+x-e¥—1-e¥—0-e¥X=x-&—¢*
Ableitung 2. Ordnung
fix=€e"—y-e¥x=0—-0-eX—y-e¥=—y-e¥ fyy=x-e"—e¥X=0-ev+tx-e¥-0=x-¢

fxyzfyx= ey—l-ex—y-O:eY—eX

Ableitung 3. Ordnung

fexx = 0-€*—y-e*=—y-e* faxy = fayx = fyax = —1-e¥—y-0=—¢€*
fryy=0-€"+x-e=x-¢ fyyx = fyxy = fayy =1- €7 +x-0=¢”
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. . . x+y?
Berechnen der partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung der Funktion H(x,y,z) = szl:
H. = 1~(zz+1)—(x+y2)~0 1 _ 2y~(zz+1)—(x+y2)~0 2y _ O~(zz+1)—(x+y2)~22 _ —2xz-2y?z
x (z2+1)2 T (2241 y (z2+1)2 (2241 2T (z2+1)2 T (2241)2
2(z%+1)-2y-0 2 0-(z%+1)-1-2z -2z
Hxx =0 Hyy = (22+1)2 - (z2+1) ny - ny - 0, sz - Hzx - (z2+1)2 - (z2+1)2
_ (—ZX—Zyz)'(ZZ+1)2—(—2XZ—2y22)'2(ZZ+1)'2Z _ (—2x—2y2)-(zz+1)1—(—2xz—2yzz)-2-22 _
HZZ - 2 4 - 2 3 -
(z%2+1) (z%2+1)
(—2xz%-2y?z2—2x—2y?)—(-8xz2-8y?z?) _ (—2xz%-2y?z?-2x—2y?)-(—8xz%2-8y?z?) _ 6x 2+6y’z2-2x—2y?
(z2+1)3 - (z2+1)3 - (z2+1)3
Ho —H. — 0-(z2+1)-2y2z _ —4yz
Yz T ZY T (2241)2 T (2241)2
. . . X
Berechnen der partiellen Ableitungen 1., 2. und 3. Ordnung der Funktion u(x,t) = 3—\&:
3 1 -2
u _13ftx0 1 u _0VExegts o x x
X~ T 3.2 3% t— 3m\2 - 22~ "2 27 "2
(Vo) Ve (V) 3306 363-68 33
4 1 1 1 3 1 -2 12
_ _0-3t3—(—x)-4t3 _ 4xt3 _ 4xt3 _ 4x _ _ 0Vt 19t -3 g
Upy = 0 Ut = 8 =—m T3 T 7 Uyt T U = 2 - Tz T T4
9t3 9t3 93 93 t3 t3 3t3
7 4 4
_ _ _ _ _ 0-9t3—4x-21t3 _ —84xt3 _ —28x
Uyxx = 0 Upxt = Uyex = Ugxx = 0, Uger = 1z = 1z — T 10
81t3 81t3 27t3
7 z
_ _ _ 49t3-4x0 _ 36t3 _ 4
Uttx = Utxt = Uxtt = 7~ 17
81t3 81t3  9t3

Hesse-Matrix
Sei z = f(x,y) eine zweimal differenzierbaren Funktion f(x,y) mit Definitionsbereich D € R?, sowie
(x0,¥0) € D. Die Hesse-Matrix von f ist die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen von f,

= )

Bestimmen der Hesse-Matrix folgender Funktion f(x,y) = x% — y?

Da fyy = fy« 8ilt, ist die Hesse-Matrix eine symmetrische Matrix!

Ableitung 1. Ordnung Ableitung 2. Ordnung
fr= 2x fy = —2y fex =2 fyy = -2 fxy = fyx =0
Die Hesse-Matrix ist somit Hy(x,y) = (é _02)

Wie viele echt verschiedene Eintrage hat die Hesse-Matrix einer Funktion von 7 Variablen maximal?

Die Hessematrix ist eine quadratische symmetrische Matrix (hier holt uns LA1 wieder ein) der Ableitung 2.
Ordnung. Da es um die echt verschiedenen Eintrage geht, muss lediglich die Elemente des oberen/unteren
Dreiecks (Achtung, es ist hier keine Dreiecksmatrix) der Matrix gezdhlt werden, da der Rest identisch ist.

fxx fxy

. Diese Matrix hat drei echt
fyx fyy

Eine Hesse-Matrix mit zwei Variablen sieht wie folgt aus: Hf(x, y) = <

verschiedene Eintrage, da f,x = fy,.
Somit kénnen die Anzahl Variablen x, von x nach bis 1 nachunten gezahlt aufsummiert werden:
Hierx =2,>2+1=3 >SS, =X n-k)

= Fiir sieben Variablen gilt somit S; = ¥8_(7—k)=7+6+5+4+3+2+1=28

22.01.2023 Seite 28 von 62



Denis Bischof AN1/AN2/AN3 WI21tb = WI21ta

Berechnen der partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung der Funktion f(x,y) = x? - cos(y) + y? - sin(x)

fe = 2x-cos(y) + x2- 0+ 0-sin(x) + y? - cos(x) = 2x- cos(y) + y? - cos(x)

fy = 0-cos(y) +x* - —sin(y) + 2y - sin(x) + y? - 0 = —x? - sin(y) + 2y - sin(x)

fex = 2cos(y) + 2x- 0+ 0 cos(x) + y% - —sin(x) = 2 cos(y) — y? - sin(x)

fyy = 0-sin(y) —x* - cos(y) + 2 - sin(x) + 2y - 0 = —x* - cos(y) + 2 sin(x)

fay = fyx = 0+ cos(y) + 2x- —sin(y) + 2y - cos(x) + y? -0 = —2x-sin(y) + 2y - cos(x)

Durch f(x,y) = 0 wird implizit eine Funktion y = g(x,y) definiert. Der Graph dieser Funktion y = g(X,y)
verlauft durch den Punkt P = (—%,—%}. Bestimmen der Ableitung g'(x) der Funktion g(x) an der Stelle

Xo = (— %): totales Differential f'(x) = —%
g, (_ E) __ 2x-co-S(3/)+y2-co.s(x) - _ 2(_%)'2C°S(_%)+(_%)2'COS(_%) _8r
R O e e e o M
Extremwertprobleme ohne Nebenbedingungen
1. Funktion partiell ableiten 2. Partielle Ableitungen Null setzten und Gleichungssystem I6sen
3. Hesse-Matrix bestimmen 4. Extremstellen in Hesse-Matrix einsetzen und Definitheit bestimmen

Achtung: Ein lineares Gleichungssystem setzt Linearitdt voraus (was nun nicht gerade besonders lberra-
schend ist)!!! x2 und dhnliche Ubeltater sind NICHT linear!

Um die Informationen aus Hf(x, y) auf eine einzige Kennzahl zu reduzieren, betrachten wir deren Determi-

2
nante: A(xq,yo) = det Hf(x)l(xo,yo) = fex(X0,Y0) 'fyy(on)’o) - (fxy(xo:J’o))

Es sei (xg, yo) ein kritischer Punkt im Innern des Definitionsbereichs der zweimal differenzierbaren Funktion
f(x,y) so ist die Definitheit gegeben durch:

o Ist A(xg, Vo) > 0 und f (X9, ¥0) > 0, dann besitzt f(x,y) in (xg, yo) ein lokales Minimum.

o Ist A(xg,y0) > 0 und fi, (X0, ¥0) < 0, dann besitzt f(x,y) in (xq, y,) ein lokales Maximum.

e Ist A(xg, ) < 0, dann besitzt f(x, y) in (xq, Vo) einen Sattelpunkt.

o Ist A(xy, Vo) = 0, dann sind weitere Untersuchungen notwendig, es sind immer noch alle Falle moglich.

Gleichungssysteme konnen via TR menu = 3 Algebra = 7 Gleichungssysteme l6sen = 1 Gleichungssys-
teme l6sen gelost werden

Bestimmen der relativen Extrema und Sattelpunkte der Funktion: f(x,y) = 2x2 + 8y? — 2xy?
Ableitung 1. Ordnung

fie = 4x — 2y? fy = 16y — 4xy

Die beiden ersten Ableitungen miissen gegen Null gesetzt und geldst werden:

4x —2y? =0 und 16y —4xy =0

4x=2y2<:)x=%y2 16y—4-%-y2-y=04:)16y—2y3 =0©28-y?=08=y?

Losungen fury:y; = 0, y, =8, y; = —V/8 nuny Werte in Ableitung einsetzen
Daraus folgt x: x; = 0, X, = 4, x3 =4
Ableitung 2. Ordnung

— _ _f _( 4 —4y
fox = 4 fyy =16 —4x fxy = fyx = —4y Hf(x:y) = (—4‘}7 16 — 4x)

_( 4 —4-0 y_(4 O
Hy (P ‘(—4-0 16—4-0) ‘(o 16)
A(0,0) =64—-0-0=64und f,, = 4 = P; = lokales Minimum
4 —4-+/8 4 —4+/8
Hr (e = v Cis )
—4-v8 16-4-4/ \-4¥8 0

A(4,V8) = 4-0 — (—4v8)” = —128 = P, = Sattelpunkt

_( 4 —4-—8\_( 4 4V8
Hf(P3)_(—4-—\/§ 16—4-4)_<4\/§ o)
A(4,—V8B) =4-0— (4V8)" = —128 = P, = Sattelpunkt
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Welche Bedingung muss die Konstante B € R erfiillen, damit die Funktion f(x,y) = x? + Bxy + 3y? einen
Sattelpunkt besitzt?

Ableitung 1. Ordnung Ableitung 2. Ordnung

fx =2x+ By fy = Bx + 6y fax =2 fyy =6 fxy =B

Die beiden ersten Ableitungen miissen gegen Null gesetzt und geldst werden:

2x+By =0 und Bx+6y=20
2x+By=Bx+6y<:>2x—6y=Bx—By<:>2x—6y=B(x—y)@Z;C:Zyz

B

Losungen fury:y; = 0,x:x; =0 > Ursprung einziger kritischer Punkt
_ (2 B
= Ist A(xg, o) < 0, dann besitzt f(x,y) in (xg, yo) einen Sattelpunkt.
A(xg,y0) =26 —B?< 0o 12-B?< 0o 12<B? 12 < |B|
Der Betrag von B muss grosser sein als die Wurzel von 12.

Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen
Einflhrendes Beispiel: Aus einem Baumstamm mit kreisformigem Querschnitt soll ein
Balken mit rechteckigem Querschnitt so herausgeschnitten werden, dass sein Wider-

1 . .
standsmoment W = gbh2 maximal wird.

Wir bestimmen zundchst bmax, hmax und Wiax, indem wir aus der Zielfunktion eine Variable
eliminieren und anschliessend ein Extremwertproblem fiir eine Funktion einer einzigen Variablen I6sen.

Zielfunktion: W = %bh2
Nebenbedingung: b? + h? = 4R? > h? = 4R? — b?
Einsetzen in die Zielfunktion: W = %b(ALR2 —b?) = %sz — %b‘?’, 0<h<?2R

W’(b)=§R2—%b2 =3R2—%b2 Umstellen nach b b? =§R2 @b=i% bmax = 7R

3 \/—R

2 2R\? 8
£ . . . . . | — 2 _ (&8 — °
Nur + \/§R kommt in Frage, da es keine negativen Langen gibt! h,,,, = .[4R (\/§ = /3 R

2

1 8 8
Winax =W (bmaxs Rmax) = 6 \/_ER ' ERZ =

3
9\/§R

Lagrange-Multiplikator
Die moglichen Losungen des Extremwertproblems von F (x, y) unter der Nebenbedingung G (x,y) = 0 liegen

in den Punkten mit VL(x,y,A) = 0 , wobei L(x,y,A) = F(x,y) + AG(x,y)

L . oL oL oL .
e Wir missen das Gleichungssystem Pl 0, % =0, i 0 nach x, y, A auflosen.

e Der Parameter A heisst Lagrange-Multiplikator, ist aber nur eine Hilfsgrosse.
e Die Klassifikation der durch Losen dieses Gleichungssystem gefundenen Punkte erfolgt am besten durch
Vergleich der Funktionswerte von F(x, y) an den gefundenen Punkten.
Gesucht sind die Extrema der Funktion f(x,y,z) = x? + y? + z2 unter den Nebenbedingungen
g1(x,y,z) =x>+y2—-1=0, gxy,z)=x+y+z—1=0

VL(x,y,z, ) =x2+y2+ 22+ A(x? +y? - D +ulx+y+z-1)
Ly=2x+2xA+pu, Ly=2y+2yA+p L,=2z4+p Ly=x*+y*-1, Ly=x+y+z-1

Ly=2x+2xA+u=0 = 2x+2x1-2z=02x(1+1)—-2z=0 =2x(1+1)=y1Q+21)
Ly=2y+2yA+u=0 = 2y+2yA-2z=02y(1+1)-2z=0 x—-y)(1+1)=0
L,=2z4+pu=0 >u=-2z

Ly=x>+y>-1=0

Ly=x+y+z—-1=0

Gleichungssystem (auch hier ist es kein lineares Gleichungssystem) darf hier mit einem Rechner geldst wer-
den. Aus dem Gleichungssystem ergeben sich folgende kritische Punkte als Moglichkeiten:
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P, = (0,1,0) P, = (1,0,0) Py = 1-+2), Po=(-% -5 1+V2)

fs) =1 (% %.1—\/7)=1+§+(1—\/7)2 ~ 2172

2
f) =f(-7 5 1+\/_)=%+%+(1+\/§) ~ 7.828
Minimum bei P, P, m|t minimalen Wert f(P;) = f(P,) =1
Maximum bei P, mit maximalen Wert f(P,) = 7.828

5%

2
Bestimmen fiir beliebige p > 0 den min. Abstand zwischen der Parabel y = Z—p und dem Punkt M = (4p,p)

Minimieren des quadrierten Abstandes (quadrierter Abstand rechnet sich einfacher) zwischen beliebigen
Punkt P = (x,y) und dem Punkt M: f(x,y) = d?>(M,P) = (x — 4p)? + (y — p)? unter der Nebenbedin-

2
gungy = ;‘—p. Zielfunktion ist der quadrierter Abstand zwischen Punkt P und M. Dass P auf der Parabel liegt,

wird dann also als Nebenbedingung zusatzlich angenommen.
Entweder mit lagrangeschen Prinzipalfunktion I6sen oder aber Nebenbedingung in Zielfunktion einsetzten:

4
g(X)=f(x—)=>g(x)—(x—4p)2 (——p) & g00) = x? = Bxp + 16p? + 25
g(x) = x* — 8xp + 16p* +4 —x? 4 p? = 8xp + 17p?

2x%p
2p

3
Wir I6sen nun die Gleichung g'(x) = 0 g (x) = m —8p = p— —8p

3 3
g’(x)=0<=>;%—8p=0(:>2—2=8p(=)x3=8p3(=)x=2p

4
Der gesuchte minimale Abstand ist somit/g(x) = \/;—pz — 8xp + 17p?

(Zp) 167’

2 =

9(2p) 2 +17p? = J4p? + 1p? = |/5p? = V/5p

Bestimmen des Punktes P auf der Ebene E: x + 2y + z — 4 = 0 der den kiirzesten Abstand vom Punkt

Q = (1,0,—2) hat.

Die Zielfunktion ist somit: f(x,y,z) = (x — 1)? + y2 4+ (z— —2)?  (quadratisch ist wiederum einfacher)
Die Ebenengleichung ist die Nebenbedingung: x +2y+z—-4=0

L(x,y,2z2) =(x—1)24+y2+(z+2)>+A(x+2y+z—4)

Die Ableitung von L(x, y, z, A) liefern das Gleichungssystem:

x=0 2c—1D-1+21=0 ©2x—-24+1=0
L,=0 2y+21=0 ©2y+21=0
L,=0 2z+2)-1+2=0 ©2z+44+1=0
L,=0 x+2y+z—4=0 Sx+2y+z—4=0

Wir erhalten damit folgende Losung: (x,y,z) = (%,g, —2)

Das «Problem» kann auch mit den bekannten Mittel der linearen Algebra gel6st werden.

In einer Autofabrik besteht eine Fertigungsserie je nach den auftragszahlen aus x Sportwagen, y Mittelklas-
sewagen und z Luxusklassewagen. Insgesamt sollen in einer Serie 45 Wagen gefertigt werden. Der dabei
erzielte Gewinn wird durch die Funktion: T(x,y,z) = 20x + 80y + 10z — 2x% — y? — z? berechnet.

Fir welche Werte von x, y, z wird der Gewinn maximal?

Zielfunktion: T(x,y,z) = 20x + 80y + 10z — 2x? — y? — z> Nebenbedingung: x + y + z = 45
L(x,y,2z,2) = 20x + 80y + 10z — 2x? —y2 — 22 + A(x + y + z — 45)

Die Ableitung von L(x, y, z, A) liefern das Gleichungssystem:

=0 20—4x+21=0
L, =0 80— 2y +1=0
L,=0 10—2z+1=0
L,=0 x+y+z=45
Wir erhalten damit folgende Losung: (x,y,z,1) = (4, 38, 3,—4)
Der Gewinn wird also maximal fur die Wertex =4, y =38, z=13 Tinax(4,38,3) = 1665
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Bestimmen der Lange x, Breite y und Tiefe z eines Schwimmbeckens mit dem Volumen V, das die kleinstmog-
liche Oberflache unter allen Schwimmbecken mit Volumen V hat. Hinweis: Unter der Oberflache verstehen
wir den Boden sowie die 4 Seitenwande des Schwimmbecken:s.

Wir l6sen das Problem mit der Lagrange-Prinzipalfunktion. Seien x, y und z die Lange, Breite und Hohe des
Schwimmbeckens.

Die Zielfunktion ist die Oberflache F(x,y,z) = xy + 2xz + 2yz

die wir minimieren unter der Nebenbedingung xyz =V

L(x,y,z,A) = xy + 2xz + 2yz + A(xyz = V)

Die Ableitung von L(x, y, z, 1) liefern das Gleichungssystem:

L,=0 y+2z+Ayz=0
L,=0 x+2z4+Axz=0
L,=0 2x+2y+Axy =0
L;=0 xyz—V =0 Wir erhalten damit folgende Lsung: x = y = Y2V, z = 3\/%

Mehrfache Integrale

Das Resultat des Integrals ist im einfachsten Fall das Volumen unter dem Funktionsgraphen der Funktion.
Doppelintegrale — Als die Welt fr viele noch in Ordnung war und dann:

Unter dem Doppelintegral oder Gebietsintegral der Funktion f(x, y) (iber dem Gebiet A € R? versteht man

den Grenzwert [ . f(x,y)dA = lim ¥2_; f (xx, yi) - Ay
n—oo

Abstufung je nach Komplexitat des Integrationsgebiets G:

e G ist ein achsenparalleles Rechteck

e G ist ein Gebiet zwischen zwei Funktionskurven

e G ist ein Gebiet eines anderen Typen
Diese Reihenfolge von x-/y-Integrationen kann bei stetigen Funktion umgekehrt werden «Satz von Fubini».
G={(x,y)la<x<bc<y<d}

Gesamtvolumen: ff. f(x,y)dxdy = ff (fcdf(x, y)dy) dx = fcd (f:f(x, y)dx) dy
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Durchfiihrung der Berechnung bei achsenparallelem Gebiet

Berechnen des Integrals [f. (x + 2y + 3)dA fir das Gebiet ¢ = {(x,y)[1 <x<2,0<y <3}
Zuerst nach y und dann nach x: f (f o+ 2y + 3)dy) dx

1. Schritt: fyzo(x + 2y + 3)dy = xy +Ey +3yl3=3x+3%2+3-3=3x+18

2. Schritt: [ (3x + 18)dx = >x? + 18x[7 =222 + 182 — ( 12 + 18- 1) %

Oder in umgekehrter Reihenfolge (zuerst nach x, dann nach y): fy3=0 (fxz=1(x + 2y + 3)dx) dy
1. Schritt: fxzzl(x+2y+ 3)dx =%x2 + 2xy + 3x|3 =%22 +2:2:y+6— G+2y+ 3) = 2y+§
2. Schritt: f;zO(Zy + g)dy = %yz + §y|8 =32+ ;- 3= 42—5 gibt auf beiden Wegen das gleiche Resultat.

Berechnen folgender Doppelintegrale: ffG (e*7Y)dA, furdasGebietG = {(x,y)|0<x<2,0<y <1}
_ 2 1 _

[I; €A = [ (f,_o(e*-e™)dy)dx

fyl=0(ex e Ndy=e*-—eV|f=e¥-—et—(e¥-—e V) =e¥-—e Tl ——e¥=—e7l-e¥ ¥

fxz=0(—e_1 e*+eX)dx=—el-e*+e¥|i=—el-e?2+e?—(—el-e®+e) =—-e"1-e2+e?—
(—e71-1+1)=4.6708—0.6321 = 4.0386

Berechnen des Doppelintegrals ffG f(x,y)dA einer Funktion f(x,y) Uber das Dreieck G mit Ecken
P; = (0,0), P, = (2,0), P; = (0,5). Bestimmen der Integrationsgrenzen in beiden Integrationsreihenfolgen:
Punkte bspw. in einem Koordinatensystem eintragen und die Funktion der Graphen bestimmen:

5
. « . 2 5-2
Innere Integration nach y, dussere Integration nach x: fxzo (fy:gx f(x, y)dy) dx

. " . 5 2-2
Innere Integration nach x, dussere Integration nach y: fy:o (fxzosy f(x, y)dx) dy

Berechnen der Integrationsgrenzen des Doppelintegrals ff f(x,y) dA einer Funktion 1 y
f(x,y) Uber das Dreieck G mit Ecken P; = (0,0), P, = (3, 0) P; = (3,5). 4+
Innere Integration nach y, dussere Integration nach x: f f(x y)dy dx 27
: . X
Innere Integration nach x, dussere Integration nach y: fy:O fngyf(x, y)dx dy 2 - 2 4 6
5 e

Berechnen des Doppelintegrals ffG x2 dA einer Funktion f(x,y) tber das Dreieck G mit Ecken
P]_ - (O, _2), Pz - (1,0), P3 == (0,1).
Das gegebene Dreieck liegt zwischen den Geraden y = —2 + 2x (unten) und y = 1 — x (oben), und zwar
zwischen den x -Werten x; = 0 und X, = 1. Also ist das gesuchte Integral
2 _ 1 1-x 2

ffG x?dA = fx=0 (fy=_2+2xx dy) dx

1- _
fy:fznxxzdy = yx?|15%,,, = (1 —x)x? — (=2 + 2x)x? = (2% — x3) — (—2x2 + 2x3) = 3x? — 3x3

1 2 3VJy — 3 3411 _1_3N_o=1
Jomo(83x% = 3x%)dx = x J¥o=01-)-0=1

Berechnung bei Gebiet zwischen Funktionskurven

e Wenn die umgekehrte Integrationsreihenfolge gewiinscht wird, miissen die Grenzen gedndert werden.
e Ausseren Grenzen sind immer konstant, die inneren Grenzen diirfen von dusseren Variable abhingen.
Gebiet zwischen zwei Funktionskurveny = g(x) undy = h(x): G = {(x,y)[a <x < b,g(x) <y < h(x)}

[l; feoy)da =[] ([ f G y)dy) dx
Berechnen des Integrals: [f, ( dA G ={(x,Y)|1<x<y%1 <y<2}

F )
e Get55)da = 0, (05 G+ 54 = L (I () ax)ay

;1(x 24y )dx—2x2+xy 2|1 —2y+y2—(2+y )=2y+y5—2—y_5

I 1(2y+yz—2 v )dy Y2+ y2—2y 221} = 2.03
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Berechnen des Integrals: [, (x*y*)dA G = {(x,»)|0 < x < 1,Vx <y<1}
Il x?y*)dA = fxl=0 (f1 f(x2y3)dy) dx

1 1 1 1 1 1 1
Jye g2y dy = 32yt z = Jx% 1% = ( 2(WVx) ) =1x2 = (22 %) =22 - 1yt
fxl=0(lx2—1x )dx—ix3——x5|o ————(O)—

4 4 12 20 12
Oder in umgekehrter Reihenfolge (zuerst nach x, dann nach y)

Wichtig = die Grenzen missen mit transformiert werden und die untere Grenze wird zur oberen und umge-
kehrt:y =vx y%2 =x

1 y? 1 2 1 1
fymo (122 (x2y3)dx) dy =Gy dx = 3x YR g = 2Py 0= 5y°

T (1,9 _ 1 o101 _1q10_n_1 . . . . _
fy=0 (3y )dy = 3Oy log = 20 1 0= 20 Beide Resultate sind wiederum die gleichen!

Berechnen fiir die Funktion z = x2y das Doppelintegral iber dem Bereich A in der neben-
stehenden Skizze, der durch Kreis- und Parabelbogen und durch eine Gerade begrenzt wird.
Der x-Integrationsbereich ist 0 < x < 2.
Der y-Integrationsbereich ist g(x) <y < h(x), wobei h(x) der Parabelbogen y = 2+/x ist
und g(x) die obere Hélfte des Kreisbogens (x — 1)? + y2 = 1, nach y aufgelést

= v2x — x2. Das gesuchte Integral ist also

ff (x2y)dA = fx O(Iy_m(x y)dy) dx
[ i () dy = xR = 127 (245%) —(1 2. (2x — x? )) = 2% - (x* = 2x*)

1
=x%+-x*

[z (x3+1x )dx——x +—x5|2 =—24 L5 _p=0432_3_7-
x=0 2 25 10 4 10 5

Berechnen des Integrals: ffG (3x%y)dA wobei G das Trapez mit den Eckpunkten

P, = (1,0), P, = (5,0), P; = (5,5), P, = (1,1). (Skizze hilft!)

Das gegebene Trapez liegt zwischen den Geraden y = 0 (unten) und y = x (oben), und zwar zwischen den x-
Werten x; = 1und x, = 5. Also ist das gesuchte Integral [f, (3x2%y)dA fx5=1 (f;=0(3x2y)dy) dx

f (3xy)dy——xy|x= 2x2—0=§x4

5 3 5 3 3 .5 _
[ 1( Hdx = Zx5); = 255 - 215 = 9372

Berechnen des Doppelmtegrals der Funktion f(x,y) = xy tber den skizzierten
Bereich B:
+2
fly s S, (52 a6oay) dx
fx+jz(Xy)dy =Xy Ix+2 x(x +2)% — —xx2 = %X(xz +ax+4)— %xS

— _15
—zx + 2x2 +2x 2x

2" N 1 1 2 1
[ (Ex3+2x2+2x—5x5)dx=§x4+§x3+x2—ﬁx6|31=—

x=—1

Berechnen des Doppelintegrals I = fx3=0 (f;;oxzy dy) dx

X 2 _ 1 _ 4 3 1 4 5 243
“fyzoxydy—zxy |x_ -0 fx:O(z )dx_w 3 =" 10

Anderung der Integratlonsrelhenfolge: Integrationsbereich ist ein Dreieck mit Eckpunkten A = (0,0),
= (3 0) und C = (3,3). In der umgekehrten Reihenfolge lautet das Integral:

I—f (fx X ydx)dy

S

(il

Quadrat K mit Eckpunkten 4 = (1,0), B = (0,1), C = (=1,0) und D = (0, -1). [f, (x* + y*)d4
Da Symmetrie von Integrationsgebiet und Integrand, Integration liber Dreieck (U-A-B) C

1 1- 1— =Ry A
I, G2+ y»da=4- [ (@2 +yDdy)dx [ x> +y?dy = )

1 — 4 1 1 4 1
Wy +cyF ==t —x v 4 [l (<3422 —x+3)de =4
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YA i
y=x?

Berechnen des Doppelintegrals ffR f(x,y)dA einer Funktion f(x,y) Uber das abgebildete
Gebiet R. Bestimmen der Integrationsgrenzen in beiden moglichen Integrationsreihenfolgen:

o (02 L f ) dy) dx Lo (0% £ y) dx) dy »
Dreifachintegral

Unter dem Dreifachintegral oder Volumenintegral der Funktion f(x,y, z) (iber dem Gebiet G € R3 versteht
man den Grenzwert [ff. f(x,y,2)dV = rlll_rgo Yh=1f (i Vi 2i) - AVie. [ff, f(x,,2)dV ist das 4-dimensi-
onale Volumen «unter» dem Graphen von f(x,y, z) «tber» dem 3-dimensionalen Gebiet G. Es gelten die-

selben Regeln wie beim Doppelintegral.  [ff. f(x,y,2)dV = fxb . ffzéx(x) fhzf(lx(?y)f(x, y,z)dz dy dx
1 1

<
[
>

xY

Bei einem Dreifachintegral ff fcd feff(x, y,z)dz dy dx gilt folgendes:
e Die x-Grenzen a und b diirfen von keiner der 3 Variablen abhangen.
e Die y-Grenzen c und d dirfen von x abhangen.
e Die z-Grenzen e und f diirfen von x und y abhdngen.

Berechnen des Integrals [[f. (x —y) -z dzdy dxfirG ={(x,y,2)[1<x<2,0<y<x0<z<x+y}
2 X x+y
Jeei S o Jmo (22 = yz) dz dy dx
2—§y2|
3 _

_1 2 2y 1.3 1 _1 _ _1 1 1 1 2 1.3
y(x +2xy+y)— x3 + x? y+2xy 2yx xy? 2y —zx +2xy ny Sy

x+y

fzx;y(xz —yz)dz = Exz —x(x +y)? — —y(x +y)? = —x(x + 2xy +y?)

f;_o Sx3 42 Sxty - —xy - —y3) dy = lx3y + %xzy2 - %xy3 - %y4|f§ = %x3x + %xzx2 - %xx3 -
%x“ = %x‘* + %x‘* — %x“ — %x‘* = %x‘*

fx 1(11 ") dx = f:sxsll " 120 x°|f = 11210 2 _%15 izl = 2.84167

Berechnen des Volumens des folgenden Tetraeders: 6

Nehmen x, y und z als dussere, mittlere und innere Integrationsvariable. /\

Der x-Integrationsbereich ist damit 0 < x < 1; / B
Der y-Integrationsbereich ist 0 <y < 1 — x; die obere y-Grenze ist also die Gerade, ,4///4 B
die die beiden in der xy-Ebene liegenden Ecken miteinander verbindet. 5=

Die z-Integration verlauft von der xy-Ebene (d.h. z = 0) bis zur Ebene, die die drei Ecken A, B, und C miteinan-
der verbindet. Diese Ebene hat die Gleichung x + y + z = 1, also nach z aufgeléstz =1 —x —y.

V=, 1av = [ [ [ 1dzdy dx

lez_ox Mdz=z|p "7 =1-x-y—-0=1-x—y
1- 1 51— 1
fyg=x=y dy=y—xy—>y* i7" =(1-0)-x(1-0)—;(1-x)?*=
— 1 — 2_1,2 _1_1..2_ 1
=1l-x—x+x SXxTtx 2—2x X+

1 3 1 101,11

fxl=0; 2—x+—)dx——x x2+5x|6=g—5+5=g
Die Ebene x + y + z = 6 bildet mit den drei Koordinatenebenen eine gleichseitige Pyra-
mide. Bestimmen des Volumens dieser Pyramide als Dreifachintegral:

Der gegebene Integrationsbereich lasst sich durch

0<x<6, 0<y<6—x 0<z<6—x—Yy beschreiben.

1av =[5 [0 [T 1dz dy dx
H x=0 y
fzez_ox yldz—z|6 X y—6—x—y
fy:;c(6—x—y)dy=6y—xy—%y2|8‘x=6(6—x)—x(6—x)—%(6—x)2=36—6x—6x+x2—
%(x2—12x+36)=36—12x+x2—%x2+6x—18=%x2—6x+18

[0 (Gx? —6x+18) dx =zx3 —3x? + 18x(§ =363 —3-6? + 186 — 0 = 36
x=0 2 6 0 6
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Berechnen des Integrals V = fff (x+y+z+1)3 ———dV, wenn H der Bereich ist, der |

durch die Punkte (0, 0, 0), (3, 0, 0), (3, 2, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 3) und (0, 2, 3)
begrenzt wird (siehe Skizze). :
Der gegebene Integrationsbereich lasst sich durch

-

OSXS3 0<y<2 0<z<3—x beschreiben. Wi
- — :/'; ";‘
.HIH (x+y+z+1)3 fx Ofy Of =0 (x+y+z_+1)3 dz dy dx
3 1 ) ) i
fzzox(x+y+z+1)3 dZ=—E(x+y+z+1) 257 =—E(X+y+(3—x)+1) 2——E(x+y+1) 2 =
1

2(y+4)%2  2(x+y+1)2

2 1 1 _ )T Gyt 5 2447 (k247 (0+4)*
fy 0(_ 2(y+4)2 2(x+y+1)2) T 2= 2:(-1) lo = 2 2 _( 2
(x+0+1)_1) _ 1 1 (1 1 ) 1 1 1

2

12 2x+6 \8 2x+2 2x+6 + 2x+2 24
fx3=0 (_ 2x1+6 + ﬁ - i) dx = %fx3=0( x+3 m - _) dx = (—ln(lx +3D +In(lx + 1) - %x) o
2(-In@+3)+In @ +1) - ) = 2(=In(3) + In(1)) = —0.3277 — —0.5493 = 0.22157

Beschreibung des abgebildeten raumlichen Bereichs durch Ungleichungenin x, y und z.

Die Variable z soll konstante Grenzen haben, und die Grenzen von x sollen nur von z
abhangen: - Tipp: gesuchte Achse als y Achse darstellen/hindrehen

0<z<7 0<x<5-2z 0<y<6-2x—2z

Die Variable z soll konstante Grenzen haben, und die Grenzen von y sollen nur von z

abhangen:

0<z<7 0<y<6-2z 0<x<5-2y-2z

Variablentransformationen

Anwendung auf Doppelintegrale

Bisher haben wir Mehrfachintegrale nur in kartesischen Koordinaten (d.h. x, y, z) berechnet. Bei vielen Ge-
bieten sind kartesische Koordinaten aber nicht geeignet zur Beschreibung (Kreise, Kugeln, Zylinder, Banane,
Doppel- und Dreifachbanane, etc.). Vorgehen sieht wie folgt aus:
o f(x,y)wm f(d)(u, ), Y(u, v)): Integrand in neuen Variablen ausdricken, d.h. x = ¢(u,v)
vy = Y (u, v) in den Integranden einsetzen.

° fG M»fé : Integrationsgebiet in neuen Variablen ausdriicken, d.h. ermitteln, welches die Grenzen des
gegebenen Gebiets in den neuen Variablen sind. Die Beschreibung des Gebiets in den neuen Variablen

(u, v) sollte einfacher sein als in den alten Variablen (x, y), sonst hat die Transformation keinen Sinn!
e Infinitesimales Flachenelement in neuen Variablen ausdriicken:

dx dy = |det(

Y }’v) du dv = |x,y, — VuXyldu dv

[, £Coyydxdy = [[; (6 ), P(u,v))ldet())] du dv, wobei ] =
Kreis
B = Kreisflache mit M = (¢, d) und Radius. Transformationsformel:

xy _(r-cos(¢p)+c\y 0<r<R
(y) - (r-sin(q)) + d)' 0<¢<2m

dxdy=r-drd¢

. o _ (% X¢\ _ (cos(¢p) —rsin(¢)

Jacobi-Matrix ] = (}’r 3’¢) B (sin(d)) r - cos(¢) )

Betrag der Determinante: |det (J)| = cos(¢) - r - cos(¢) — (—r - sin(¢) - sin(¢p))

xv . .
) Jacobi-Matrix
Vv

|det ()| = r(cos?(¢p) + sin?(p)) =71 (cos?(¢p) + sin?(¢)) = 1
Bestimmen der Integrationsgrenzen, wenn man die untere Halbebene {(x,y) € R?|y < 0} in Polarkoordi-
naten beschreiben mochte: 0<r<ow n<¢<2m

Bestimmen der Integrationsgrenzen, wenn man die rechte Halbebene {(x,y) € R?|x > 0} in Polarkoordi-
naten beschreiben mdchte: 0<r<ow —% <¢p< z
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Berechnung des Integrals ffG xy dA fiir den skizzierten Bereich A. y
Integrand in Polarkoordinaten: xy = r - cos(¢) - r - sin(¢p) = 2 - cos(¢) - sin(¢) L -
Gebiet in Polarkoordinaten: 0 < r < 2 0<¢< % a
[det ()| =r xy |det ()| ® .
T 2 . =
JI; xydA= fq;:o (fr=0(r2 - cos(¢) - sin(¢p)) - r dr) do 9=0

fr2=0(r3 - cos(¢) - sin(¢)) dr = %r‘* - cos(¢) - sin(¢) |3 = 4 - cos(¢) * sin(¢)
J5_o(4 - cos(9) sin(¢)) d¢ = 1
Berechnung des Integrals ffA (x + y) dA fir den skizzierten Bereich A.

/I, x+y)dA= ﬁnn (fr\/_io(r -sin(¢p) + r - cos(¢p)) - r dr) do
f ,(r2(sin(9) + cos(¢))) dr = 73 (sin(¢) + cos(qb))lf (sin(¢> + cos($))
f —(Sln(¢) + cos(¢)) do = —( cos(¢) + Sm(¢))l‘* =—

Berechnung JI; (x,¥) dA wobei das Gebiet G Kreisfliche ist: G = {(x, y)|x? + y* < R?}
2r (R 5
Il; fxy)dA= |, ¢’=’0 oy (Fr, ) - T drdg

Berechnen des Integrals [

Triey? dA, wobei der Kreisscheibe mit Radius R > 0 mit Zentrum im Ursprung,

d.h. das Integrationsgebiet G = {(x,y) € R?|0 < x? + y%2 < R?}:
x2+y2 = (r-cos(¢))? + (r-sin(¢p))? =12 cos?(¢p) + r? - sin?(¢p) = r2(cos?(¢) + sin?(¢)) = r?
flo somm 44 = [y (o (5 ) dr) do

[y (5=5) dr =2In(1+R?)

[l Gin(1+ RZ)) d¢ =m-In (1 +R?)

Berechnen des Integrals [, (3x + 4y) dA G={(,y))|y=0und1<x?+y% <4}
y = 0 - ist die obere Halbebene, da y zwingend positiv oder Null sein muss, daher0 < ¢ <
1 < x? + y? < 4 - Grenze zwischen 1 und V4, daher1 <r <2

Ursprungsfunktion transformieren: (3x + 4y) = 3r - cos(¢) + 4r - sin(¢)
JI; Br-cos(¢) + 4r - sin(¢)) - r drdep = f<;T=o (fr2=1((3r - cos(¢p) + 4r - sin(¢)) - r) dr) dp = %

Berechnen des Integrals ffG (xy) dA wobei das Gebiet ein Viertelkreis des Radius 1 ist, d.h. die Menge
G={(xy) ER}x*+y?<1, x>0, y>0}:
Ursprungsfunktion transformieren: xy = r - cos(¢) - r - sin(¢) = r2 - cos(¢) - sin(¢p)

If, Geyyda = [2_ (1 ((r? - cos(¢) - sin(@)) - 1) dr) dp = 3
Ellipse
B = Ellipse mit M = (¢, d) und Scheiteln bei (+a - R,0), (0, +b - R). Transformationsformel:
(x) =(a-r-cos(¢)+c) 0<r<R
y b r-sin(p)+d/) ' 0<¢ <2m
dxdy=a-b-r-drdgp
Formel Koordinaten Flachenschwerpunkt
Der Schwerpunkt S = (x,, V) eines Gebiets G € R? mit Flache A hat die Koordinaten

1 1
xS:foG x dA, )’s:ZﬂG ydA
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Kardioide Schwerpunkt

Die Kardioide ist die Flache, welche in Polarkoordinaten von der Kurve
r(¢) = 1+ cos(¢), 0 < ¢ < 2m, umschlossen wird.

Wir berechnen die Flache A sowie den Schwerpunkt S der Kardioide.

A=l 1aa= [ (L3571 dr)dg
f1+cos(¢>) 1-rdr = _(1 + cos(¢))2

r=0

[3Z o7 (1 + cos(¢))?dp = \

Fur den Schwerpunkt S = (xs, v, ) der Kardioide ist aus Symmetriegriinden klar,
dass y; = 0 gelten muss. Somit kdnnen wir die zweite Komponente x; berechnen:

= —ff xdA = an (f1+cos(¢) rcos(¢p)r dr) deo
f1+COS(¢) 2cos(¢p) dr = —cos(¢) (1 + cos(¢))?

r 0
2 1 3 271 57'[ _ E _ E
ol y5cos(®) (1+ cos(¢))3dgp = =2 s=(%,0)
Krels Schwerpunkt Y
Betrachten Halbkreisscheibe mit Zentrum im Ursprung und Radius R:
. . l | T X
Berechne den Schwerpunkt der Flache: - [f. v dA R
A=2-mR?
1 1 ,m (R . 1 R3 1 R3 4R
foG y dA = qub:ofr:o(r ' Sln(d))) ‘rdr d¢ = Z 2 ? = %-TL’-RZ -2 ? = § ~ 0.4244R

Dies bedeutet, bei bspw. R = 1 ist Schwerpunkt durch S = (0; 0.4244) gegeben.

Gegeben ist das Gebiet G:

Berechnen des Integrals [f. x*y dA 14 X=AtY
in beiden moglichen Integrationsreihenfolgen. \9.4) 1 BN
Berechnung innerer Integration nach y, aussere nach x:

1 x
s xzydA—fx o(fy oxzydy)dx+f 1(fy X ydy)d — X

. x? xz(x—l)) ! (7 15) 67
_x02d+f ( 2 dx—10+3 8/ 120
Berechnung innerer Integration nach x, aussere nach y:

ff, xyda =1, (S x2y dx)dy = [ (M—y—“)d _ 5
y y=0 Y Y= ly=o 3 3 )% = 1%

Das ebene Gebiet G wird begrenzt durch die Kurveny = x,xy =1,y =2 ‘ R
Selbstandiges skizzieren des Gebiets G:

Berechnung des Flacheninhalts [f. dA:

f (fy11dx>dy f 1(y——)dy—-—ln(Z) “1 “

Alternativ dazu:

fxl=_(f 11dx>dy+f (fy xldx)dy=§—ln(2)

2
Berechnen von ffG % dA (Gleiche Grenzen der entsprechenden Integrals, aber anderer Integrand)

2 y y? 2 9
Jyes (fx%x—z dx) dy=[_,(-y+y)dy =1
Berechnen Sie den Flacheninhalt A.

[f, dA = f¢ OO g dp =+ 2

r=2(cos ¢ +sinp)
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Anwendung auf Dreifachintegrale

Berechnung von Dreifachintegralen in neuen Koordinaten (u, v, w), die durch

x = ¢.(u,v,w), y = ¢y (u,v,w), z=¢3(u,v,w) gegeben sind:

I, fy,2)dxdydz = [[f; f(p1(w,v,w),d2(u,v,w), d3(w,v,w)) |det ())|du dv dw
xu x‘V xW

wobei ] = (yu Y yw> die Jacobi-Matrix der Transformation (u, v,w) = (x,y, z) ist, und G das zu G ent-
Zu ZU ZW

sprechende Gebiet im uvw-Raum, G = (¢1, ¢, d3)~1(G)

xu x‘V

dx dy = |det (yu yv)
Jl; fOoy)dxdy = [, f(pw,v), ¥(u,v))ldet())| du dv, wobei ] = (;Z ;:) Jacobi-Matrix
Zylinder
B = Zylinder (Volumen) Transformationsformel:

X r-cos(p)\ 0<r<R Xr X¢ Xz cos(¢p) —rsin(¢p) 0
<)’> = (r - sin(¢>)>, 0<¢p<2m J= <yr Yo yZ> = (sin(d)) rcos(¢) O) det(J) =

z z 0<z<h Zr Z¢ 7z 0 0 1
dxdydz=r-drd¢dz
Berechnung Schwerpunkt Volumen

Sei K ein Korper im Raum mit Volumen V. Der geometrische Schwerpunkt bzw. Volumenschwerpunkt
S = (x5, Vs, Zs) von K hat die Koordinaten

1 1 1
Siffoxav,  y=iff ydv,  z=1ff zav

Beispiel: Der Kérper B sei begrenzt vom Paraboloid z = 9 — x? — y2 und von der Ebene z = 0. j‘\
Wir berechnen das Volumen V und den Schwerpunkt S = (0, 0, z) des Paraboloids. S

v=[f, 1dv, zo =1 [ff, zdv

Die Integrationsgrenzen in Zylinderkoordinaten sind:

9—x?2—y?=9—(r- cos(qb))2 —(r- sm(¢))2 =9 —1r?2-cos?(¢p) —r?-sin’(¢) *

du dv = |x,y, — VX, |du dv

=9 —r? oder direkt: x? + y? = r? 9 —r?
0<¢<2nm, 0<r<3, 0<z<9-—1?
Volumen:

2 3 9-r?
v=[ll; 1av =" [ f,—g 1-7dzdrde
2
f: Or rdz = rzlg_r2 =r(9—-1r%)=9r —13
1
J2o0r =13y dr =2r o= o=
2 () dp =S gl =S = v
Wenn man die Reihenfolge der r- und z-Integration umkehrt, dndern sich auch die Integrationsgrenzen: Die

Integrationsgrenzen sind in diesem Fall 0 < ¢ < 2m, 0<z<09, 0<r<v9-z
Schwerpunkt:

2
zs = ﬁfffa z-rdzdrdp = %f;:o fr3=0 f29=0r zr dz dr d¢
P o = = 0o
frgzo (E (9 —1r3)?*r )dT = 243

2 21 243 _ 43 2 _ 243 _
a1 Jpmoz A= E(Td’lon) m<—( ﬂ)) > 5=(0, 0, 3)
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Kugel
B = Kugel (Volumen). Transformationsformel:

X r-cos(@)-cos(p)\ 0<r<R
<y> =| r-cos(f)-sin(¢p) |,0< ¢ <2m

z r - sin(0) 0<9<m

cos(@) - cos(¢p) —rsin(0)-cos(¢p) —rcos(6) -sin(¢p)
J =1 cos(0) -sin(¢p) —rsin(B)-sin(¢p) 1 cos(B) - cos(¢p)
sin(@) rcos(6) 0
det(J) = —r%cos(0), |det(])| = r*cos(0)
dx dy dz = r? - cos(8) dr df d¢

Beispiel: Bestatigen der bekannten Volumenformel V = %n - R3 des Volumens einer Kugel vom Radius R. Die

Integrationsgrenzen sind somit: 0<r<R, 0<¢ <2m, —% <6< g

R 2 z
V=[ff, 1dv=[_, f¢:0 f92=_§1 -1r2cos(0) dO d¢p dr

f(f_ <12c0s(0) d = r2sin(0)|r =121 — 12+ (1) = 2r2
=-Z z
f;:o(zrz) d(I) = 2r2¢|(2)7'[ = 4r2g

R 2 _4 3R _%*_pn3
Jo_(4mr?) dr = Srllo = ;7R

Da die Integrationsgrenzen hier alle konstant sind, kann man die Integrationsreihenfolge beliebig andern.

Kugeloktanten vom Radius R = 1, d.h. die Menge B= {(x,y,2z) € R®|x2 + y? +2z2 <1, x,y,z> 0}

e

Berechnen des Integrals: [f[, x dx dy dz

Integrationsgrenzen sind somit: 0<r<i, 0<¢p< g, 0<6< g
, Iz
JIf; xdxdydz= [ _, f¢3=0 Jg—o@ - cos(8) - cos(9)) - r*cos () d6 d¢ dr = %
Wir lassen die Kurve z = x3 bis zur Hohe 125 um die z-Achse rotieren, siehe untenste- + 4

hende Abbildung, und betrachten den zugehdrigen Rotationskorper. ¢ s o)
Driicken Sie das Volumen V des Rotationskorpers durch ein Dreifachintegral aus. Dabei ‘

sollen fiir alle drei Variablen die Integrationsgrenzen explizit angegeben werden (das In- ; 7 g

tegral muss nicht berechnet werden). & "
2m (5 (125 2w (125 3z

V= f¢=0 S o), o ardzdrdg OderV = f¢=0 S, oo Jlor drdzde

Ein bezlglich der z-Achse rotationssymmetrischer Kérper wird durch die Flachen z = 3 und z = 4 — r2 be-
grenzt (r =/x%+ yz). Berechnen Sie das Volumen des Korpers. 4

Rechnen in Zylinderkoordinaten:

2 1 4-7? =2
V= -UIK 1dV = f(l):o fr:() J‘Z:; 1-rdzdr d¢ — g y
2 4 a-z :
Oderv = ;7 [ [\ 71 7 drdzdg |

Berechnen des Integrals: fff, (x* +y?) dV, wobei K die obere Halbkugel mit Mittelpunkt im Ursprung und
Radius 1 ist, d.h. die Menge K = {(x,y,2) € R3|x®? + y? +2z2 <1, z=>0}
x2 +y? =1r?-cos?(0)

ﬂfH (x> +y*)dv = f;:o f;io frlzo(rz - c0s?(0)) *r%cos(0) dr d6 d¢p = i—:

cos?(¢) + sin?(¢p) = 1
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Differentialgleichungen: Repetition
Differentialgleichungen haben Funktion als Losung!
y =2y +x? & fl(x) =2 f(x) + x?

. . d
Differentialoperator: —
dx

flx) =x3—4x =3
fl(x)=3x%-4 @;—xf(x)=x3—4x=f’(x)

' d . ' d d " d\? d?
f(x) = 6x ST =6x=f"(x) S—f)=["0)=(%) fG)=15f()
Losen einer einfachen Differentialgleichung

d

y’=y2-x(:—Zzyz-x(:>dy=y2-x-dx@%dy=x-dx®f}%dy=fxdx

d
o -y lt+g =%x2+cz (:>—§=%x2+c<:>—1= (%x2+c)y(:>—m=
Beispiele fiir lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung: 2
y' = —sin(x) -y + x3e0s™) y' =5y + x? y' = %y — x%cos (x)
y’=xe‘x2—xy y'=3-2y
Homogene Lésung (Trennung der Variablen)
y =fx)-y+gx) g(x) = Stérfunktion
Y=Ynt+Y¥p ¥, = homogene Lésung ¥p = partikuldre Losung
yp=c-e/f@dx e R yp=yh-f%dx,ceﬂk
y' = cos(x) y+x3eSn) y, = . elcos@dx — . psin®) - e R
Yy = €+ SN0 . ft:ﬁ dx = €SN . [ x3dy = esinGo) _%x4 y = c-esinG 4 ixztesin(x)
Beispiel:y’=27y+t3,t¢0 y’=%-y+t3
y,=c-el /0t e R yp=yh-f%?dt,c€]R
yh=c-ef%dt,c€]R yp=yh-f;—Zdt,c€R
yh=c" T = . oS _ oL p2In(ie) — . oIn(t?) — .42 Logarithmus-Gesetz ~ yp, = c - t2
Yy =yh-f;—jldt=c-t2-f%dt=t2-f§dt=t2-ftdt=t2-%tz =t yp =5 tt

yO =yp+y ©y®) =c 2 +3t4 ceR

Anfangswertproblem: y(1) = % Fur jedes vorkommende t eine 1 einsetzen und fur y(t) = %somit:
§= c-1? +%14 (:§= c +%<:> 1=c Nun das Erhaltene ¢ = 1in y(t) = c - t2 +%t4 einsetzen:
y(®) =2 + ¢t
Beispiel: y'(x) — — - y(x) =x — 1 oy =1 ytx—1
fL dx x—1
yp=c-e’x1% ceR yp=yh-fy—dx,cE]R
h

1
yp=c-elmi® =c.gpl-1D=c.(x —1), ceR
x-1

yp=yh-fxy—_hldx=c-(x—1)-fc'(x_1)dx=(x—l)-fldx=(x—1)-x
yx)=c-(x—-1)+(x—-1)'x, ceR

Bestimmen der Losung des Anfangswertproblems: 5y’ — 5y = 0 y(0)=1

y'=1-y yp=c-el1® =c.eX ceR y(x)=c-e*

1=c-e?e1=1c y=1-e*=¢*

Bestimmen der Lésung des Anfangswertproblems: y’ + 5y = e** y(0)=0 y'=—=5-y+4e*

_ _ _ e4x edx _ etx

yy=c-el 5 =c.e75 c e R yp=c-e 5x-fc_e_5xdx=?,cE]R y(x)=c-e 5"+T
—ce5 04 1 e e

O=c-e t5 S 5= 1c y= 5 5
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Losungsmethode fur inhomogene lineare DGL 1. Ordnung
Nun haben wir es mit Storfunktionen Stortunktion’2 () Lasungsansatz y(x)
g(x) # 0 zu tun! Dafur gibt es je nach vor-

N . . 1. Konstante Funktion Konstante Funktion y, = ¢
handener Storfunktion g(x) einen ent- : : : :
. . 2. Lineare Funktion Lineare Funktion y, = cjx + ¢

sprechenden Lésungsansatz Yp (X) gemass

. ! . 3. Quadratische Funktion Quadratische Funktion
der rechten Tabelle! Die partikuldare oder .

. . . . Yp = €2x° c1x + ¢
spezielle Losung folgt dieser Notationen
4. Polynomfunktion vom Grade n Polynomfunktion vom Grade n

Vp(x) = ys(x)

Yp=Cux" + ...+ c1x+co

DGL hat Formy’ + ay = g(x) 5.8(x) = A - sin (0x) yp = Cy - sin (wx) + C; - cos (wx)
6. g(x) = B - cos (wx) } oder
Man beachte, dass in denjenigen Fallen, 7. g(x) = A - sin (wx) + B - cos (wx) yp = C - sin(wx + @)

wo die Storfunktion eine Losung der ho-
mogenen DGL ist, der entsprechende An-
satz noch mit x multiplizieren muss! €0y €1y -+ €3 C, C1, Co:, Stellparameter*

C.eb* N b # —a
fiir

Cx-eh b=—a

8. g(x) = A - el Y = {

1. Konstante Funktion
Es sei folgende Funktion gegeben:y' =y — 7 - die Storfunktion g(x) ist somit konstanter Natur
Der homogene Teil folgt der bereits bekannten Logik und dabei wird die Stérfunktion g(x) ignoriert.
y—y=7 2 y=K-e”
Fur die Storfunktion respektive die spezielle Lésung y,,(x) = ys(x) wird nun der Lésungsansatz gemass Ta-

belle Gbernommen: y, = ¢, und davon bildet man die erste Ableitung: y, = 0
Die beiden Funktionen setzt man nun in die Ursprungsfunktiony’ = y + g(x) ein hier ist es die Gleichung
y=y—-70=c—-77=c, eingesetzt in den Losungsansatz gibt es

Yp =C < Yp = 7
Die Allgemeine Losung: y =y, + y, istdamity = K-e* + 7

2. Lineare Funktion
Es sei folgende Funktion gegeben: y' = —y + x + 1 mit den Anfangsbedingungen
y(0) =3, y(0) =0, y(0) = -2 die Storfunktion g(x) ist somit linearer Natur
Der homogene Teil folgt der bereits bekannten Logik und dabei wird die Stérfunktion g(x) ignoriert.
y+y=x+1 >y, =K-e™
Fur die Stérfunktion respektive die spezielle Losung y, (x) = ys(x) wird nun der Lésungsansatz gemass Ta-
belle Gbernommen: v, = ¢;x + ¢ und davon bildet man die erste Ableitung: y, = ¢;
Die beiden Funktionen setzt man nun in die Ursprungsfunktiony’ = y + g(x) ein hier ist es die Gleichung

y=-y+x+1ec;=—(x+c)+x+1 Nun gilt es die Terme nach Zahl, x, x2, ... zu sortieren
a=—Cx—c+x+1e(0)x+ =(—c+1)-x+
nun kénnen die Werte links und rechts von der Gleichung anhand des Grades von x (x°, x, x?, ...) verglichen

|0=—c1+1|

werden (Koeffizientenvergleich) und ein GS aufgestellt werden: gibtcy =1, ¢ =0

eingesetzt in den Losungsansatz gibtesy, =cix+cp & ¥, =1x+0-cp © y, =x

Die Allgemeine Losung: y = y, + y, istdamity = K-e™ + x

Anfangswertprobleme kénnen nun geldst werden. Der Wert der Anfangsbedingung steht fur K:

y(0) =3 2>y =3e*+x, y(0)=0 2>y =x, y0)=-2 2y=—-2e" +x
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3. Quadratische Funktion
Es sei folgende Funktion gegeben:y’ + 7y = x? — 2x + 3
-> die Storfunktion g(x) ist somit quadratischer Natur
Der homogene Teil folgt der bereits bekannten Logik und dabei wird die Storfunktion g(x) ignoriert.
y' + 7y =x*—2x+3 > y,=K-e ¥
Fur die Stérfunktion respektive die spezielle Losung y, (x) = ys(x) wird nun der Lésungsansatz gemass Ta-

belle Gbernommen: y, = c,x% + ¢c1x + ¢ und davon bildet man die erste Ableitung: y, = 2c,x + ¢4
Die beiden Funktionen setzt man nun in die Ursprungsfunktiony’ = y + g(x) ein hier ist es die Gleichung
v ==7y+x2—2x+3 & 2c,x+ ¢; = —7(cx% + c1x + ¢p) + X% — 2x+ 3
Nun gilt es die Terme nach Zahl, x, x?, ... zu sortieren
20,x+ ¢y = —7c,x%> —7c;x —Tcp+ x> —2x+ 3 ©
(0)-x%+ (2¢,) "x+ =(-7c,+1) x2+(=7¢c; —2) x+ (=7¢cy + 3
nun kdnnen die Werte links und rechts von der Gleichung anhand des Grades von x (x°, x1, x?, ...) verglichen
0=—-7c, +1
werden und ein Gleichungssystem aufgestellt werden: |2¢, = —7¢; — 2| gibt ¢, = %, € = —g, Co = %
eingesetzt in den Losungsansatz gibt es y,, = x2+cx+cy e Yp = lx2 — Ex + 108
7 49 343
Die Allgemeine Lésung: y = y, + y, istdamity = K - e 7% + %xz - g %

4. Polynomfunktion vom Grade n
Gleiche Vorgehensweise wie bei Quadratischer Funktion.

5. Sinus
6. Cosinus
7. Sinus + Cosinus

8. Euler
Es sei folgende Funktion gegeben: y’ — 4y = e?* = die Stérfunktion g(x) ist somit eulerscher Natur
Der homogene Teil folgt der bereits bekannten Logik und dabei wird die Stérfunktion g(x) ignoriert.
y' — 4y = ¥ >y, =K-e*
Fur die Stérfunktion respektive die spezielle Losung ¥, (x) = ys(x) wird nun der Lésungsansatz gemass Ta-
C-eb* b+ —-a
Cx-eb* p=—a
Es ist darauf zu achten, dass die Storfunktion nicht eine Losung des homogenen DGL ist! Sonst miisse noch
mit x multipliziert werden!
Die beiden Funktionen setzt man nun in die Ursprungsfunktiony’ = y + g(x) ein hier ist es die Gleichung

belle ibernommen: y, = { somity, = a- e?* und bildet erste Ableitung: Yp =2a- e

y =4y+e* o 2a-e?* =4-q-e?’ + e Nun gilt es die Terme nach Zahl, x, x?, ... zu sortieren
1
206 =4-a- et o 20=4atle2a=-1oa=—:
. . 3 . 1
eingesetzt in den Losungsansatz gibt es y, = a - e** = - e?*

Die Allgemeine Lésung: y = yp, + yp, istdamity = K - et* — % e**

Spezialfall Euler - Storfunktion ist eine Lsung des homogenen DGL!

Es sei folgende Funktion gegeben: y' — y = e* > die Storfunktion g(x) ist somit eulerscher Natur

Der homogene Teil folgt der bereits bekannten Logik und dabei wird die Stérfunktion g(x) ignoriert.

y' —y=e* 2 y=K-e”

Fur die Stérfunktion respektive die spezielle Losung y, (x) = ys(x) wird nun der Lésungsansatz gemass Ta-
C-eb* b+ —-a
Cx-eb* p=—
Yp = (ax + a)-e*  Storfunktion ist eine Losung des homogenen DGL! Deshalb mit x multiplizieren!
Die beiden Funktionen setzt man nun in die Ursprungsfunktion y’ = y + g(x) ein hier ist es die Gleichung
y=y+eXo (ax+a)-e* =a-x-e* + e Nungilt es die Terme nach Zahl, x, x2, ... zu sortieren
(ax+a)-e¥2=a-x- ¥+ axta=ax+1ea=1

eingesetzt in den Lésungsansatz gibtesy, = 1-x-e* = x-e*

Die Allgemeine Losung:y = y,, + ¥, istdamity = K- e* + x - e*

belle ibernommen: y, = { somit y, = a - x - e* und bildet erste Ableitung:

22.01.2023 Seite 43 von 62



Denis Bischof AN1/AN2/AN3 WI21tb = WI21ta

Spezialfalle der ersten Ordnung:
y' = g(x) = kein y vorhanden, lasst sich durch das Integrieren von g(x) I6sen

. . , .. , ,  5x? ,  5x2
Beispiel: 3y’ =5x Losung: 3y’ =5x © y' = -5t Cey = -t C
Bestimmen der Losung des Anfangswertproblems: 3y’ — 4x = 0, y(0) =2
3y —ax =0y =X o 2L

— = f—1 = —& = —

. . 2x2
Allgemeine Lésung y = = +C
Anfangswertproblem: Fir jedes vorhandene x hier eine Null einsetzen und y’ = 2 setzen. Die konstante
reelle Zahl C muss dafir sorgen, dass die Gleichung aufgeht!

oy 2x? 2-0%
Somit y =T+C®2=T+C®2=O+C@2=C

2
Eingesetzt in die Allgemeine Losung ergibt sich: y’ = 2% +2
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DGL zweiter Ordnung — Das macht die Kuh dann auch nicht fett!

Zur Erinnerung:

Homogene DGL: y™ +a, ;- y® D4 .qq -y +a,-y=0 ohne Storfunktion
Inhomogene DGL: y™ +a,_; - y® D4 .da, -y +ay-y=g(x) mit Storfunktion g(x)
Satz:

e Sind y; und y, Losungen der DGL und sind C;,C;, € R, soist C;y; + C,Yy, auch eine Lésung der DGL.
e Esgibt genau n linear unabhangige reelle Losungen der DGL. n = héchste vorkommende Ableitung

Losungsmethode fur homogene lineare DGL 2. Ordnung
y'+a; y +agy=0
P(A)=/12+a1/1 +a0-1
Wir missen die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P(A) finden! Fallunterscheidung:
e JAist eine einfache reelle Nullstelle von P(1)
e Jist eine doppelte reelle Nullstelle von P(A1)
e Aist eine einfache komplexe Nullstelle von P(1)

Mitternachtsformel zur Losung des charakteristischen Polynoms P(1): AP+a A1 +a,=0

A2 = %(—al + /a% - 4a0> Es kdnnen drei Félle auftreten (Betrachtung des Ausdrucks unter Wurzel!):
e a?—4ay,>0 - zwei reelle Nullstellen 4, # A,
e a?—4a,=0 -> eine doppelte reelle Nullstellen 4,
e a?—4a,<0 - zwei konjugierte komplexe Nullstellen 4, , = a +i-

Diese drei Falle werden nachfolgende separat behandelt!

Beispiel einfache reelle Nulistelle:
yll_4yl_5y=0
P(A)=2%2—-41 -5 =0
Nullstellen: 4, =5, 1, = —1
Allgemeine Lésung der DGL: y = C;e5% + C,e™*, (;,C, €R
Formel: y = C,e’* + C, e’2*

Bestimmen der allgemeinen Losungvon y” + 2y’ —3y =0
P(A)=22+21-3=0 Nullstellen: 1, =1, A, = -3
y= Clex+Cze_3x, Cl'CZ ER

Beispiel doppelte reelle Nullstellen:
y"'=0
PA)=2>=0
Nullstellen: 1; = 0, doppelt
Aligemeine LésungderDGL:y =e% ¥ =1, y=x-e"*=x 2 y=(C;-1+C,-x, C,C; €R
Formel: y=C,e’* + x-C,-e?*

Bestimmen der allgemeinen Lésungvony” +2y' +y =0
PA)=22+21+1=0 Nullstellen: ; = —1
y= Cle_x+C2xe_x, Cl'CZ eER

Bestimmen der allgemeinen Lésungvony'’ =0

P =22=0 Nullstellen: A, = 0

y=Ce’+Cyxe®°=C;-1+C,-x-1=C+Cyx, C;,C, ER

Diese DGL kann man auch durch «Raten» I6sen: Gefragt sind Funktionen mit der Eigenschaft, dass ihre zweite
Ableitung verschwindet, und demensprechend sind die Losungen gegeben durch Polynome erster Ordnung.

Widhlen Parameter k € R so, dass die Differentialgleichung y"' + 8y’ + ky = 0 eine Lésung der Form

y=x" etx - damit wir unten ein x kriegen, muss das Polynom eine doppelte reelle Nullstelle haben

1 =2(=a, +\/af —4a,), wobeiaf — 4a = 0> 1= (-8+ V87— 4k), 82 —4k =0 = k =16
A=%(—8i0)=—4
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Widhlen Parameter k € R so, dass die Differentialgleichung y"' + 5y’ + ky = 0 eine Lésung der Form
y = xex - damit wir unten ein x kriegen, muss das Polynom eine doppelte reelle Nullstelle haben
A=%(—a1i a? —4a0),wobeiaf—4a0 =0-> A=%(—Siv52 —4k), 52 -4k =0k =24—5
A1=2(-5+0)=-2
Beispiel einfache komplexe Nulistelle:
y'+4y'+20y =0
P(A)=2A%2+41 +20 =0
Nullstellen: 4y = =2 +4i, A, = -2 —4i
Allgemeine Lésung der DGL: y = C;e~%* - cos(4x) + C,e ™% - sin(4x), C1,C, ER
Formel: Nullstellensind 4, , = a + i- 8, Lésung y = C;e** - cos(Bx) + C,e** - sin(Bx), C1,C; ER
Bestimmen der allgemeinen Losungvon y” + 4y’ + 5y =0
P(A)=22+41+5=0 Nullstellen: 4, , = =2 i
y = Cie”%* - cos(x) + C,e~?* - sin(x), C1,C, €R
Bestimmen der allgemeinen Losungvon y”’ + 2y' + 5y =0
PA)=22+21+5=0 Nullstellen: A, , = —1 £ 2i
y = Cye " - cos(2x) + C,e ™ - sin(2x), C;,C, €R
Losungsmethode fur inhomogene lineare DGL 2. Ordnung
Nun haben wir es mit Storfunktionen g(x) # 0 zu tun!

. . . . . Fall Storfunktion g(z Losungsansatz y,
Dafiir gibt es je nach vorhandener Stérfunktion g(x) | orfuaktion 9(¢) i
. . o P,(z) falls b#0
einen entsprechenden Loésungsansatz y, (x) gemiss L , _

. i . R . 1 g(z) = Zu,.r' mit a; € R Ypi= xP,(z) falls a#0,0=0
der rechten Tabelle! Die partikuldre oder spezielle L6- =0 2P(z) falls a=b=0
sung folgt dieser Notationen y,,(x) = y,(x) ¢ keine Losung von X2+ ah +b=0

Yp = Ae” mit A€ R
" ! = - einfac Gsung von A2 4 a\ +b =
DGL hat Form y + ay + by = g(x) 9 o(z) = Be mit B,c€ R ¢ einfache Losung von A* +a\ +b =0
yp = Aze® mit A € R
g(x) = PTl (x) = ?’=0 aixl = Polynom n-ten Grades ¢ zweifache Losung von \? + a)\ +b =0
Yp = Az?e mit A€ R

if3 keine Losung von A\* +a\ +b =0

yp = Asin(Bz) + B cos(Bz)
oder y, = Csin(fBx + ¢)
P & ; i3 Losung von A% +a\ +b=0
3 gle)= Chanlpel +Chem0r) Yp = .r(;\ain( i) + I}('()‘\'(‘f.l'))
mit C1,Cy € R
oder y, = Casin(fzx + ¢)
mit A, B,C,3,p € R
Polynom als Storfunktion: Es sei folgende Funktion gegeben: y”’ + 9y = x?
Der homogene Teil folgt der bereits bekannten Logik und dabei wird die Stérfunktion g(x) ignoriert.

y'" + 9y =x2 > yp = C; - cos(3x) + C, - sin(3x)
Fur die Storfunktion respektive die spezielle Lésung y,,(x) = ys(x) wird nun der Lésungsansatz gemass Ta-
belle ibernommen. Achtung: Unterscheidung je nachdem ob a und/oder b gleich Null sind!
Yp = c,x% + ¢;x + ¢, und davon bildet man die erste Ableitung: Vp = 205X + ¢; und die zweite Ableitung
Die beiden Funktionen setzt man nun in die Ursprungsfunktion
+ 9y = x? ©ein

+9(cx? +cix +¢p) =x* & = —9c,x% — 9¢yx — 9¢ + x2
Nun gilt es die Terme nach Zahl, x, x?, ... zu sortieren
(0)-x%+(0) - x+ =(—9¢; + 1) - x% + (—=9¢;)  x + (—9¢,
nun kdnnen die Werte links und rechts von der Gleichung anhand des Grades von x (x°, x1, x?, ...) verglichen
0=-9c,+1
werden und ein Gleichungssystem aufgestellt werden: | 0 = —9¢; |[gibtc, = %, ¢, =0, ¢g= —é
eingesetzt in den Losungsansatz gibt es y,, = x2+cx+cy e Yp = %xz - %
Die Allgemeine Ldsung: y = yj, + y, istdamit y = C1 - cos(3x) + C; - sin(3x) + %xz - %
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Polynom als Stérfunktion: Es sei folgende Funktion gegeben: y"' +y’ — 2y = x? — 4x + 3
Der homogene Teil folgt der bereits bekannten Logik und dabei wird die Stérfunktion g(x) ignoriert.
y'+y —2y=x*—4x+3 Dy, =C-e*+Cyre %
Fur die Stérfunktion respektive die spezielle Losung ¥, (x) = ys(x) wird nun der Lésungsansatz gemass Ta-
belle Gbernommen: y, = cx% + ¢1x + ¢ und davon bildet man die erste Ableitung: v, = 2c,x + ¢4
und die zweite Ableitung Die beiden Funktionen setzt man nun in die Ursprungsfunktion
y'+y —2y=x?—4x +3 &ein
+1Q2cyx+¢1) — 2(cx* +cyx+¢cy) =x2 —4x+3 ©
=—2¢,x — ¢ + 20,62 4+ 2¢;x + 2¢o + X% —4x + 3
Nun gilt es die Terme nach Zahl, x, x2, ... zu sortieren

0)-x2+(0) - x+ =Qc,+ 1) x24+(—2c,+2c; —4) x+ (—c; + 2¢+ 3
nun kénnen die Werte links und rechts von der Gleichung anhand des Grades von x (x°, x1, x?, ...) verglichen
0=2c,+1
werden und ein GS aufgestellt werden: | 0 = —2¢, + 2¢; — 4| gibt ¢, = —%, 1= %, Co = —Z
eingesetzt in den Losungsansatz gibt es y,, = cx?+ex+cy e Yp = —%xz + %x —%
Die Allgemeine Lésung: y = yj, + ¥, istdamity = C; - e* + €, - e — %xz + %x —;
Polynom als Stérfunktion: Es sei folgende Funktion gegeben: y"' + 2y’ +y = x?
Der homogene Teil folgt der bereits bekannten Logik und dabei wird die Stérfunktion g(x) ignoriert.
y'+ 2y +y=x? > yp=C-e*+Crx-e*
Fur die Stérfunktion respektive die spezielle Losung y, (x) = ys(x) wird nun der Lésungsansatz gemass Ta-
belle Gbernommen: y, = cx% 4 ¢1x + ¢ und davon bildet man die erste Ableitung: v, = 2c,x + ¢4
und die zweite Ableitung Die beiden Funktionen setzt man nun in die Ursprungsfunktion
y'+2y +y=x*& = —2(2¢x + ¢1) + (—cx% — ¢;x — ¢) ein
= —4cy,x — 20 — X% — 0 x —Cp + X2 ©
(0)-x*+ (0)-x+ =(—c+ D) x%+ (—4c;— ) x+ (=2¢; — ¢
nun kdnnen die Werte links und rechts von der Gleichung anhand des Grades von x (x°, x1, x?, ...) verglichen
0=—c,+1

werden und ein GS aufgestellt werden: | 0 = —4¢, —¢; |gibtcy, =1, ¢ =—4, ¢, =6

eingesetzt in den Losungsansatz gibt es y,, = x2+cx+cy e Yp = x2—4x+6

Die Aligemeine Lésung: y = y, + y, istdamity = C;-e™* + C,-x-e " + x> —4x+6
Anfangswertproblem: y(0) =5, y'(0) = 4

Fir y(0) = 5 in der allgemeinen Lésungy = C1 - e * + C4 - x - €™* + x* — 4x + 6 Uberall fiir x = 0 einset-
zen: y(0)=C;-e®+C,-0:e°4+0%2—-4-0+6= 5 C;+6 =5 und erste Ableitung der allgemei-
nen Losung bilden: y' = C; - —e™* + C, - (1 —x) - e * + 2x — 4 somit
y'(0)=C--1+C,-(1-0)1—-4=4¢ —C,+ C, —4 = 4 daraus wird ein GS gebildet:

Ci+6=5
4G —4=4] O=7L G=T
Losung des Anfangswertproblem ist damit: y = —e™* + 7xe™* + x? —4x + 6
Stérfunktion = B - e* Es sei folgende Funktion gegeben: y"' + 9y = e™*
Der homogene Teil folgt der bereits bekannten Logik und dabei wird die Storfunktion g(x) ignoriert.
y'+9y=e7* > yp = C; - cos(3x) + C; - sin(3x)

Fur die Storfunktion respektive die spezielle Lésung y,,(x) = ys(x) wird nun der Lésungsansatz gemass Ta-
belle tlbernommen: Es muss nun betrachtet werden, ob cin g(x) = B - e“* keine, eine einfache oder dop-

pelte Losung ist: Oben haben wir gesehen, dass die Losung 4, , = +3i ist. Die Stoérfunktion hat c = —1, was
nicht die L6sung des homogenen Teils entspricht.

1. Ableitung von y,, = e *ist y, = —e™* und die 2. Ableitung y,’ = e™* eingesetzt in die Ursprungsglei-
chungy” + 9y = e *ergibtsich: Ae™* +94de * =e* ©A+9A=110A=1 A= %

o . .. 1 _
Somit ist die spezielle Losung: o€ x

Die Allgemeine Lésung: y = yj, + y, istdamit: y = C1 - cos(3x) + C; - sin(3x) + 1—10e‘x
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Aufgrund der Linearitdt einer DGL kénnen zwei Stérfunktionen mit gleicher homogener Funktion addiert
werden: Es sei folgende Funktion gegeben: y"' + 9y = x? + ¢~
Wir haben bereits beide Storfunktionen einzeln geldst. Somit kénnen wir die beiden partikularen Teile ad-

dieren und erhalten so direkt die Losung: y = €4 - cos(3x) + C, - sin(3x) + %xz — % + l—loe_x

Storfunktion = B - e“* Es sei folgende Funktion gegeben: y" +y' — 12y = e**
Der homogene Teil folgt der bereits bekannten Logik und dabei wird die Storfunktion g(x) ignoriert.
y'+y —12y =e** D>y =C e +Cpre ™™

Fur die Storfunktion respektive die spezielle Lésung y,,(x) = ys(x) wird nun der Lésungsansatz gemass Ta-
belle tlbernommen: Es muss nun betrachtet werden, ob cin g(x) = B - e“* keine, eine einfache oder dop-
pelte Losung ist: Oben haben wir gesehen, dass die Losung 4; = 3,4, = —4 ist. Die Storfunktion hat ¢ = 4,
was nicht die Losung des homogenen Teils entspricht.

1. Ableitung von y,, = e* st Vp = 4e** und die 2. Ableitung Vp = 16e** eingesetzt in die Ursprungsglei-
chungy” +vy' — 12y = e ergibtsich: 16 - A-e** +4-A-e** —12-A- e =" ©84=1 4 =%

e . .. 1
Somit ist die spezielle Losung: ge‘“‘

Die Allgemeine Lsung: y = yj, + y, istdamit: y = Cy - e3* + C, - e™** + %e“x

Stérfunktion = B - e* Es sei folgende Funktion gegeben: y'' + 7y = e 2%
Der homogene Teil folgt der bereits bekannten Logik und dabei wird die Stérfunktion g(x) ignoriert.
y' +7y=e"%* > yu = C; - cos(V7x) + C; - sin(v7x)

Fur die Stérfunktion respektive die spezielle Losung y, (x) = ys(x) wird nun der Lésungsansatz gemass Ta-
belle tbernommen: Es muss nun betrachtet werden, ob cin g(x) = B - e“* keine, eine einfache oder dop-
pelte Losung ist: Oben haben wir gesehen, dass die Losung 4, = ++/7i ist. Die Storfunktion hat ¢ = —2,
was nicht die Losung des homogenen Teils entspricht.

1. Ableitung von y,, = e **ist y), = —2e~** und die 2. Ableitung y,, = 4e~** eingesetzt in die Ursprungs-
gleichungy” + 7y = e ** ergibtsich: 4-A-e ™ + 0+ 7 - A-e ¥ = o 11A=1 A= L

11

e . . 1 _
Somit ist die spezielle Losung: 1€ 2x

Die Allgemeine Lésung: y = y, + y, istdamit: y = Cy - cos(\ﬁx) +Cy- sin(\/7x) + 1_118—2x

Wahlen einer Storfunktion, die keine Partikuldre Losung der Form der gewahlten Storfunktion hat
Wir missen eine Storfunktion wahlen, die selbst schon eine Losung der homogenen DGL ist:

Bsp.: g(x) = cos(\ﬁx) oder g(x) = sin(\ﬁx)

Spezielle DGL 2. Ordnung:

Bestimmung der inhomogenen DGL niedrigster Ordnung mit folgender allgemeinen Losung:
y(x)=Ci-e ™ +Cp-e® +x3+1

Zuerst Riickfihrung des homogenen Parts: y, = C; - e 2% + C, - e?*

Losungen missen somit sein: A; = =2, 4, =2

Charakterische Gleichung: (1 —2)(A +2) =12 -4 =0 somit homogene DGL: y, = y"' — 4y =0
Partikuldre Lésung ist: y, = x> +1  Ableitungen bilden: y, = 3x2, y,' = 6x

Einsetzen in homogene DGL: y,, = y" — 4y yp=6x—4(x3+1)=6x—4x3—4
=—4x3 + 6x—4

Die gesuchte DGL ist damit: y"' — 4y = —4x3 + 6x — 4

Wihlen des Parameters c € R so, dass die Differentialgleichung y'' — 4y’ + cy = e?* eine Lésung vom Typ
y=a-x* e**

Gemass Tabelle 2.3 muss fiir den Erhalt von x? die Stérfunktion g(x) = B - e eine doppelte Losung sein.
Da in dieser Aufgabe g(x) = B - e“* & g(x) = e?* und somit ¢ = 2 gilt, muss die reelle Zahl zwei eine dop-
pelte Nullstelle das charakteristischen Polynoms sein: A2 — 41+ ¢ = 0 mit A, , = 2
22-4-24c=024-8+c=0—-4+c=0=c=4

y'—4y' +cy=e?* ©y"' —4y' + 4y =e**

A2—41+4=0 somit A, , = 2
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Bestimmung der allgemeinen Lésung der DGLy" — 5y’ + ¢y = e?* furc = —-14
Charakterische Gleichung: A2 — 51 — 14 = 0 Losungen: A, =7, A, = =2
Basislosungen:y, = C;-e”*, y, = C, e~ %%

Homogene Losung: y, = C;-e’* + C, - e 2%

Partikulare Lésung: Gemadss Ansatz Tabelle 2.1 keine Losung der charakteristischen Losung
Stoérfunktion: g(x) = e?, Ansatzy, = A-e“* = A-e?¥, yl =24-e?*, y!' = 4A-e?,
Einsetzen in Ursprungsfunktiony” — 5y’ + ¢ -y = e?* ergibt:

44-e?* — 104 e —14A e = ¢ & —20A=1 60 A= ——

20

) . 1
Losung einsetzen: y, = A-e* = A-e?* = - e?*

Allgemeine Losung: y = C; -e’* + C, - e 2% — % ‘e
Fiir welches c € R hat die Differentialgleichung keine spezielle Losung der Formy, = a-e
Die inhomogene DGL hat genau dann keine spezielle Losung von der Form der Storfunktion, wenn die Stor-
funktion schon eine Losung der homogenen DGL ist. Wir untersuchen also, fiir welches c € R die Funktion
ys = e%* eine Lésung der homogenen DGLy"' — 5y’ + ¢ - y = 0 ist. Einsetzen von y, = e2* in diese homo-
gene DGL ergibt: 4e?* —10e?* +c-e?* =09 4—-10+c=0 —-6+c=0c=6

Keine spezielle Lésung: "' — 5y’ + 6y = e**

Bestimmung der allgemeinen Losung der DGLy"" + 4y’ =3x + 1

Charakterische Gleichung: 42 + 41 = 0 Losungen: 1, =0, A, = —4

2x
2x

Basislosungen:y; = Cy, y, = C, e~
Homogene Losung: y, = C; + C, - e™**
Partikuldre Lésung: Storfunktion: g(x) = 3x + 1, Ansatz y; = a;x + ag, ys = a4, v =0,
Einsetzen in Ursprungsfunktion y” + 4y" = 3x + 1 ergibt: 0+ a; =3x+1
ACHTUNG: a, ist eine konstante und kann somit niemals nie 3x ergeben. Ansatz ist gescheitert.
Der Ansatz muss nun deshalb gemass Tabelle mit x multipliziert werden!
Neuer Ansatz: y; = a;x* + aox, Ys = 2a:x + a, Ys = 2a4
In Ursprungsgleichung y'' + 4y’ = 3x + 1 einsetzen: 2a;, + 8a;x + 4a; =3x + 1

2a; +4ay=1 3 1 N . .
GS aufstellen: 8a. = 3 Q=g Ao =7 Losung in NEUEN Ansatz einsetzen:

a,

3 1
Ys = a;x* + apx = gxz +cx

Allgemeine Losung: y = C; + C, - e ** + gxz + 1—16x

Widhlen des Parameters c € R so, dass die Differentialgleichung y"' 4+ cy = cos(5x) keine spezielle Lésung
vom Typ ys = a - cos (5x) hat. > Stérfunktion muss Losung der homogenen DGL sein!

Wir erhalten cos(5x) als doppelte komplexe Nullstelle von +5i, charakter. Polynom ist damit A2 + ¢ = 0
Mit A2 + 25 = 0 erhalten wir 1; , = +5i als Lésungen und damit y;, = C; - cos(5x) + C; - sin(5x)
Bestimmen einer homogenen DGL mit reellen Koeffizienten, die die Lésungen y; = e™*,y, = e~2% hat:
Aus den gegebenen Losungsfunktionen folgt, dass A; = —1 und A, = —2 Nullstellen des charakteristischen
Polynoms sein miissen. Dieses Polynom istalso P(1) = (A + 1)(A +2) = 12 + 31 + 2

Also ist die gesuchte DGL: y"' + 3y’ + 2y =0

Bestimmen einer homogenen DGL mit reellen Koeffizienten, die die Lésungen y; = xe?* hat:

Aus der gegebenen Lésungsfunktion folgt, dass A, ; = 2 eine doppelte Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms sein miissen. Dieses Polynom ist also P(1) = (1 —2)2 = 12 — 41+ 4

Also ist die gesuchte DGL: y"' — 4y' + 4y =0

Bestimmen einer homogenen DGL mit reellen Koeffizienten, die die Losungen y; = sin(3x) hat:

Aus der gegebenen Lésungsfunktion folgt, dass A; , = 31 eine konjugiert-komplexe Nullstelle des charak-
teristischen Polynoms sein miissen. Dieses Polynom ist also P(1) = (A —3i)(A +3i) = 1> + 9

Also ist die gesuchte DGL: y"' + 9y = 0
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Welche inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten niedrigster Ordnung hat als
allgemeine Lésung die folgende Funktion? y(x) = C;e ™ 2* + C, - e®* + x3 + 1

Aus den gegebenen Losungsfunktionen folgt, dass 4; = 2 und 4, = —2 Nullstellen des charakteristischen
Polynoms sein miissen. Dieses Polynom ist also P(1) = (A —2)(A +2) = 1> — 4

Also ist der gesuchte homogene Teil der DGL: y"' — 4y = g(x)

Um jetzt noch die Stérfunktion zu finden, beachten wir, dass y; = x3 + 1 eine partikulire Lésung der ge-
suchten DGL sein soll. Eingesetzt in den schon gefundenen homogenen Teil ergibt sich:

y, =x3+1, ye = 3x?, yd' = 6x daraus folgt:
y'—4y=6x—4(x3+1)=—4x3 +6x — 4

Die gesuchte Stérfunktion ist also g(x) = —4x3 + 6x — 4

und die DGL damit: y"' — 4y = —4x3 + 6x — 4
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DGL hoherer Ordnung
Losung der DGL erfolgt wieder anhand homogenen und partikularen Teils.

Losungsmethode fur homogene lineare DGL hoherer Ordnung
Gleiche Vorgehensweise wie bein = 2:
YD ta, y® +az-yP +a, y +ag y +agy=0
P(A)=2° +as-A* +a3-23 +ay;-A>+a;-1 +ap-1=0
Wir missen die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P (1) finden! Fallunterscheidung:
e Jist eine einfache reelle Nullstelle von P(A)
e Jist eine mehrfache reelle Nullstelle von P(1)
e Aist eine einfache komplexe Nullstelle von P(1)
e Jist eine mehrfache komplexe Nullstelle von P(4)

Losen mit Gleichungssystemldser.

A ist eine einfache reelle Nullstelle von P(4)
> y = e** > wie bis anhin

A ist eine mehrfache reelle Nullstelle von P(4)

Ax

9y=elx, y =x-e**, y=x2,e1x' yzxm—l_elx

A ist eine einfache komplexe Nullstelle von P(A)
Dh,=axi-p, y = C1e** - cos(Bx) + C,e"* - sin(fx) —> wie bis anhin

A ist eine mehrfache komplexe Nullstelle von P(A1)
Gibt es m-fache konjugiert komplexe Nullstellen, so erhalt man 2m linear unabhangige Losungen:

y1 = Cq- e cos(fx) Y2 = € - ™ - sin(Bx)
V3 =C3-x-e*™-cos(fx) V4 = Cy-x-e"-sin(fx)
Yom-1 = Com-1 - x™"" - ™ - cos(Bx) Yom = Com ™" - €™ - sin(Bx)

Bestimmung der allgemeinen Lésung der DGLy®) — 5y + 6y’ = 0
Charakterische Gleichung: 22 — 512 + 61 = 0

Losungen: 1, =0, A, =2, A3 =3

Basislosungen:y; = C; - e%* = C;, y, = C,-e?*, y3 =C3-e3*
Allgemeine Losung: y = C; + C, - e** + C5 - e3¥

Bestimmung der allgemeinen Lésung der DGLy®) +y"" +y' +y =0

Charakterische Gleichung: A3 + 22 +1+1=0

Loésungen: Ay = —1, A3 = %i

Basisldsungen:y; = C;-e™*, y,3 = Cy-e% - cos(x) + C3 - €°* - sin(x) = C, - cos(x) + C3 - sin(x)
Allgemeine Losung:y = C{ e * + C, - cos(x) + C3 - sin(x)

Bestimmung der allgemeinen L6sung der DGL y(s) + 2y(4) + y(3) =0
Charakterische Gleichung: A°> + 24* + 13 = 0

Losungen: Ay, = —1, A345 =10

Basislésungen:y;, = Cy-e™ +Cy-x-e™”,
V345 =C3- €%+ Cp-x-e% + C5-x%-e%% = (3 + C4x + C5x?
Allgemeine Losung:y = C; - e *+ C, - x- e * + C3 + C,x + C5x?

Bestimmung der allgemeinen Lésung der DGL y(5) - 3y(4) + 3y(3) -y"=0
Charakterische Gleichung: 2> —31* + 323 — 22 =0

Losungen: A1, =0, A345=1

Basisldsungen: y; , = C; - €% + C, - x - e%% = C; + (¥,
Vaa5=Cs-eX+Cp-x-e¥+C5-x%-e¥ =

Allgemeine Losung: y = C; + C,x + C3-e* + C4 - x - e* + C5 - x* - e*

Bestimmung der allgemeinen Losung der DGL y(n) =0
Charakterische Gleichung: A(™ = 0

Lésungen: A; . ,, = 0 (n-fach)

Allgemeine Losung:y = C; + C, - x + -+ Cp, - x™ 1
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Bestimmung der Losung des Anfangswertproblem: y3 + 6y" + 11y’ + 6y = 0
Anfangswerte y(0) = 3, , v''(0) =14
Charakterische Gleichung: A3 + 612 + 111+ 6 =0
Losungen: 1, = —1, A, = -2, A3 =-3
Basislosungen:y; = C; e, y, =Cy-e %%, y3=C3-e73
Allgemeine Losung:y = C; e *+ C, - e 2* + C5-e73*
Anfangswertproblem: , V' =Ci-e ™ +4C, e ?*+9(Cy- e 3
GS aufstellen, Gberall fiir x = 0 in den Gleichungen einsetzen und die Anfangswerte einfligen:
Ci+Cy+Cs=3

X

C1 + 4C2 + 9C3 - 14’
Losung Anfangswertproblem: y = C; e ¥+ (e 2 + (3 e =e*+ e ¥ + e 3*

Bestimmen aller Losungen der DGL die fiir x — oo gegen Null konvergieren: y(3) =y’

Charakterische Gleichung: A3 — 1 =0 Losungen: 1, =1, 1, =0, A3 =—
Basisldsungen:y; = C; - e™%, y,3 = Cy-e%* - cos(x) + C3 - €°* - sin(x) = C, - cos(x) + C3 - sin(x)
Homogene Losung: y, =C{ + C,-e*+C3-e™*

Der einzige Teil der Loésung der gegen Null konvergiertist: C3 - e~
Allgemeine Losung: y = C-e™™*

X
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Losungsmethode fir inhomogene lineare DGL héherer Ordnung

GIeiChES VorgEhen wie bel den beiden Vorgénger' Storfunktion g (x) Losungsansatz y), (x)
kapltel 1. Polynomfunktion Q. (x) ag # 0
vom Grade n Yp = fiir
2(x) = P, (x) xk . O, (x) ag =" ay—1 =0

Moglichkeit fiir die Nullstellenberechnung
von Polynomfunktionen héherer Ordnung
mit Tl-nspire CX II-T CAS Taschenrechner

inkl. Komplexen Nulistellen und Haufigkeit

Q, (x): Polynom vom Grade n

Parameter: Koeffizienten des Polynoms Q, (x)

)

. Exponentialfunktion | (1) ¢ ist keine Losung der charakteristischen Gleichung:
X
g(x) = e : L acx
yp=A-e

Parameter: A

menu - 3 Algebra = 8 Polynomwerkzeuge

&)

¢ ist eine r-fache Losung der charakteristischen

- 3 Komplexe Polynomwurzeln Gleichung:
(inkludiert reelle und komplexe Nullstellen) Yp=A-x"- e
Parameter: A
Beispiel: 13 + AZ + /1 + 1=0 3. Sinusfunktion ' (1) jB ist keine Losung der charakteristischen Gleichung:
CPOIVROOtS(x3 + xz +x4+1, x) B = i) Yp = A& o En(pR) - B < cox (B)
oder Parameter: A, B
o sk, (2) jp ist eine r-fache Losung der charakteristischen

AusgabE: {_1' -, l} g(x) = cos (Bx) IGlcichung:
A =-1, 12,3 = ti oder yp = x"[A - sin (Bx) + B - cos (Bx)]

Kombinaton as Ramelerside B

beiden Funktionen

Bestimmung der allgemeinen Lésung der DGLy® +y"" +y' +y = 2x +5

Charakterische Gleichung: A3 + 12 +1+1=0

Lésungen: Ay = —1, 4,3 = *i

Basisldsungen:y; = C;-e™*, y,3 = Cy-e% - cos(x) + C5 - €% - sin(x) = C, - cos(x) + C; - sin(x)
Homogene Losung: y, = C; - e * + C, - cos(x) + C3 - sin(x)

Partikulare Lésung: Gemadss Ansatz Tabelle 1.1 keine Losung der charakteristischen Losung

Storfunktion: g(x) = 2x+5 Ansatzy, = a,x + ag, Vs = a4, Vs = ys(g) =0
Einsetzen in Ursprungsfunktion y® + y" +y' +y =2x+5 ergibt: 0+ 04 a; + a;x +ag = 2x +5
a1 = 2

GS aufstellen: a,=2,0ay=3 Losung einsetzen: y; = a4x +ag © y; = 2x+ 3

a1 + ao = 5
Allgemeine Losung:y = C; - e * + C, - cos(x) + C3 - sin(x) + 2x 4+ 3

Bestimmung der allgemeinen Losung der DGLy®) + y"" +y' 4+ y = e*

Charakterische Gleichung: 23 + A2+ 1+ 1 =0 Losungen: Ay = =1, Ap3 = i
Basisldsungen:y; = C; - e™%, y,3 = Cy-e%* - cos(x) + C3 - €°* - sin(x) = C, - cos(x) + C3 - sin(x)
Homogene Losung: y, = C; - e * + C, - cos(x) + C3 - sin(x)

Partikulare Lésung: Gemass Ansatz Tabelle 2.1 keine Losung der charakteristischen Losung

Storfunktion: g(x) = e* Ansatzy, = A-e* =yl =y = ys(3)
Einsetzen in Ursprungsfunktion y® +y"” +y' +y = e ergibt: A-eX + A-e* + A-e* + A-e* = e*
SA+A+A+A=144=14 =% Losung einsetzen: y; = A - e* @%ex

Allgemeine Losung: y = C; - e * + C, - cos(x) + C3 - sin(x) + %e"

Bestimmung der allgemeinen Lésung der DGLy®) + y"" 4+ y' 4+ y = 4e2¥

Charakterische Gleichung: 22 + A2 + 1+ 1 =0 Lésungen: Ay = —1, A3 = +i
Basisldsungen:y; = C; - e™*, y,3 = Cy-e%* - cos(x) + C3 - €°* - sin(x) = C, - cos(x) + C3 - sin(x)
Homogene Losung: y, = C;1 - e * + C, - cos(x) + C3 - sin(x)

Partikulare Lésung: Gemass Ansatz Tabelle 2.1 keine Losung der charakteristischen Losung
Storfunktion: g(x) = 4e2¥,  Ansatzy, = A-e® = A-e?¥, y! =2A-e?*, y!' = 4A-e?*,

ys(3) = 8A-e2* Einsetzen in Ursprungsfunktion y® 4+ y" + y' 4+ y = 4e?* ergibt:

BA e +4A- e + 24 e + A e =4e S 15A=4 S A=
Losung einsetzen: y, = A-e“* = A-e?* :%,er

Allgemeine Losung: y = C; - e * + C5 - cos(x) + C3 - sin(x) + %- e
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Bestimmung der allgemeinen Lésung der DGL y(3) +4y" =3x+1

Charakterische Gleichung: A3 + 442 = 0 Lésungen: A;, =0, A3 = —4

Basislésungen:y; , = C; + (2%, y3 = C3* e 4x

Homogene Losung: y,, = C; + C,x + C3 - e™**

Partikuldre Lésung: Storfunktion: g(x) = 3x + 1, Ansatzy, =a;x+ay, ys=a;, Y, =0= ys(g)
Einsetzen in Ursprungsfunktion y®) + 4y"” = 3x + 1 ergibt: 0+ 0 =3x + 1

ACHTUNG: 0 + 0 kann niemals nie 3x + 1 ergeben. Ansatz ist gescheitert.

Der Ansatz muss nun deshalb gemass Tabelle mit x multipliziert werden!

Neuer Ansatz I: y, = a;x* + agx,  y. = 2a;x + ao, yd' = 2ay, y& =0

In Ursprungsgleichung y®) 4+ 4y’ = 3x + 1 einsetzen: 0 + 8a;, = 3x + 1

ACHTUNG: 0+ 8a; kann niemals nie 3x + 1 ergeben. Ansatz ist gescheitert. Erneute Multiplikation mit x
Der Ansatz muss nun deshalb geméss Tabelle mit x2 multipliziert werden!

Neuer Ansatz Il: y, = a;x3 + apx?, yi = 3a;x* + 2agx, V' = 6a,x + 2ay, ys(g) = 6a,
In Ursprungsgleichung y® + 4y"" = 3x + 1 einsetzen: 6a; + 4(6a,x + 2a,) = 3x + 1
6a; +8ay =1
GS aufstellen: | 4 0 a, = l, ay = = Losung in NEUEN Ansatz einsetzen:
24a, =3 8 32

1 1
Ys = a1x3 + apgx?® = §x3 +§x2

Allgemeine Losung: y = C; + C,x + C3 - e ** + %xS + %xz

Systeme linearer Differentialgleichungen

Y1 =i Y1, ) ¥n)
Ein System von DGL hat die Form: :
Yn = fa (%, Y1, s Yn)

Wir betrachten hier nur Systeme von expliziten linearen DGL 1. Ordnung, da ein System von DGL hoherer
Ordnung in ein entsprechendes System von DGL 1. Ordnung (mit einer grésseren Anzahl Gleichungen) liber-
gefiihrt werden kann.

y1 = a1 ()y; + -+ a1 (X)yn + by (x)

Ein lineares System von DGL 1. Ordnung hat die Form: :
Yn = Ap1(0)y1 + -+ app () yn + bp(x)
oder in Matrix-Vektor-Form y’ = A(x)y + b(x)

DGL setzt sich wieder aus dem homogenen System und dem inhomogenen System zusammen

Losung des homogenen Systems
Homogenes System ist ohne Storfunktion b, (x) und hat damit die Form y" = Ay
Definition:
e Die Losungswege des homogenen Systems ist ein n-dimensionaler Vektorraum.
e Jede Linearkombination von Losungen von y’' = Ay ist wieder eine Lésung von y' = Ay, d.h. sind y;
und y, Lésungen von y' = Ay und sind C;, C, € R, soist C;y; + C,Yy, auch eine Lésung von y' = Ay.
e Esgibt genau n linear unabhangige Lésungen y, ..., ¥, von y' = Ay.

Da die Losung im skalaren Fall durch y = ¢ - e®* gegeben ist, versuchen wir im vektoriellen Fall einen Ansatz

- ex

Ax —

derFormy =c-e , wobei A € Rund ¢ € R™ noch zu bestimmen sind.

Co - e/lx

n

Damit ist c ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A.

Die vektorwertige Funktion y = ¢ - e st genau dann eine L"osung des homogenen Systems, wenn A ein

Eigenwert von A mit Eigenvektor c ist.

- Vi=2y1 =Y, G : 2 -1
B I: DGL-Syst d bt sich die Matrix A: A=
eispie ystem Y= —y1 + 27, araus ergi 5|1c ie Ma rn; (_1 5 )
Eigenwerte/Eigenvektorenvon A: 1, =1, vy = (1), v, = (_1) 3
L y1(x) 1 1 Cie* + Ce?*
Allgemeine L6sung homogen System: y(x) = (y; (x)) = (1) e + C, (_1) e* = (Ciex B Cze‘?’x)
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Berechnung Eigenwert/-vektor mit Taschenrechner

Einmalige Anpassung Dokumenteneinstellung: Hauptmenu = 5 Einstellungen 2 2 Dokumenteneinstel-
lung = Reell oder Komplex: Kartesisch | oder direkt im Dokument: mit Maus auf Scratchpad klicken > 7
Einstellungen und Status = 2 Dokumenteneinstellungen Reell oder Komplex: Kartesisch

Erstellung Matrix mit TR: menu = 7 Matrix und Vektoren = 1 Erstellen = 1 Matrix...

Berechnung Eigenwert mit TR: menu = 7 Matrix und Vektoren = B Erweitert = 4 Eigenwerte
Berechnung Eigenvektor mit TR: menu = 7 Matrix und Vektoren = B Erweitert = 5 Eigenvektoren
Achtung: Eigenvektoren werden jeweils «speziell» vom TR zuriickgegeben = Betrachtung der Vielfachheit

der einzelnen Werte zu den anderen (linear abhéngige Vektor) oder erhaltene Matrix mit V2 multiplizieren.

Beispiel: Eigenvektor zu Matrix: m = [_21 _21], Eigenvektor gemass TR: [—3?8;18; 8;8;18;

Multiplikation mit v/2 ergibt [_11 ﬂ als Eigenvektor (Vektor darf mit jeder reellen Zahl multipliziert werden)

Trick geht aber nicht immer auf! Manchmal erhalten wir auch kleine Zahlen, bspw. —8.20244E — 15 oder
2.88675F — 16. Diese geschehen durch Rundungen und kdnnen mit 0 ersetzt werden.

Ausgabe Lésung Taschenrechner: Reihenfolge der Eigenwerte ist gleich der Reihenfolge der Eigenvektoren
geschrieben in der Matrixform, sprich der erste Eigenwert gehort zur ersten Spalte der Eigenvektormatrix!

Eigenwerte der Systemmatrix: Fallunterscheidung
Fallunterscheidung bzgl. Eigenwerten und Eigenvektoren:
i) Alle Eigenwerte von A sind reell, und A hat n linear unabhangige Eigenvektoren.
ii) Unter den Eigenwerten von A ist mindestens ein Paar von konjugiert komplexen Eigenwerten, und A
hat n linear unabhdngige Eigenvektoren.
iii) Es gibt mehrfache Eigenwerte von 4, zu denen nicht geniigend viele linear unabhédngige Eigenvektoren
vorhanden sind.
Vorgehen in den 3 Fillen:
i) Allgemeine reelle Losung mit dem Ansatzy =c - etx gefunden
i) Allgemeine komplexe Losung mit dem Ansatz y = ¢ - e** gefunden, wir miissen daraus noch reelle L6-
sungen konstruieren.
iii)Nicht alle L6sungen mit dem Ansatzy = c - etx gefunden, miissen noch weitere reelle Losungen finden.

Nur Reelle Eigenwerte und n linear unabhéngige Eigenvektoren

-1 -1 1 1
. . . -3 —4 -3 6
Beispiel: Bestimmung der allgemeinen Losung des DGL: y' = 0 -3 -2 3
-3 -5 -3 7
Die Eigenwerte von A sind: A = {—1,2,—2,1}
—0.57735 2.88675E — 16 —0.707107
P 0. | —0.57735 0.707107 —8.20244E — 15
Die Eigenvektoren von A sind: v = 0 0 0707107
—0.57735 0.707107 —6.78823E — 15
1 0 1
. .1 1 0
Umformung der Eigenvektoren zu: v = 0 0 -1
1 1 0
Allgemeine Losung des Systems der Reihenfolge nach aufsteigend sortiert:
1 1 0
— —-2x 0 -X 1 2x 1
y(x) = Cye 1]t C,e ot + Cye 0 ,(Ckx ER)
0 1 1
. . . Vi=y1t Y2 . 1 1
Best der all L des DGL: btA =
estimmung der allgemeinen Losung des b = 4y, +y, ergi (4 1)
Die Eigenwerte von 4 sind: A =3, A, =—1

Lo . _ 1 _ (-1 w ) _ (04472 —-0.4472
Die Eigenvektoren von A sind: v; = ( ), v, = ( ) gemassTR: v = (0.8944 0.8944 )

2 2
Clegx_Cze_x ) Vi = C1€3x—C2€_x

. .. 1 —x(—1
Allgemeine Lésung des Systems: C;e3* (2) + Cye x( ) ) = <2Cle3x+2Cze_x Yy = 2C,e3+2C e~
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. . . Y1 =2y1 -3y, G (2 =3

Bestimmung der allgemeinen Losung des DGL: ¥ = 3y, ergibt A = (O 3 )
Die Eigenwerte von 4 sind: A =2, A, =3

- . (1 _ (-3 . ) _ (1 —0.948683
Die Eigenvektoren von A sind: v, = (0), v, = ( 1 ) ger:ass TR: 3 v= (0 0.?%16228 )%

- .. . 2x¢ (1 3¢ (—3) _ (Cle *—3C,e x) y, = Cie“*=3C,e>*

Allgemeine Losung des Systems: ;e (0) + Cye ( 1 ) 0+C,e3* y, = e
Lésen des Anfangswertproblems mit Anfangswert: y(0) = ((1))
Einsetzen der Anfangsbedingungen y,(0) = 0 und y,(0) = 1 ergibt das Gleichungssystem:

C;—3C, =0 o L y; = 3e?* — 3%

C —1 und damit die Loésungen C; = 3und €, =1 und damit Lésung AWP: 3x
2 — Vo =¢€
Bestimmung der allgemeinen Losung des DGL: 1= 20 ergibt A = (2 0)
V2 =2y, 0 2

Die Eigenwerte von A sind: Ma=2

- . (1 _ (0 . ) _ (1. 0.
Die Eigenvektoren von A sind: v, = (0), v, = (1) g:mass TR: v —2 (0. 1.)

. .. 1 0 Cle x yl = Cle x
Allgemeine Losung des Systems: C,e?* + C,e?* = ( ),
8 gaes >y e (o) + e () Ce)  y, = Cye?

yi=y1— Y2 ¥1(0) =-1

Bestimmung der allgemeinen Losung des DGL: ergibt A = ( 1 _1)

V2 = —2y1, ¥2(0) =2 -2 0
Die Eigenwerte von A4 sind: A =-1, Ay, =2
Die Eigenvektoren von A sind: v, = (;), v, = (_11) gemass TR: v= (8;33} _00770077)

Cle_x+C262x ) Vi = Cle_X-I-CZeZX
2C,e™*—Cre?*)  y, =2C e — (,e**

Lésen des Anfangswertproblems mit Anfangswert: y(0) = (_1)

Allgemeine Lésung des Systems: C;e ™ (%) + C,e%* (_11) = (

2
Einsetzen der Anfangsbedingungen y,(0) = —1 und y,(0) = 2 in Allgemeine L6sung ergibt das GS:
1 —x _ 4 2x
C C -1 Y1 =3 —=-e
1+ 62 B und damit die Loésungen C; = Lund C, = ~ s Losung des AWP: 3 3
20, —-C, =2 3 3 _ 2 -x % 2«
Y2 =3€ + ;€

Nur Reelle Eigenwerte und zu wenige linear unabhangige Eigenvektoren

Ist A ein k-facher (k = 1) reeller Eigenwert von 4, so gibt es Polynome p,(x), p;(X), ..., Pr—1(x), sodass die
Funktionen: y; (x) = po(x)e?*, y,(x) = p;(x)e?*, ..., yi(x) = pr_1(x)e?* k linear unabhingige Lésungen.
Das Polynom p,(x) ist dabei gerade der Eigenvektor. Um p; (x) zu finden, macht man im Allgemeinen den
Ansatz: p;(x) = x - v + v; wobei v der bereits bekannte Eigenvektor ist und v; ein sog. Verallgemeinerter
Eigenvektor, d.h. eine Losung der Gleichung: (A — AE,)v, = v

E, = Einheitsmatrix (Alle Elemente auf der Hauptdiagonalen haben eine 1, Rest ist 0):  E, = (1 0)

0 1
. . . o _ Yi=Y1—Y2 . (1 =1
Wir bestimmen die allgemeine Losung des Systems: yh = 4y, — 3y, ergibt A = (4 _3)
Die Eigenwerte von 4 sind: Ao =-1
Die Eigenvektorenvon A sind: v, , = (%) gemassTR: v = (83;}12 83;}12)

System hat einen doppelten Eigenwert mit einem einzigen linear unabhangigen Eigenvektor!

(A—AE2>v1=v<=<(1 oo ‘1))) v1=(§)=’<(i =) _01)>U1=(§)=’

G Dn=00)evn=()  (7)isteinemsgiche Losung
Dies ergibt dann, wenn man einsetzt: =x'v+v,=x" (é) + (D =

;) + Cre”™

C1+X'C2+C2 )
2C1+2x'C2+C2

— _x< C1+X'C2+C2)

— — Ax Ax -x
y=y1(x) + ¥,(x) = po(x)e™* + e™ = (e ( 2C, + 2x - C, + C,

Allgemeine Lésung des Systems somit: e ™ (
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. . . o yi=-y1+4y, : -1 4
Wir best die all L des Systems: btA =

ir bestimmen die allgemeine Losung des Systems Vb = —y1 + 3y, ergi (_1 3)
Die Eigenwerte von 4 sind: Mp=1

A . _ (2 , . _(0.8944 -0.8944
Die Eigenvektorenvon A sind: v, , = (1) gemassTR: v = (0.4472 _0.4472)

System hat einen doppelten Eigenwert mit einem einzigen linear unabhangigen Eigenvektor!

(A= 1E)v =v e <(j 3~ 0 (1))> n=(f)e(d Pn=(en=0)

. . . ) . .. (2 -1\ _
Dies ergibt dann, wenn man einsetzt: =xv+v,=x (1) + ( 0 ) = , )
— — Ax Ax _— x (2 x — x2€1+622x_1>
y = 1100+ 12(x) = po(e + 1. (et = e (2) + Cre =er (T
. . . yl =€x(2C1+ZX'C2—C2)

Allgemeine Losung des Systems somit: Y, = eX(Cy + % Cy)
0 1 -1

Wir bestimmen die allgemeine Losung des Systems: y=[-2 3 —1]y
-1 1 1

Die Eigenwerte von 4 sind: M2=1, A3 =2 gemdss TR: A ={1+3.94415F — 8i, 2}

1 0
Die Eigenvektorenvon A sind: v, = (1), vy = (1)

0 1
System hat einen doppelten Eigenwert mit einem einzigen linear unabhangigen Eigenvektor!

0o 1 -1 1 0 O 1 -1 1 -1 1
A-1E))v, =v e <—2 3 —1) - (D (O 1 0) v, = (1) S (—2 2 —1) vy = (1) oo
-1 1 1 0 0 1 0 -1 1 O 0

0 0
v = ( 0 ), ( 0 )ist eine mogliche Losung
-1 -1

1 0
Dies ergibt dann, wenn man einsetzt: =x'v+v =x" (1) + ( 0 ) =
0 -1
1 0
y = y1(0) + (%) = po(x)e?* + e™ = Cre*| 1|+ Ce” + (e’ 1) =
0 1

y1 = Cie* +x-Cre*
Allgemeine Lsung des Systems somit: y, = C;e* + x - C,e* + C3e?*
y3 = _Czex + Cgezx

Komplexe Eigenwerte
Ist A = 11 + vi ein einfacher echt komplexer Eigenwert (d.h. v # 0) von A und ¢ = @ + bi ein zugehoriger
Eigenvektor der Systemmatrix A, so ergeben sich aus der komplexen Losung
y(x) = ¢+ e = (1 + bi) - e"+V1)* zwej linear unabhingige reelle Losungen von y' = Ay durch Trennung
in Real- und Imaginarteil: z,(x) = e"*(c-cos(vx) + c - i-sin(vx))

z,(x) = e"*(c - cos(vx) + c - i-sin(vx))
Anschliessende Vektoraufteilung in Real- und Imaginarteil
Nachdem man dieses Prozedere fir A = pu + vi durchgefiihrt hat, ist es nicht nétig, dasselbe fir A = yu — iv
nochmals zu tun; dies wiirde dieselben reellen Losungen liefern.

Reminder zur linearen Algebra vom Schweinsgalopp-Udo betreffend der komplexen Zahl i:
i =+v-1, i2=-1, i3 =—i, it=1, i-(-1)=1
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Beispiel: Wir bestimmen die allgemeine Losung des Systems y' = G _14) y

Die Eigenwertevon Asind: 4, , = 1 + 2i

Die Eigenvektoren von A sind: v, , = ((1)) ti ((2)) (+121)

Komplexe (Fundamental-)Losung des Systemszu 4; = 1 + 2i
e (A) gt (2 2 g (202 ) e (205D 4202 sinC2))
y(x) =e (1) e e (1) ¢ 1. e2ix ¢ 1-cos(2x)+1-i-sin(2x)
_ ox (Zi - cos(2x) + 2i? -Sin(Zx)) _ox (Zi ~cos(2x) — 2 -sin(Zx))
cos(2x) +i-sin(2x) cos(2x) +i-sin(2x)
—2-sin(2x) + 2i- cos(Zx)) o (—2 . sin(Zx)) beXeq (2 . cos(Zx))
cos(2x) + i-sin(2x) B cos(2x) sin(2x)
Nun ergibt sich die allgemeine reelle Losung des Systems wie folgt:
-2 sin(Zx)) (2 . cos(2x)> (—261 -sin(2x) + 2C, - cos(Zx))
— X X — X
y(x) = Gee ( cos(2x) +Coe sin(2x) ] ¢ C; - cos(2x) + C, - sin(2x)

nun sortieren nach Real- und

Imaginarteil: = e* (

y1=—2y1 =2y, -2 =2
yz—5y1+4yz _(5 4)y
Die EigenwertevonAsind: 4;, =1+ 1i=1+1
- . _ (3 1 3+ ... _(—0.507+0.169i —0.507 —0.169i
Die Eigenvektoren sind: v , = ( 5) +i (0) ( _c ) TR:v = ( 0.845 - 0.845 ( ))
— o a+dx. (3= = x. ix. (31 ((3—1) e”‘) x<(3—1)-(cos 1x +l-sm1x))
vt =e (—5) ©re (—5) —5- el ¢ —5-cos(1x) —5-i-sin(lx)
_ ¥ (3 ~cos(x) + 3i- sm(x)) + (=i co.s(x) —i-i-sin(x)) , i (~1) =1
—5-cos(x) —5-i-sin(x)
_ox (3 ~cos(x) + 3i-sin(x) + —i-cos(x) + sin(x)))
—5-cos(x) —5-i-sin(x)
. (3 -cos(x) + sin(x))) PE (3 - sin(x) — cos(x))
—5 - cos(x) —5 - sin(x)
Nun ergibt sich die allgemeine reelle Losung des Systems wie folgt:
3-cos(x) + sin(x))) (3 -sin(x) — cos(x))
— X X
y() = Ce ( —5-cos(x) + Coe —5-sin(x)

Bestimmung der allgemeinen Losung des DGL:

nun sortieren nach Real- und Imaginarteil: =

0 2 0
Bestimmung der allgemeinen Lésung des DGL: y = ( 0 O 2)}1

—1 1 0
Die EigenwertevonAsind: 4, , =1+ 1i=1+1 =-=2

0 -1
Die Eigenvektoren von A sind: v, , = ( ) (1) (1 + 1) V3 = ( 1 )
1 -1

2 ix
y(x) =e(1+i)x-<1+i> =e*-e*. <1+l> =e* (1+L) e
[ i ireix

2+ (cos(1x) +i-sin(1x)) 2-cos(x) + 2i-sin(x)
el (1+1i)-(cos(1x) +i-sin(1x)) | =e* (1 -cos(x) + 1i- Sin(x)) + (i ~cos(x)+i-i- sin(x))
i+ (cos(1x) +i-sin(lx)) i-cos(x)+i-i-sin(x)
2-cos(x) + 2i-sin(x) 2 -cos(x) 2 - sin(x)
=e*| cos(x) —sin(x) +i-sin(x) +i-cos(x) | =e*| cos(x) —sin(x) | =e*-i-| sin(x) + cos(x)

—sin(x) +i-cos(x) —sin(x) cos(x)
Nun ergibt sich die allgemeine reelle Losung des Systems wie folgt:

2+ cos(x) 2 - sin(x) -1
y(x) = Cre* | cos(x) — sin(x) | + C,e* | sin(x) + cos(x) | + C3e—2x< 1 )
—sin(x) cos(x) -1
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Losung des inhomogenen Systems
Methoden, um eine spezielle Lésung des inhomogenen Systems zu finden:
i) Elimination einer Variablen bzw. Zurtickfiihren auf eine skalare DGL 2. Ordnung
ii) Wahl eines Ansatzes fiir ys vom Typ der Storfunktion
iii) Verwendung von Matrix-Exponentialen/Variation der Konstanten/Entkopplung
Vor- und Nachteile:
i) Erfordert wenig Theorie, viel Rechnen
ii) Wahl eines Ansatzes fir yg vom Typ der Storfunktion: geeignet fiir einfache Stérfunktionen
iii) Verwendung von Matrix-Exponentialen/Variation der Konstanten/Entkopplung: erfordert viel Theorie,
Rechnung nur einfach, falls die Berechnung des Matrix-Exponentials einfach ist

Wahl eines Ansatzes vom Typ der Storfunktion

Vi=2y1-Y; , »1(0)=0 : 2 -1
Anfangswertproblem: ~; ergibt A =
& P Y2 =—y1+2y; , ¥2(00=0 g (—1 2 )
Die Eigenwerte von A4 sind: =1, A, =3

0.707107 0.707107 )

- . (1 (1 . C =
Die Eigenvektoren von A sind: v, —( ), v, = (_1) gemassTR: v (0.707107 0707107

1

. .. 1 1 Clex+CZe3x)
. — x 3x —
Allgemeine Losung x;, des Systems: y,(t) = C,e (1) + Cye (_1) (Clex—CZe3x
a e7¥
Ansatz fir y von der Form der Storfunktion b(x) = alsoy;, =a-e ™ = (al) e ¥ = (a1 e_x>
2 a,-e

Ableitung bilden: y; = —a-e™* nun ys und y, in das urspriingliche System der DGL einsetzen:

—-a, =2a;—a,+3
—a, =—a; +2a, -1
Spezielle Lésung: y,(x) = (_01) e = (_%—x)
Allgemeine Lésung y;, + y, des inhomogenen Systems: (}’1) = C,e”* (1) + Cye®* (_11) + (_%_x)

Y2 1
(y1) _ (Clex + Cpe3* — e*x>
Y2 C,e* — C,e3*

Anfangswertproblem: Hier Gleichungssystem gleich Null setzen und tberall fiir x Null einsetzen:

X

und Kirzen von e™*: a, = -1, a, =0

V1 _ Clex+Cze3x_e_x 0 _ C1+C2_1 0=Cl+C2_1 _ 1 _1
(}’2)_( Cre* — Cped* ):(o)‘( €, - Cy )=’ 0=0C -G, | =3 =3
1 X 1 3x —-X
) V1 e +Ee —e
Losung des AWP: (yz) = 10 1,5
2 2
yi==2y1—2y; ¢, y1(0)=0 : -2 -2
Anfangswertproblem: , ergibt A =
gowere Y2 = 5y1+ 4y, y2(0) =0 & (5 4)

Die Eigenwerte von A4 sind: Mp=1%x1i

3Fi
)
Allgemeine Lésung x;, des Systems: y, (t) = C;e* (

Homogenes DGL wurde bereits weiter oben gelost.
3 cos(x) + sin(x)) +Cye* (— cos(x) + 3+ Sin(x))

Die Eigenvektorenvon A sind: v, = (

—5-cos(x) —5 - sin(x)
. . . _ _ x_ (M) 5 _ (a1 e*\ _
Ansatz fur yg von der Form der Storfunktion b(x) = alsoy, =a-e* = (a ) e* = x| = ¥s
2 a,-e
. . ~ .. —x. |1 = —2a1 - 2(12 + 1| _ _
Einsetzen in das DGL-System und Kiirzen von e™*: a, = 5a, + 4a, a, = -3, a, =5

Spezielle Losung: yg(x) = (_53) et = (—5?;")

Allgemeine Lésung y;, + ys des inhomogenen Systems:
Y1\ x (3 - cos(x) + sin(x)) x (— cos(x) + 3+ sin(x)) —3e*
(yz) =Gee —5-cos(x) +Cae —5 - sin(x) ( 5e* )
Yy = Clex(S - cos(x) + sin(x)) + Czex(— cos(x) + 3+ sin(x)) —3e*
Yy, = —=5C;e* - cos(x) — 5C,e* - sin(x) + 5e*
=>» Siehe nachste Seite fir AWP
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Anfangswertproblem: Hier Gleichungssystem gleich Null setzen und tberall fiir x Null einsetzen:
()’1) _ Clex(B -cos(x) + Sin(x)) + Czex(— cos(x) +3- sin(x)) — 3e*
Y2 —5C,e” - cos(x) — 5C,e* - sin(x) + 5e*
0\ _ Clex(3)+Czex(—1)—36x) 0\ _ <3C1—C2—3> 0=3C;—-C,—3 _ _
:’(o)_< _5C,e% - 14 5e* = (o) = _5¢,+5 | 0=-5¢,+5 || @=L &=0
ex(3 -cos(x) + sin(x)) — 3ex>

. V1
Losung des AWP: =
& (3’2) < —5e* - cos(x) + 5e*

yi=2y1—4y, 1, »:1(0)=0 , 2 —4
Anfangswertproblem: , ergibt A =
gAEre Y3 =Y1 =3y 92(0)=0 § (1 %)
Die Eigenwerte von A4 sind: =1, Ay =-=2

- . _ (4 _ 11 . ) _ (0970143 0.707107
Die Eigenvektoren von A sind: v, = (1), v, = (1) gemassTR: v = (0.242536 0.707107)

4C e*+C e~ 2"
Allgemeine Losung x;, des Systems: y, (t) = C,e* (;L) + C,e™?* (1) = ( 1€ 2¢ )

1 Cie*+Cye ¥
Ansatz fi der Form der Stérfunktion b(x) = soys =a=(3') = (poa) %=0
nsatz fur y; von der Form der Storfunktion b(x) = alsoys =a =g =0-a,) Vo =
3
. X .0=2a1_4a2_1 _ 3 _ 1 . .. . _ 5
Einsetzen in das DGL-System: | 0=a,—3a,+0 Q=2 G =3 Spezielle Losung: ys(x) = i 1
2
3
. .. . . V1 _ x 4 —2x 1 5 _
Allgemeine Lésung yp, + ys des inhomogenen Systems: ()’2) = (ye (1) + Ce (1) + 1=
2
4Ce*+Cre™ % +%
Cie*+Cye™%* +%
Anfangswertproblem: Hier Gleichungssystem gleich Null setzen und tberall fiir x Null einsetzen:
3 3 3
yl _ 4C1+C2+E _ 0 O=4C1+C2+5 _E=4C1+C2 _ 1 _ 1
(,) = S =)= ) Il h=-3 =-%
2 C1+C2+E 0=€1+C2+E _E=C1+CZ
y 4.(_1).ex+(_1).e—2x+3 _tex _lp-2x 3
.. (V1 _ 3 6 2| _ 3 6 2
Losung des AWP: ( ) = 1 1 L= 1 1 1
Y2 (__).ex+(__).e—2x+_ _lox _lo-ax 1
3 6 2 3 2
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Aufgaben aus Probeprifung
x2+y)

Wir betrachten die Funktion f(x,y) = In (x+y2
a) Berechnen des Gradienten von f(x, y) an der Stelle (xg, yo) = (0,1)

_ xZ42xy?-y _ _ x—2yx?-y?
f"_(x2+y)(x+y2)' £(0.1) = -1, fy_(x2+y)(x+y2)'

)

b) Geben Sie im Punkt (xq,y4,2;) = (e, 0, f(e, 0)) die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen der
Funktion f(x,y) an. (e = 2.718)

Gleichung z = [ (xy,y0) + fi (X0, ¥0) * (x — x0) + f,,(x0,¥0) * (y — ¥o)

fxy)=z=In (ﬂ) fle,0) =1

x+y?
fx(el O) = e—l' fy(e' 0) = e—Z
z = f(x0,¥0) + fx(x0,¥0) * (x — x¢) + fy(xo'J’o) (Y — ¥o)
=l+4+el-(x—e)+e?-(y—0)=elx+e %y
c) Fur welche reellen Paare (x,y) ist f(x,y) Uberhaupt definiert? Skizzieren Sie den Definitionsbereich der

Funktion.
x%+y

£,(0,1) = 1

poreT) > 0 muss gelten

1.Fall: x24+y >0undx +y% >0, bzw.y > —x2 und x > —y?
2.Fall: x> +y < Oundx +y? <0,bzw.y < —x? und x < —y?

Gegeben ist die folgende Differentialgleichung mit den konstanten Koeffizienten a und b:
y" +ay'+ by =10x
Bestimmen Sie die Koeffizienten a, b so, dass y,(x) = A+ e ?* - cos(x) + B - e %* - sin(x)

Aus dem homogenen Part folgt, dass es sich um komplexe Eigenwerte handelt: 4, , = —2 £+ {
Deshalbgilt: (1 — (=2 4+ 1))(A1 — (-2 —1)) =22 + 41+ 5
y" +4y"+ 5y =10x

Die Funktion f(x,y) = x? + y? soll unter der Nebenbedingung ax? + bxy + 5y — 16 = 0 optimiert wer-
den. Bestimmen Sie die Parameter a und b so, dass im Punkt (1, 1) eine mdgliche Extremstelle sein kénnte.
Eine Abklarung der Extremstelle ist nicht notwendig.

VL(x,y,2) = x2 + y2 + A(ax? + bxy + 5y% — 16)

Damit im Punkt (1, 1) eine moglich Extremstelle sein konnte, muss dieser Punkt eine Losung des Gleichungs-
sytems L, =0, L, = 0, L; = 0 sein.

L, = 2x + 2Aax + Aby nun Punkte L,=242Aa+ b
Ly, =2y + Abx + 101y (1, 1) furx,y L, =2+ b+ 104
Ly = ax? + bxy + 5y%2 — 16 einsetzen Ly=a+b+5—-16=a+b—11

2+2la+4ib =0
2+10A+Ab=0
a+b—-11=0

a=>5, b=6
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Modulauflagen

AN1 - 10 Seiten Zusammenfassung = nicht programmierbarer Taschenrechner

AN2 - 20 Seiten Zusammenfassung = nicht programmierbarer Taschenrechner

AN3 - Open-Book = Taschenrechner, welche Gleichungssysteme l6sen, sind erlaubt (TR aus tech. BMS)

Sollte die Zusammenfassung Fehler enthalten, bin ich um eine entsprechende Mitteilung sehr dankbar.

Rechtlicher Disclaimer

e Fir die Vollstandigkeit und Korrektheit der vorliegenden Zusammenfassung werden weder Garantie
noch Verantwortung ibernommen.

e Das Anwenden der Zusammenfassung sowie der Analysis beruht auf eigene Gefahr. Sie kann zu sponta-
nen sowie willkiirlichen Wutausbriichen, Unverstandlichkeit, Angstzustianden, Panikattacken, Verach-
tung und Brech- sowie Wiirgreizen fihren.

e Samtlich verwendete Angaben stammen aus Unterlagen von diversen Dozenten der ZHAW, aus den ma-
gischen Tiefen des Internets oder von YouTube Videos. Hier einen besonderen Credit an die Unterlagen,
Dokumentationen sowie besonders die Lernvideos von Christoph Zaugg!

e Wo der Dozent versagt, ist Daniel Jung gefragt! Hiermit einen weiteren respektzollenden Credit an Da-
niel Jung, aber auch an den Mathe Peter, die in jeder mathematischen Notsituation das passende Video
in Petto haben! Ohne sie, hatten sich noch mehr Studenten der ZHAW bereits exmatrikulieren lassen...
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