Denis Bischof LA2 WI21tb

Zusammenfassung 2. Semester LA2 _ b Vb —dac

* 2
Zahlenmengen a
N -> N* > Z -> Q -> R -> C
{0,1,2,3, ..} {1,2,3 .} {.-2,-1,0,1,2,.} {S =p€Z,q€EN %} vollstindige komplexe
3€N,V2 ¢Q € =enthalten, ¢ = nicht enthalten
NcN¥%cZcQcRcC Z ist eine Teilmenge von Q, da jedes Element von Z auch ein Element von @ ist.
1. Vektorraume 1.1 Begriffe und Definition

Ein reeller Vektorraum besteht aus einer nichtleeren Menge V von Elementen, die wir Vektoren nennen. Auf der
Menge V gibt es die folgenden Vorschriften:

« Die Addition: Fiir alle Vektoren d@ und b in V ist der Vektor @ + b wieder in V.

e Die skalare Multiplikation: Fiir alle Vektoren @ € V und alle Skalare A € R ist der Vektor Ad wieder in V.
Ferner sollen fiir alle Vektoren a, B, € aus V und alle Skalare A, p aus R folgende acht Rechengesetze gelten:
Kommutativitit fir die Addition: @ +b = b + @ firalle d, b € V.

Assoziativitit fur die Addition: @ + (b + &) = (d + b) + ¢ furalle d, b, ¢ € V.

Existenz des Neutralelements der Additiond + 0 = a firalle d € V.

Entgegengesetztes Element: zu jedem d € V gibt es ein ent.gesetztes. Element —a €V > a + (—ad) = 0
Distributivitat: A(d + 5) = Ad + Abfiralle A € Rundalle d,b €V

Distributivitat: (1 + u)d = Ad + ud firalle 4,4 € Rundalled € V

Assoziativitat fur die Multiplikation: A(uad) = (Au)d fur alle 4, u € Rund alled € V

8. Die reelle Zahl 1 ist das Neutralelement der skalaren Multiplikation: 1 x @ = d fir alle @ € V.

Nou bk wnh e

1.2 Unterraume 1.2.1 Definition
Es sei V ein Vektorraum und U eine nichtleere Teilmenge von V. Ist U ein Vektorraum bezliglich der Addition und

der skalaren Multiplikation in V, so ist U ein Unterraum (oder Untervektorraum) von V. Die Teilmenge{ﬁ)}, die nur
das Neutralelement aus einem Vektorraum V enthilt, heisst den Nullvektorraum und ist ein Unterraum von V.

Unterraumkriterium: V ist Vektorraum und U eine nichtleere Teilmenge von V. U ist ein Unterraum von V, wenn:
1. Sind @ und b in U, dann ist auch die Summe @ + b in U.

2.1stA€Rund d € U, dann ist auch Ad in U.

e Eine Ebene ist genau dann ein Unterraum von R3, wenn sie den Ursprung enthilt.

e Eine durch den Ursprung verlaufende Gerade im Vektorraum R? / R3 ist ein Unterraum des R? / R3.

e Das Neutralelement muss zu jedem Unterraum gehoren.

Lésungsmengen L(4, b) von LGS (A|b) € Rm™Y bhzw. affine Unterrdume des R» sind genau dann Untervektor-
rdaume, wenn es sich um homogene LGS handelt (d.h. wenn b = 0 ist) bzw. wenn der Unterraum «durch Null geht».

2x, =0 1 2 |0 1 2 |0
Gegeben ist das homogene Gleichungssystem { X1+ 2%z = ( | >=> ( | )

3x; +6x, =0 3 6 |0 0 0 |0
Die Losungsmenge dieses Systems ist ein Unterraum von R?, da das System linear und homogen ist.
Lésungsmenge: x-, = freie Variable A U={xeR?x= )\(_12),?\ € R}

Geometrisch beschreibt die Lésungsmenge U eine durch den Ursprung verlaufende Gerade im R?

Unterraum?
(1 0 0> Aus der erweiterten Koeffizientenmatrix folgt x = 0 und y = 0. Die Lésungsmenge enthalt nur den
0 1

0/ Ursprung (0; 0). Die Losungsmenge ist ein Unterraum. (Losungsmenge = nur den Ursprung (0; 0))
(1 0 1 ‘ 0) Die Variablen y und z sind frei. Die Losungsmenge beschreibt eme Ebene, die durch den Ursprung
0 O

0 0 s

lduft. Somit ist die Losungsmenge ein Unterraum. LM > v|= /\ =2 1 +p o mit A,z € R
<1 4 510 Die Variablen y und z sind frei. Die Losungsmenge beschreibt einé Ebe ne die durch den Ursprung
0 0 0 0)

z

lduft. Somit ist die Losungsmenge ein Unterraum. LM > (f,) = (M; ’”) A (f) s ( o) mit A,y € R.
U, ist kein Unterraum von R2. Das kann man z.B. daran sehen, dass 0 & U,.

I 0 1
Ja, Uy ist ein Unterraum von R2. Wir Uiberpriifen das Unterraumkriterium:
Seien U, U in Uy, d.h. us + u; =0 und v1 + v, = 0. Dann gilt fiir W = 4 + U: w1+ W = (Ug + V1) + (U2 + v2) = (U1 + U2) + (V1
+v2)=0+0=0 W1 +W2=Avi+Av2=A(vi+Vvy)=A-0=0
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1.2.2 Der Durchschnitt als Unterraum % T
Up=7=|y| eR®¥|lz—y+2=0 undUpy={ &= |y | €ER® 2z -3y +2=0

Seien Uy, ..., U, Unterrdume eines Vektorrau- z
Unterrdume U, und U, sind eine durch den Ursprung verlaufende Ebene im R3. Der Durchschnitt U = U; N U, ist

mes V, dann ist Durchschnitt U = N}=, Uy =
U; nU, Nn..N U, wieder ein Unterraum!

wieder ein Unterraum. Der Durchschnitt zweier schneidender Ebene ist eine Schnittgerade. Diese Schnittgerade
x—y+z=0

2x—-3y+z=0 =

bekommt man als Losung des folgenden linearen homogenen Gleichungssystems: {

(321 MY (b o 1 (10 20 Lsgmenge: v = vy n 0, =

= 3
2 -3 1/0 0 -1 —1|0 0 1 1/0 X€ER

-2
X=Al-1],A€R
1
1.2.3 Die lineare Hulle als Unterraum

Die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren 77, ..., 7, € des Vektorraums V heisst lineare Hiille der Vekto-
ren vy, ..., U,. Notation Lin(vy, ..., )

0 2

Die Vektoren d = (O) b= <3>erzeugen die folgende lineare Hiille: Lin(&,b) = {55 € ]R3|55 =Ad+ ub, A u€ R}
1 0

Lin(&, B) beschreibt die vektorielle Parameterdarstellung einer Ebene, die durch den Ursprung und parallel zu den

Richtungsvektoren d und b verlauft. Somit ist Lin(a, B) ein Unterraum von R3

1.3 Lineare Abhangigkeit oder Unabhangigkeit von Vektoren

Sind die folgende Polynome linear abhangig?

p1(x) =5, pp(x) = 1—4x, p3(x) = 3 +8x, ps(x) = x + 7x*>1p1(x) + Ap, (¥) + A3p3(x) + Aupa(x) =0
501 + ,(1 — 4x) + A3(3 + 8x) + A4(x + 7x?) = 54; + A, + 345 + (=42, + 815 + A,)x + 7x% 2,

7A4 000710 513010

{—4/12 + 843 + A4 (0 —-48 1 |0> = (O -48 1 |0> Polynome sind I. a. aufgrund freien Variable
S51{+2,+343 \5 1 3 0 |0 0 0070

Sind die folgenden Matrizen linear abhangig?

a=(1 De=(} 9c=( )=md+1,B+2,=0

1 1 0 1 0 0
A A4 A, 0) A3 A3y _ (0 O (/11+/12+/13 11+/13)_ 0 0
(Al /11)+(0 Az +(0 0)_(0 0)‘:’ M A+, _(0 0)
A+, +24;=0 11 110 1 0 010
A+23=0 _[1 0 110)_(0 1 0l0] o o
A, =0 1.0 00 00 110 Die Matrizen sind linear unabhangig da triviale Losung
A4+1,=0 1 1 0]0 0 0 010

1.4 Basis und Dimension
Folgende Kriterien missen fiir die Basis B = (v, ..., U,,) erfiillt sein:

e Jeder andere Vektor lasst sich aus diesen Vektoren vy, ..., U, kombinieren

e Linear unabhingige Vektoren vy, ..., v,
Eine Basis ist zwangsldufig ein Erzeugendensystem, ein Erzeugendensystem ist aber jedoch nicht unbedingt eine
Basis. Je zwei Basen von einem Vektorraum V haben gleich viele Elemente. Die Basis eines Vektorraumes ist nicht
eindeutig, d.h. es gibt verschiedene Basen in einem Vektorraum. Die Vektoren einer Basis sind linear unabhangig.
Ein Erzeugendensystem eines Vektorraumes kann linear abhangige oder unabhangige Vektoren enthalten.
Unterraum
U ist ein Unterraum des Vektorraumes V. Jedes Erzeugendensystem von U enthalt eine Basis von U. Die Vektoren

1 0 -1 Uy
a= (—1), b= (2),5 = ( 3 ) bilden ein Erzeugendensystem der xy-Ebene, denn jeder Vektor v = (Uy> der
0 0 0 0
xy-Ebene lasst sich als Linearkombination von @, b, ¢ darstellen. Das Erzeugendensystem d, b, € ist aber keine Basis

-

der xy-Ebene, da @, 5,8 linear abhangig sind > ¢ = b — @. Wir streichen aus dem Erzeugendensystem den Vektor

C . Die verbliebenen Vektoren sind linear unabhingig und erzeugen noch die xy-Ebene. Somit bildet {a, B} eine
Basis der xy-Ebene. Jedes Erzeugendensystem enthdlt eine Basis von U. L.a. Vektoren streichen, bis keine mehr!
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1.4.1 Dimension

Die Anzahl der Vektoren einer Basis eines Vektorraumes V ist die Dimension des Vektorraumes. = dim(V)

Der Nullvektorraum {6} hat die Dimension Null.

Die drei Einheitsvektoren im R3 bilden eine Basis des R3. Somit ist dim(R3) = 3

Die Matrix R2*3 mit seiner Basis hat die dim(R?>*3) = 6

Die Polynome po(x) = 1, p;(x) = 1+ x, p,(x) = (1 + x)?, p3(x) = (1 + x)3, p,(x) = (1 + x)™ bilden eines Ba-
sis des Vektorraumes P,,. Somit dim(P,) =n+1

dim(U) ist gleicher der Anzahl der filhrenden Einsen des linearen Gleichungssystems respektive der Rang der Matrix

Ausserdem zeigen die flihrenden Einsen die Vektoren, welche eine Basis von U bilden.

Bestimmen der Dimension und Basis der Unterrdume von folgenden Vektoren:

a= (_12), b= ( 42) Vektoren sind |. abhgig, somit dim(Lin(d, b)) = 1 und d ist Basis des Unterraums Lin(d, b)
a= ( ), = ( )Vektoren sind |. unabhangig, somit dim(Lin(a, B)) = 2 und &, b ist Basis Unterraums Lin(a, B)
a= ( 3 ), b= ( ) (3) d, b sind . u., somit dim(Lin(d, b, ¢)) = 2 und @, b ist Basis Unterraums Lin(d, b, ¢)
a=2,-13)a stI u., somit dim(Lin(a)) = 1 und d ist Basis Unterraums Lin(a)

a=

- 0 0 0 und @, b ist Basis Unterraums Lin(d, b, ¢)

1 -1 1 =2 1\ 2 fihrende Einsen, dim(Lin(d, E,E)) =2
,c=| 5 |,ZSFGauss=[0 1 1 - -
2
0
0

3 Unterraum v' | Lésungsmenge > x —2X\ —3p -2 -3
0 >Geometr|sches Objekt = Ebene durch 0 vyl = A =A (1) +p||l O || mit A, p€R
010 z

n 1

1
<o
0 Basis = Richtungsvektoren, somit dim = 2

o O
=~

3 9 | o\ Unterraum v | Lésungsmenge der Matrix = T 0 0
(0 0) Geometrisches Objekt = Gerade durch 0/ y-Achse yl=1|A|= 1] E Aey mit A € R
0 0 0 Basis = Richtungsvektor, somit dim = 1 z 0 0

1.5 Der Koordinatenvektor eines Vektors
Mit Hilfe der Basisvektoren lasst sich jeder Punkt eindeutig betreffend seiner Basis bestimmen.

Wir betrachten die Basis B = (v;, 7;) fiir den Vektorraum R? mit v; = (é) , Uy = (g)

Wie lautet der Koordinatenvektor von v = (_22) > A((l)) +u (g) = (_22) sl=—4u=1= (i) = (_14)

Man beachte, dass die Koordinatenvektoren aus geordneten n-Tupeln bestehen. Hier spielt die Reihenfolge der
Basisvektoren eine Rolle. Vertauscht man beispielsweise V7, 7, in der obigen Linearkombination fiir ¥, dndert sich
der Koordinatenvektor (Werte werden ausgetauscht/umgekehrt!).

Der Koordinatenvektor pg von p(x) = 1 + 4x + 3x2 beziiglich der Basis B = (1,1 + x,1 + x + x2) von PP, lautet:

-3
LGS angefangen mit der héchsten Potenz aufstellen, ergibt die Lésung (Reihenfolge nach Basis!!!): pg = ( 1 )
3

2. Lineare Abbildungen 2.1 Begriffe und Definition

Lineare Abbildungen sind Beziehungen zwischen Vektorraumen. Zu einer Funktion gehoren diese Eigenschaften:
e Ein Definitionsbereich D e Ein Wertebereich W e Eine eindeutige bestimmte Zuordnungsvorschrift
Der Definitionsbereich und der Wertebereich sind Vektorraume.
Seien V und W zwei reelle Vektorrdume und f:V — W eine Abbildung des Vektorraumes V in den Vektorraum W.
Die Abbildung f ist eine lineare Abbildung, falls fiir alle X, x; € V und alle A € R gilt:

) fOq+x2) =f0)+F(x) i) f(Ax7) = Af (1)

Das bedeutet, dass es keine Rolle spielt, ob man zuerst rechnet und dann abbildet oder andersherum.

Die Projektion f:R3 5> R? ¥ = (x,y,2) » y = f(X) = (;) ist I. Abb., denn sie gilt fir alle x7,x; € R3und A€ R
Fir jede lineare Abbildung f:V — W gilt:

e f(—=X) = —f(X), fir alle X € V. Das Bild des entgegengesetzten Vektors —x zum Vektor ¥ ist immer gleich dem
entgegengesetzten Element zu dem Bild des Vektors X.

. f(OT,) = W, der NuIIvektorO—v) in V wird immer in den NuIIvektorW in W abgebildet.
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Zwei Funktionen, deren Definitionsbereiche nicht identisch sind, kdnnen nicht addiert werden.

Abbildungs-/Darstellungsmatrix T1 — 2T5 + X3
Esist A € R®*® so zu bestimmen, dass die lineare Abbildung f: R> - R3 T f(T) =
als Matrix prasentiert wird.

To +4xy — 3
Ty — 7

Wir setzen A = (ay, @, a3, ds, as) und berechnen die Spaltenvektoren @, = f(&;) aus der obigen Vorschrift:

1 0 0
0 1-2-0+0 1 1 0-2-0+0 0 0 0-2-0+1 1
a=f@)=f|o]]|=]0+4-0-0]=]0 @=f@) =f||o]|=]1+40-0]=]1 as=f@) =f||1||=]0+40-1[=]-1
0 0-1 -1 0 0-0 0 0 0-0 0
0 0
0 0 Somit A = (a;, a3, az, ay, as):
| 11e 0-2-0+0 0 0 0-2-140 —2 1 0 1 0 -2
ay=fés)=f| |0 =[0+4-1-0]| = |4 as = f(es)=f 0 =10+4-0-0| =0
1 1-0 1 0 0-0 0 0O 1 -1 4 0
0 1 -1 0 0 1 0
1
So kann das Bild eines Vektors X € R® durch f berechnet werden, indem| | -1 10 1 0 -2} (-1 5
das Produkt AX berechnet wird. z.B.: Fliojf=1o +-t4 0]jof=|n
3 10 0 1 0 3 2
) -2
IP, ist der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2. Und B = (1,1 + x, x + x2) eine Basis von 1 -2 0
IP,. Die Darstellungsmatrix A der linearen Abbildung f: P, — P, beziiglich dieser Basis sei: A=]-1 3 -5
Wir berechnen das Bild f(p(x)) des Polynoms p(x) = 1 + 2x — 3x? durch f. Zuerst bestim- 0 -2 1
-4
men wir den Koordinatenvektor kB(p(x)). Es gilt: kB(p(x)) = ( 5 ) (durch Einsetzen in Basis)
-3

Nun Matrix A hier 3 X 3 mit dem Koordinatenvektor kg multiplizieren. Dies ergibt (—14,34,—13)
Dieser Vektor wird nun in die Basis eingesetzt und ergibt —14 + 34 + 34x — 13x — 13x2 = 20 + 21x — 13x?

IP, ist der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2. Und B = (py(x) = 1,p;(x) = x,p,(x) = x?) Basis von P,.

Die Abbildung f: P, - P, p(x) = f(p(x)) = xp’(x) ist ein lineare Abbildung. Wir berechnen die 3x3 Darstel-
lungsmatrix A von f beziglich der Basis B. Wir berechnen das Bild der Basispolynome und den Koordinatenvektor:
f(Po(x)) =x-(1) =x-0=0 0} (0) /, ergibt die Darstellungsmatrix: 000
flo1(0) =x-(x) =x-1=x 0(1)(0) A=10 10

f(p2(x)) = x - (x?)' = x - 2x = 2x* 0/ \2 00 2
Wir berechnen nun das Bild des Polynoms p(x) = 3 — 5x + 4x? durch f: 000 3 0
= f(p(x)) = —5x + 8x? 01 0|]=5|=]-5

2.2 Kern, Bild und Dimension
Sei f:V — W eine lineare Abbildung von V nach W. Dann heisst die Menge:

Ker(f)={ e V|f(x) = 0e W} den Kern von f. Alle Elemente aus der Defmeng, fiir die der Funktionswert 0 ist
Die Menge: Im(f) = {f(X¥) € W | X € V} heisst das Bild von f. Beide Mengen enthalten den Nullvektor.

Sei f:V = W eine lineare Abbildung von V nach W, dann gilt

Ker(f) ist ein Unterraum von V Im(f) ist ein Unterraum von W
— T — — xr — 21}
o . ) ) T = =y = f(7) =
Gegeben sei die lineare Abbildung: f: R“ - R Y 0

Wir bestimmen fir die lineare Abbildung den Kern, das Bild und jeweils ihre Dimension.

oL o Co ) = e

Der Kern der Abbildung ist somit die Losung der linearen Gleichung: x — 2y = 0. Die Gleichung beschreibt eine Ge-
rade, die durch den Ursprung verlauft. Sprich, alle Punkte die auf der Gerade liegen, werden auf Null abgebildet.
Ein Normalenvektor der Gerade ist 1 = (1, —2), was einen Richtungsvektor von ¥ = (2, 1) ergibt.

Ker(f) = Lin(¥) und dim(Ker(f)) = 1

Das Bild jedes Vektors X ist ein Vektor, dessen 2. Komponente Null ist. Das Bild von f ist somit die x-Achse. Ein
Richtungsvektor der x-Achse ist der Einheitsvektor e,. Man erhalt: Im(f) = Lin(e,) und dim(Im(f)) = 1
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Gegeben sei die lineare Abbildung: f:R3 - R3 2 23
Bestimmen von Abbildung den Kern, das Bild und jeweils ihre Dimension. T=y=f(@=AZ=|3 4 5|7
Somit setzen wir AX = 0 und schmeissen den Gauss an, wodurch wir 1 0 1

die Lésungsmenge erhalten mit x5 = A als freie Variable: 1 0 1]0\ (as Y -1

Dieser Vektor ist gleichzeitig der Richtungsvektor der Gera- [0 1 L |o0||z|=|-3A|=2 ;) mit A € R
denv = (-1, =1/2,1) 0 0 00/ \z3 A 1

Ker(f) hat als Basis den Vektor v und ist eindimensional, also: dim(Ker(f)) =1

Im(f) ist gleich der Anzahl fihrenden Einsen respektive dem Rang der Matrix dim(lm(f)) =2

Wir wollen Ker(f) und Im(f) bestimmen:

1. Wir bestimmen die Darstellungsmatrix A der linearen Abbildung f.

2. Wir betrachten das homogene lineare Gleichungssystem AX = 0 und verwenden das Gauss-Verfahren.
3. Ker(f) und Im(f) konnen wie folgt abgelesen werden:

e Ker(f) ist die Lsungsmenge von AX = 0 und dim(Ker(f)) = Anzahl der freien Variablen.
. dim(lm(f)) = rang(A) = Anzahl der fiilhrenden Variablen. Die flihrenden Einsen zeigen eine mogliche Aus-
wahl von linear unabhéngigen Spaltenvektoren. Diese Spaltenvektoren bilden eine Basis von Im(f).
dim(V) = dim(Ker(f)) + dim(]m(f)) siehe Beispiel oben > 3 =142
Es seien f:V > W und g: W — Z lineare Abbildungen mit den Darstellungsmatrizen A € R™"™ und B € R™*",

Dann ist die Komposition g ° f linear und wird durch BA dargestellt. 25 0 0

f:R3 - R2 g:RZ 5> R A= (f(&r) f(&) f(&3)) = (0 3 0) e R
- - 2x - -

o f@) = (3y) Xog@®=x-y B=(g9(&) g(@) = (1 -1) eR™
g-° f:R®>R c=pa=(1 -1)(0 3 0):(2 ~3 0) €R X- g f(X)=Cx=2x—3y

x 1 2 -1 T 5 . 4 3
Aufgabe 7. Sei f:R3 > RPmit 7= |y | = f(@&)=[0 1 1 y | eine lineare Abbildung. a=\3|,b=|-3],¢c=1]-1
z 1 1 =2 z 2 4 1

Gehéren die Vektoren @, b, ¢ zum Ker(f)?

- Um in Ker(f) zu sein, muss das Bild eines Vektors der Nullvektor sein:

- Darstellungsmatrix mit Vektor einzel multiplizieren. Alle Zeilen
missen = 0 sein und sind somit der Nullvektor!

f@ =

—
—o R mrorRTmor
N N S R W )
|
) —
SN——
—

<
S
Il
I

Gehoren die Vektoren zu Im(f)?
= Vektor muss in Wertebereich sein, hier R3.
=> LGS der Darstellungsmatrix mit eingesetztem Vektor muss |6sbar sein!

1 2 —-11|5 1 2 —-1] 5 1 2 —-115
(Ol 13>:><O 1 1 3>:><01 1
1 1 =22 0O -1 -1| -3 0 0 0
2
1
1

3) System ist I6sbar somit Element von Im(f)
-1 4 1 2 -1 4 1 2 -1
3>$<0 1 1 ~3>é<0 1 1
4 0o -1 -1 0 0 O 0
2
1

0
1
3 1 2 -1 -1
—1>:<0 1 1 1
1 0o -1 -1

4
—3) System unldsbar, kein Element von Im(f)
-2
1 2 -1 3 1
(0 1 1 _1):>(0
1 1 -2 -2 0 0 0

Basis des Kerns von f angeben und bestimmen der Dimension des Kerns.
Der Kern von f ist die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0. Der Gauss liefert:

1 2 —-1|0 1 2 =110 1 2 -1/0 1 0 =310
(0 1 1 0) = (0 1 1 0) = (0 1 1 0) N <0 1 1 0)
1 1 =210 0 -1 =110 0 0 010 0 0 010

Die Variable z ist frei, d.h.: z = A, mit A € R. Es folgt: + = 3\ und y = —\. Somit lautet die

Lésungsmenge:
T 32 3 . 3 :
yl=(=2)=r{-1] mit rer Es folgt: Ker(f) = Lin -1 und dim(Ker(f)) = 1.
1
2 A 1

-3
3

—1) System unldsbar, kein Element von Im(f)
-3

Geben Sie eine Basis des Bilds von f an und bestimmen Sie die Dimension des Bilds. 1 9
Die Dimension von Im(f) ist 2, da die erweiterte Koeffizientenmatrix auf Im(f)=Lin | (0], [1
Zeilenstufenform 2 fiihrenden Einsen hat. 1 1

Das Bild von f |asst sich also durch die zwei ersten Spaltenvektoren von A:
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Die Berechnung der Inversen einer Matrix det(4) = | ’I‘,,,, A :ﬁ(i _ab)
Die aus den Elementen von A berechnete Grisse ad - bc wird als 2-reihige Determinante/Determinante 2. Ordnung
bezeichnet und durch das Symbol gekennzeichnet: N ay by
Die Matrix A ist fiir det(A) = ad - bc # 0 invertierbar. 2 58 = oy Q: -
Berechnung der Inversen einer quadratischen Matrix & VL
Losen anhand des Gauss-Jordan Verfahren (siehe unten). Ist der Rang der Matrix A gleich n, dann Iasst sich die
Inverse A™! direkt an der erweiterten Koeffizientenmatrix auf reduzierte Zeilenstufenform ablesen. Ist der Rang

kleiner als n, dann besitzt die Matrix keine Inverse.

Tio 13 Moo i 0 -1{1 0 0\/t 0 0|-¢ -& -2
az; Gy g3 Top w23 [ =] 0 1 0 L -1 0jo 1 o]|0 1 0|—F -3 -}
az| aze ass &r3e X33 0 0 1 =7 3 310 0 1 0 0 1 - % T F: - é)

Seidim(V) = dim(W) = nund f:V — W eine lineare Abbildung mit der n X n Darstellungsmatrix A. Es gilt:

AA = I; &

o fist bijektiv s Ker(f) = {O—,;} und Im(f) =W o rang(Ad) =n
= Aist invertierbar o det(A) #0

e Ist die lineare Abbildung f bijektiv, dann ist die Umkehrabbildung f~: W — V linear und bijektiv. Die Darstel-
lungsmatrix von f~1ist A™%, die Inverse zu A.
‘R3 2 T — i ix: 1 -1
iR > R r—y -> ergibt Darstellungsmatrix: A= (f@) f(&) = £2_1

T f(7) =
2x
Wir bestimmen die Darstellungsmatrix A von f und den Rang. Ist f bijektiv, dann gib die Umkehrabbildung an.
Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhangig. Der Rang ist 2. Ferner ist die Dimension des Definitionsbereichs
und des Wertebereichs jeweils gleich 2. Aus dem Satz folgt, dass f bijektiv ist und die Matrix A invertierbar ist.

Inversevon A: ;1 0 1y _ 1[0 1 Umkehrabbildung:jHf,l(f):A,lle(0 1) <a7) :< 1y )
“0+2\—2 1) 2\-2 1 f1:R? - R? ' 2\-2 1/ \y/ \-=+ay
Fir eine lineare Abbildung f: R3 — R? bezeichne [f]: £, &, ihre Darstellungsmatrix. Kann f injektiv sein?
Wire f injektiv, so wire Kern(f) = {0} und weiter 3 = dim(R®) = dim(Kern(f)) + dim (Im(f)) < 2 %

Somit kann f nicht injektiv sein! =0 <2

2.4 Anwendung: geometrische Transformationen f: R" - R™,n = 2,3
2.4.1 Orthogonalprojektionen

— X
fiR? 5> R? 7 f(T) = g ist die Orthogonalprojektion des Ortsvektors OP = (y) auf die x-Achse.
Diese Abbildung ist linear und die zugehdrige Darstellungsmatrix lautet: A=) f@&)= (1 O)
Das Gleiche gilt firr die y-Achse (die 1 steht dann jedoch unten rechts). 0 0

Bestimmen der Darstellungsmatrix nachfolgenden Operationen. Skizzieren das Bild des Punktes P(5; 5). Spiegelung
an der Geraden -3x + y = 0, gefolgt von einer Orthogonalprojektion auf die y-Achse.

0 0\ /5\ (0

G DE)-C)

1 [ 10-2.9 —2-(=3)-1\ _1/-4 3\ (0 0\1/-4 3\ 1/0 0\(=4 3\ _1/0 0\ =—
A9—10<72.(73).1 107241>—5<3 4) <o 1)5(3 4)_5(0 1)(3 4)‘5(3 4) OP' = 40P =

Ot =

x X
f:R3 > R3 i f(@) = |y ist die Orthogonalprojektion des Ortsvektors 0P = <y> auf die xy-Ebene

0 100 z
Die zugehorige Matrix lautet: A= (f(&) fey) f(ex)) = (0 10
Dito fiir xz-Ebene und yz-Ebene! 0 00
Projektion des Vektors b auf den Vektor @ o i a;  agay  aga; g

- . . _ . _ e
Entweder mit bekannter Formel by = —a; 5 a oder mit Ap= iap | =t a; ey | = e
a| ApQy Ay a?

z

Bestimmung der zugehdrigen Darstellungsmatrix Ap indem wir die folgenden Bilder berechnen:

. |7|? — 2a2 —2ab —2ac a
mit Ap = e —2ab 7|2 —20>  —2bc und i = | b
—2ac —2bc |77|2 — 2¢2 c
Spiegelung in der Ebene: (Darstellungsmatrix)
An der xy-Ebene (1) (IJ 8 s o
An der xz-Ebene 00 -1 (o -1 0)
0 1
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2.4.2 Spiegelungen

2 2 e ) (X .(—1 0
f:R% = R” Spiegelung an der y-Achse = ( y ) Darstellungsmatrlx( 0 1)

.2 2 . _ _ X . 1 0
f:R% = R* Spiegelung an der x-Achse = (—y) Darstellungsmatrix (0 _1)

—X
f:R?% > R? Spiegelung an der x- und y-Achsen = (—y) Darstellungsmatrix (

0
Die Spiegelung an einer Geraden in der Ebene durch Nullpunkt: 1 <|ﬁ|2 — 942 —92ab )

Die Koordinatengleichung der Geraden ist g: ax + by = 0. Ein Normalenvektor zu g W
ist dann 77 = (a, b). Die lineare Abbildung, die diese Spiegelung beschreibt, lautet:

_01) (Spiegelung am Nullpunkt)

—2ab 7|2 — 202

2.4.3 Streckungen
2 2 ) kx (k0
f:R% = R Streckung langs der x-Achse um Faktor k = y Darstellungsmatrix (0 )

1
o2 2 y i (X (1 0
f:R* — R~ Streckung langs der y-Achse um Faktor k = (ky) Darstell:ngsmatrlx (0 k)
f:R? > R? zentrische Streckung vom Nullpunkt aus um Faktor k = (k;) Darstellungsmatrix (](; 2)

2.4.4 Scherungen (Bei Kombination von Scherrung und Streckung /Spiegelung ist es zweites Mal erstes!!!!)

f:R? > R? Scherung langs der x-Achse um Faktor k = (x -;ky) Darstellungsmatrix (1 k)

0 1
x
f:R% > R? Scherung langs der y-Achse um Faktor k = (y n kx) Darstellungsmatrix (]1( 2)

2.4.5 Drehungen
Drehung in der Ebene

Bei einer Drehungin der Ebene gehe ein Punkt P(x; y) in den Punkt P’(x’; y’) Giber. Seien OP und OP’ die Ortsvektoren
dieser Punkte. Wir suchen eine lineare Abbildung f: R? - R? OP » OP' = f(mj) = A(pmj welche einen Vektor

OP um den Winkel dinden Vektor OP’ dreht. Wir berechnen die Drehmatrix: A, = (@) @) = (COS(W) Sin(w))
T sin(p)  cos(y)

Wir drehen den Punkt P(3; 2) um den Winkel As — cos(30°) —sin(30°)\ [ -3\ 1 V3 -1
300 = =1 4B|=3 /3
2

¢ = 30¢. Die Drehmatrix lautet: sin(30°)  cos(30°) .2_ 1
- — 1 (V3 -1\ (3 1(3v3-2 1.6
Der gedrehte Ortsvektor ist OP': OP' = A3po (713 == == ~
2\1 v3/\2) 2\3+2/3 3.2
e Die Determinante einer Drehmatrix ist immer gleich 1. 1 0
¢ Die Drehmatrix ist eine orthogonale Matrix = =1Ip
e A AT =1 OE
el — 12
e Die Drehmatrix fur den Winkel ¢ = 0 ist die Identitat I,
e Die Drehmatrix fiir den Winkel -¢ lautet: AT
e Die Komposition der Drehungen um die Winkel a und B ergibt die Drehung um den Winkel a + B
e Die Komposition der Drehung um den Winkel ¢ und -¢ ergibt die Identitat I,
Drehung im Raum um die Koordinatenachsen 1 0 0
f: R3 - R3 O—P) - W’ = f(O—P)) = A(pO—P) Azo =10 cos(p) —sin(p) ) cos(p) 0 sin(p)
Die Drehmatrix um die x-Achse lautet: 0 sin(p) cos(p) J “# .O Lo
Die Drehmatrix um die y-Achse lautet: cos(p) —sin(p) 0 —sin(p) 0 cos(p)
Die Drehmatrix um die z-Achse lautet: Ao = |sin(p) cos(p) O
2.5Basiswechsel 0 0 1
Aufgabe 18. Wir wihlen in R? zwei Basen B = (I;I, 172, I;;) und C = (¢, Ca, ¢3) wie folgt: ((—;1 & & ‘ [‘)‘1 5’2 5’5)
. 5 T 2\ 0 1 1 0 1 1 01 2 O
by=1(3]|,bo=1(4],b3=10 und a=10|,ck=(3],c=1[4 0 3 4 3 4 0
0 1 1 0 1 2 01 210 1 1
Berechnen Sie die Basistransformationsmatrix Ps_,¢ und den C-Koordinatenvektor von v, dessen L0 0] =2 0 2
Linearkombination in B lautet: . . . 0 10 i;’ 12 _g
7= 4by — 2by + 4bs 00 1|-35 -5 3

Koordinatenvektor nehmen!
-2 0 4 0

ke(V) = Ppe kp(v) = | 3 2 =2 -2]1=10 Dies bedeutet: © =06 +0¢ + 1¢3 = é;.
1

2
1 3
2 2 4
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3. Komplexe 7ahlen C 3.1 Problemstellung

i=+-1 i?=-1 i3 =—i i* =1 Komplexe Zahl z hat Form: z = a + bi mita,b € R
a ist Realteil und b der Imaginarteil von z a = Re(z) b =Im(z)

Die Menge der komplexen Zahlenist: C = {z = a + bi | a,b € R} Potenz Modulo 4 rechnen

3.2  Gauss’'sche Zahlenebene — kartesische/algebraische Form oder Normalenform

Jeder komplexen Zahl : z = a + bi wird der Punkt (a,b) in der Zahlenebene zugeordnet. Diese Ebene heisst
Gauss’sche Zahlenebene. Die waagerechte Achse heisst reelle Achse und die senkrechte imaginare Achse.

Zwei komplexe Zahlen sind gleich, wenn sie sowohl im Realteil als auch im Imaginarteil Gbereinstimmen.

Betrag der komplexen Zahl berechnet sich wie folgt: |z| = |a + bi| = Va? + b?
Furallez € Cgelten|z| =0und |z| =0 2z=0

3.3  Operationen

3.3.1 - Addition/Subtraktion — es gilt Kommutativ- und Assoziativgesetz

C werden wie Vektoren addiert: z; = a; + byi und z, = a, + byi > z; + z, = (a4 + ay) + (by + by)i
3.3.2 - Multiplikation

7y * 2y = (ag + byi) * (ay + byi) = aja, + a;b,i + aybyi + byb,i? = (aya; — byby) + (a b, + azby)i
Als Spezialfall der Multiplikation erhdlt man firA€E Rundz=a+bi: Az = Aa + Abi

Bsp:z12, =B+ D)1 +2))=@B*1—-1%2)+B*2+1+x1D)i=1+7i

Die Multiplikation in C ist wie in R nullteilerfrei, d.h.: zyz, =0 & z; = 0oder z, =0

Es gelten: das Kommutativgesetz das Assoziativgesetz das Distributivgesetz

=L (a—bhi)

Jedes Element z = a + bi € C* hat ein inverses Element z~ = PE

3.3.3 - Konjugiert komplexe Zahl

Die Berechnung der Inversen z* einer komplexen Zahl z fiihrt auf die konjugiert komplexe Zahl:

Sei z = a + bi eine komplexe Zahl, dann ist Z = a — bi die konjugiert komplexe Zahl von z.

Die komplexen Zahlen z und Z liegen symmetrisch beziglich der reellen Achse. Es gilt: |Z| = |z| = Va? + b?

Esgiltz*Z=|z|? =a? +b? und |z| =Vz*Z

Die Berechnung der Inversen z™* einer komplexen Zahl z # 0 geschieht: z71 = # (a-bi)ez 1= #z‘
Rechenregeln fiir konjugiert komplexe Zahlen:
1Yz, =21+ 72, 712, = 717, zZ=1z Re(z)=%(z+z‘) und 7m(z)=%(z—z‘)
3.3.4 - Division
Lz _ PR Gp— 1 -2-50 1. o ..

Berechnung: L, = A% =7 Torsi T zisi 29( 2 —5i)

4+ 1 . . 1 . 1 . 13 | 16,
pymerialk ey 4+ D)4+ 30) _m((m —3)+ (4 %3+ 1x4)i) =—-(13+160) = __+_:i
3.3.5 - Weitere Eigenschaften
Seien z, z4, z; € Cund A € R dann gelten:

[Az] = |Allz|  |zy + 25| = |z;1| + |z, | Dreiecksungleichung |21 - 25| = |24 " |23] E—l = %

2 2

Flir komplexe Zahlen gelten die binomischen Formeln ebenfalls!

3.4 Polarform — trigonometrische Form

Eindeutige Darstellung der komplexen Zahl mit ihrem Abstand r = |z| vom Koordinatenursprung und den Winkel
¢, den der Zeiger mit der positiven reellen Achse einschliesst.

z=a+bi=r-cos(p)+r-sin(p)i=r- (cos(d)) +1i -Sin(¢>))

Die Winkelkoordinate ¢ heisst das Argument (Phase) von z. Man schreibt:¢ = arg(z). Ist ¢ € [0°, 360°) (bzw. [0,
2m)), dann heisst ¢ den Hauptwert des Arguments. Fiir die Abstandkoordinate r gilt stets: r>0

Es ist zu beachten, dass der Winkel ¢ nicht eindeutig bestimmt ist

Die komplexe Zahl z = 0 stellt einen Sonderfall dar. Ist v = |z| = 0, das Argument ¢ = arg(0) ist frei wahlbar.
Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wennr; =, und ¢, = ¢, + k-360°k € Z

Diezuz = r(cos(q)) +i- sin(cb)) konjugiert komplexe Zahl z lautet in der Polarform wie folgt:
Z= r(cos(—cl)) +i- sin(—cl))) = r(cos(cl)) —i- sin(cl)))
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Umrechnung: Polarform - Kartesische Form a = r * cos(¢) b =r «sin()
7z, = 2(cos(30°) +i- sin(30°)) =2 (\/; + %l) =V3+i

3

zZ, = 4(cos(90°) +i- sin(90°)) =40+1i))=4i z3= %(cos(n) +1i -Sin(n)) = %(—1 +0i) = —3

Umrechnung: Kartesische Form - Polarform ¢ = arcsin (g) = arccos (g)

a . b b .
r=|z| =va?+b?> cos(p) = N sin(p) = N tan(p) = ;,fur a #0
Wir bestimmen das Argument fiir die komplexen Zahlenz; = 1+ 2iund z, = —1 — 2i Im
2 tan(g,) = % = 2= ¢, = arctan(2) = 63,43° und tan(¢,) = _—i =2 > Q“("““""‘ : ]'Q“[““"“m )
- Y € (—90°, 0° Y € [0°, 90°
@, = @, + 180° = 243.43° da ¢, im dritten Quadrant liegt! oe O, 1807 | o e o, 90°)
@ = arctan (g) +A=¢P+A — A= | =4A=0 o
Die Werte fir A ergeben sich fiir jeden einzelnen Quadranten: ¥ € [0°,90°) Y € (—90°, 0°)
5 € [180°, 270°) | ¢ € (—90°, 0°)
Wir bringen z = —1 + +/3i in die Polarform: r = /(—1)2 +v3 =2 = A=r =¥ =iE
3. Quadrant 4. Quadrant

z liegt im 2. Quadrant: ¢ = arctan (\_/—f) + A= arctan(—\/§) + 180° = —60° + 180° = 120°
Somit lautet die Polarform: z = 2(cos(120°) +i- sin(120°))

Wenn man den Hauptwert des Arguments einer komplexen Zahl sucht, die im 4. Quadranten liegt, dann muss man
den Winkelwert ¢ mit A = 360° (bzw. A = 2r) korrigieren.

Fiir Zahlen, die auf der imaginaren Achse liegen, ist Gleichung nicht anwendbar. Hier ergibt sich den Hauptwert von
arg(z) unmittelbar aus der Lage von z in der Gauss’sche Zahlenebene.

3.4.3 Die Rechenoperationen in der Polarform Addition und Subtraktion
Lassen sich nur in der kartesischen Form addieren/subtrahieren. Daher Zahlen vorher in kart Form. umrechnen.
Multiplikation und Division

212, = 1y1y(cos(py + @) + i - sin(y + ¢3)) j—: = :—:(COS(<P1 — @) +i-sin(p; — ¢3))
3.5 Die Eulersche Form einer komplexen Zahl 3.5.1 Die Eulersche Form

x?  x3  x* x5 «x° . x3 x5 x7 x?  x*  x®
ex = 1+X+;+;+Z+E+a+... sm(x) :X—;+E—;+"' COS(X) = 1—E+Z—a+"'
Eulersche Form: re'¥ = cos(¢p) + sin(¢) fur ¢ = m erhalt man die Formel e'* = —1

Gegeben seiz = 1 +i. Die Eulersche Form von z: Wir berechnen zunichst: r = V12 + 12 = +/2

@ = arctan (l) =45°=2 > es folgt: z = /2> = V2e's

1 4
Gegeben sei z = 8¢5, Wir bestimmen die kartesische Form von z.
Esgiltr = |z| = 8 und ¢ = arg(z) = —45°. Wir verwenden die Polarform von z:
z = 8e 145" = 8(cos(—45°) +i- sin(—45°)) =8 (g — gl) = 42 — 4\2i

Dies bedeutet a = 4v2 und b = 4V2i

3.5.2 Die Rechenoperationen in der Eulerschen Form
Addition und Subtraktion: kénnen nur in der kartesischen Form durchgefiihrt werden. Umrechnung zuerst!

Multiplikation: z,z, = 1,75 (cos(@; + @5) + i - sin(g; + (pz)) = ryryel(®1te2)
Division: i—: = :—:(cos(qol —@y) +i-sin(py — @3)) = :—:ei(‘h—‘/’z)
Konjugiert komplexe Zahl: Z = re'® = re~i¢

3.6 Satz von de Moivre

Eine komplexe Zahl z wird nach dem Satz von de Moivre wie folgt potenziert:

o in der Eulerschen Form: z" = rPein% in der Polarform: z™ = r"(cos(ng) + i * sin(ng))
Gegeben sei z =1 - i. Wir bestimmen z*. Zunichst bringen wir z in die Eulersche Form:
r=+2 @ = arctan (_Tl) = —45° z =275

z% = (\/E)4e_i4*45° = 4e7118% = 4(cos(—180°) + i * sin(—180°)) = 4(—1 + 0i) = —4
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3.7 Wurzeln Fundamentalsatz der Algebra

Eine algebraische Gleichung n-ten Grades: a, z™ + a,_1z" 1 + -+ a;z + ay = 0, mit a; € C,i = 0, ..., n besitzt
in C stets genau n Wurzeln, wobei mehrfache Wurzeln entsprechend oft gezahlt werden.

Wir bestimmen die reellen Lésungenvonx® —1=0e (x — 1)(x? +x+1) = 0 = Wurzel:x = 1

Somit ist die Anzahl von reellen Wurzeln (=1) kleiner als der Grad der Gleichung (=3).

Bei komplexen Wurzeln gibt es genau n Wurzeln (komplex oder reell).

Die Zerlegung in Linearfaktoren wird als Produktdarstellung des Polynoms bezeichnet.

Bei ausschliesslich reellen Koeffizienten treten komplexe Wurzeln immer paarweise auf, als Paare zueinander kon-
jugiert komplexer Zahlen. Mit z; ist daher Z; auch eine Wurzel der Gleichung.

Die Art der Wurzeln hangt dabei vom Vorzeichen der Diskriminante D = b? — 4ac ab: az? + bz + ¢

. . —-b+VD
. D > 0: zwei verschiedene reelle Wurzeln: z; , = oy
. b
. D = 0: eine doppelte reelle Wurzel: z, , = ~5
b 1 . b 1 .
o D < 0: zwei konjugiert komplexe Wurzeln: z; = ——+—,/|D|i=Z Z,=————4/ID|li=2
jug p 1= =5+ VIDli=7 2 2~ 7aVIPli=12

Wir bestimmen die Wurzeln der folgenden algebraischen Gleichung 3. Grades: z3 —z2 + 4z —4 =0
Gleichung besitzt nach Fundamentalsatz genau 3 Wurzeln. Probieren ergibt reelle Wurzel bei z; = 1

Wir dividieren nun die linke Seite durch z - 1: 22— 22 4+ 4z — 4|z-1
Somit: (z—1)(z2+4)  Das Polynom z? + 4 besitzt die Wurzeln: — 2B - 22 2244
z2+4=0 z2=-4 Z, = 2i und  zz3=-2i=12 0 + 42 — 4

Die algebraische Gleichung 3. Grades besitzt somit eine reelle Wurzel und zwei — 4z — 4
zueinander konjugiert komplexe Losungen: : z; =1 z, =2i und  z3 = —2i 0]

Linearfaktoren z3 — z2 + 4z — 4 = (z — 1)(z — 2i)(z + 2i) oder auch Produktdarstellung des Polynoms genannt

Eine komplexe Zahl z wird als n-te Wurzel aus a bezeichnet, wenn sie der algebraischen Gleichung z™ = a genlgt
zZ"=a=aemita, >0 ,n — 4 o (r ei"’)n =ape'® & rel™ = gget(@tk360%) o7
Somit gilt: ™ = ay und np = a + k * 360°

Alle Lésungen besitzen daher den gleichen Betrag: r = {/a,

. +k*360°
Ihre Argumente sind: @ = aT, kez

Wir bestimmend die Wurzeln der Gleichung z® = 1 Die Gleichung hat genau 6 verschiedene Wurzeln:
o +k-360° _ 0°+k-360° .o h—o s

z6=1=1%e® gy =0 unda=10° o, =

k=02 =re# =169 = cos(0°) + i sin(0°) = 1 ZO i1 . Die Wurzeln zo und z3 sind reell, V\{éhrend
z1 und zs bzw. z, und z, Paare zueinander

k=1:2=re? =1-¢%° = cos(60°) + i sin(60°) = % + ?z konjugiert komplexer Wurzeln darstellen.

i - o . 1 V3 Darstellung der Wurzeln in der Gauss-
k=2:z=re'%=1-¢€ = c0s(120°) + 4 sin(120°) = ~3 + - ¢ schen Zahlenebene: _ I
k=3:2z3=re¥ =18 =cos(180°) +i sin(180°) = —14+0-i = —1 Ware hier r anstelle /TR

. 1oa0° - . 1 V3. von 1 bspw. 64 = / 4
k=4:2z4=re%"=1-¢ = c0s(240°) + i sin(240°) = —3 =g ¢ miisste davon die 6 » L
k=52 =re? =163 = cos(300°) + i sin(300°) =  — v3, Wurzel  gezogen =

2 2 werden

Bestimmen der Wurzelgleichungen mit kartesischer Form: z2 =3+ 4i = (a+bi)?=3+4i &
a’+2abi—b*=3+4i> a?—-b*>=3 wund2ab =4 darausfolgta = % in die zweite Gleichung
(%)2 -b=3s :—2 —b?=34-b*=3b>b*+3b>-4=0 einsetzen in Mitternachtsformel
p? =32 32_24*1*(_4) = _31;@ = _3;5 die Lésung -4 ist nicht moéglich, da b? stets positiv ist somit b = 1 oder -1
Wiederum einsetzten: b =1, dannista=2 undb=-1,danna=-2 - dieWurzelnsindz; =2+1i z, = -2 —1i

V25 =VZ5V-1=5i | V-7 = VN-1=v7i | V-11 = VIIV—1 = Vili | V-8 =VAV—2 = 2V2i
V5 = VoY= = 3i
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4.  Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei V ein Vektorraum und f: V = V eine lineare Abbildung. Ein Skalar A € C heisst Eigenwert von f, falls es einen
Vektor X € V gibt mit: 1)X#0 und 2) f(X) =X

Dabei heisst X Eigenvektor zum Eigenwert A. Hat der Vektorraum eine endliche Dimension, dim(V) = n, so kann jede
lineare Abbildung f: V = V durch eine quadratische nxn Matrix A beschrieben werden. Lasst sich Matrizengleichung
AX = AX schreiben. Man nennt eine Lésung X # 0 Eigenvektor und A Eigenwert der Matrix A.

Betrachten nur lineare Abbildungen, wo Definitions- und Wertebereich gleich sind: f: V - V (Endomorphismus).

Ein Eigenwert hat unendlich viele zugehorige Eigenvektoren, wahrend ein Eigenvektor immer nur zu einem Eigen-
wert gehdren kann. Nullvektor, kann nach Definition kein Eigenvektor sein.

Der Eigenraum einer linearen Abbildung zu einem gegebenen Eigenwert ist ein Unterraum von V.
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéangig.

Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren ) ** o 3
Damit A ein Eigenwert von A ist, muss dieses Gleichungssystem @akE=0 & : SR 7
eine nicht triviale Lésung besitzen (X = Eigenvektor # 0) i an o am=A) \a) N\
Ein lineares Gleichungssystem BX = ¢ hat genau dann eine Lésung, wenn det(B) # 0 ist.

Die Gleichung det(A — AI) = 0 heisst charakteristische Gleichung von A; ihre Lésungen sind die Eigenwerte von A.
Berechnet man det(A — Al) = 0, so ergibt sich ein Polynom p in A, das als charakteristisches Polynom von A be-
zeichnet wird: p(A) = det(A — Al). Die Eigenwerte der Matrix A werden aus der charakteristischen Gleichung be-
rechnet. Sie sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(A).

Die Eigenvektoren sind die nicht trivialen Losungen.

Wir berechnen die Eigenwerte und die zugehérigen Eigenrdume von: f: R? - R? B> = f(Z) = AT = (2 2) i’
Die Eigenwerte sind die Losungen des charakteristischen Polynoms: 31

‘2” 2 ‘:(27A)(17>\)76:272)\7)\+)\276:>\2—3/\—4:(/\—4)()\+1) Eigenwerte lauten:
3 1=2A 11=4,).2=—1
Die Berechnung der Eigenvektoren geschieht mit der Gleichung: (zuerst fiir 1, = 4)
- R 2-) 2 z\ [0 o -2 2 (a\ _[(0\(-2 2]o0 1 -1]o0 1 -1]o0
a-wna=i o (50 50 0)-6) G 000 219-C 219)-6 31
Die Variable y ist frei, d.h.: y = a mit a € R. Es folgt: x = y = a. Somit hat das <r> B <a> . <1> e
System unendlich viele Losungen und die Lésungsmenge ist: 7
Der Eigenraum zum Eigenwert 1; = 4 lautet: Vg = {:ZE]R2 ,;:Q< ) mit o ER}
Fir A, = —1: freie Variablen!!!! !
(27(71) 2 )(I)Z(o) (3 2) (1)=<0)(3 2‘0) (3 2‘0) (1 2 0)(2:)_(—%&)_&(—%) st T
3 1-(-1n)\y) \o 3 2/\y) \o/\3 2/0/=\0o olo/=\o ofo/\y/ \La/) "\1/) 7
Die Variable y ist frei, d.h.: y = a mit a € R. Es folgt: x = —Ey = —2 4. Somit hat das System unendlich viele L6-
3 3 §
sungen und die Losungsmenge ist a (siehe oben rechts). Vi, = {f ceR? 7= a (‘3) mit o € R}
Der Eigenraum zum Eigenwert 1, = —1 lautet:
Dieser Unterraum beschreibt eine Gerade, deren Richtungsvektor a ist. Es folgt Lin(a resp ;) und dim(VA,) =1

Der Richtungsvektor und alle von Null verschiedenen Vielfachen sind Eigenvektoren zum 2,
Die beiden Richtungsvektoren sind linear unabhangig, da sie zu verschiedenen Eigenwerten gehoren.

p(A) = det(A—\I) =

—

Sei A ein Eigenwert der n x n Matrix A und V; der Eigenraum zum A

e Die Dimension von V5 wird geometrische Vielfachheit von A genannt und y geschrieben, also: y = dim(V,)

e Die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(A) = det(A — Al,,) wird algebraische Viel-
fachheit von A genannt und p geschrieben.

e Die geometrische Vielfachheit von A ist stets min. 1 und hdchstens gleich der algebraischen Vielfachheit von A

Die Menge der Eigenwerte einer n x n Matrix wird Spektrum genannt und o(A) geschrieben: {44, ..., A3}
Als Spektralradius, p(A), bezeichnet man den grossten |Betrag| aller Eigenwerte.

Die Anzahl k der verschiedenen Eigenwerte ist stets mindestens 1 und hdchstens n

Die Summe der algebraischen Vielfachheit ist gleichn = p; + -+ +

Spur Matrix A ist Summe der Hauptdiagonalelemente Spur(4) = a1 + -+ + app = WA + - + Wedg
Die Determinante der Matrix A ist gleich dem Produkt det(4) = A, - ...- 1, M

22.01.2023 Seite 11 von 13



Denis Bischof LA2 WI21tb
4.4 Eigenwerte und Eigenvektoren spezieller Matrizen 4.4.1 Eigenwerte einer Dreiecksmatrix
Die Eigenwerte einer oberen/unteren Dreiecks-/Diagonalmatrix sind die Elemente der Hauptdiagonalen der Matrix.

Die 4-reihige Diagonalmatrix B besitz die Eigenwerte: -2 0 00
A, = —2 = p, = 1 einfacher Eigenwert 0 100
A, =1 = p, = 2 doppelter Eigenwert 0 0 20
A3 =2 = pz = 1 einfacher Eigenwert 0 0 01

4.4.2 Eigenwerte und Eigenvektoren einer reellen symmetrischen Matrix

Die Eigenwerte und -vektoren einer n-reihigen reellen symmetrischen Matrix A besitzen folgenden Eigenschaften:
1. Alle Eigenwerte sind reell.

2. Fur jeden Eigenwert A gilt: y; = . (d.h. geometrische Vielfachheit = algebraische Vielfachheit)

3. Eigenvektoren, die zu versch. Eigenwerten gehoren, sind orthogonal (Skalarprodukt der Eigenvektoren ist 0)

Wir bestimmen die Eigenwerte und die zugehérigen Eigenrdume der reellen symmetrischen Matrix A. (1 2 0

1; A;A g oyl 2| mENE-NE-N -9 =e-NE2-a Ny 2 20
0 0 Q_A’ 22— =(@2-ANQ2+x1-6) =2-NA-2)A+3)=-(A-2>*+3) \0 0
SomitA4y, =2=> 1y =2 A, =-3=2p, =1 Eigenraum zu 1, Yy = dim(Vll) =2=
1 2 0o\ [z 0 -1 2 010 1 -2 010 z 2s 2 0 2 0
2 —4 oflyl=1o0 2 —4 0|0o|_fo o ofo] [u]|=[s]|=sft|+t|o] Vs, =Lin||1], ][O
0 0 o) \x o/\o o0 o0lo 0 0 ofo/ \* 4 : " 0 1

Eigenraum zu 1, Yy = dim(VAZ) =1=p
AR R R 1R B R (f
2 1 0||y|=]|o0 2 1 0]0|_fo 0o ofo]_]o o t]|o] [y]=]s [=s|1]| va=tzin|]|1
00 5/ \z 0 0 0 510 0 0 5]0 0 0 010 z 0 0 0
Vektoren von verschiedenen Eigenwerte sind orthogonal:
1 1
1 |-|1[=(-3)2+1-140-0=-14+1+4+0=0 12)~(0)—0+0+0_0
0 0 0
4.5 Ahnlichkeit und Diagonalisierung Seien A und B dhnliche n x n Matrizen. Dann gilt:
1. Determinante sind gleich: det(A) = det(B). 2. Alist dann invertierbar, wenn B invertierbar ist.
3. A und B haben das gleiche charakteristische Polynom. 4. A und B haben die gleichen Eigenwerte.
Diese Eigenschaften gelten fiir ahnliche Matrizen. Das heisst aber nicht, dass zwei Matrizen, die diese Eigenschaften
haben, dhnlich sind. AP=PB & (l) _21 Z Z? = z 5 ,12 _01
Eine n x n Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie n linear unabhangige Eigenvektoren hat.

e Es existiert eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix P mit P"1AP = D genau dann, wenn die n
Spaltenvektoren von P linear unabhangige Eigenvektoren von A sind. Die Diagonalelemente von D sind die Eigen-
werte von A und von links oben nach rechts unten in gleichen Reihenfolge wie zugehorigen Spaltenvektoren v. P.

¢ Die n linear unabhingigen Eigenvektoren von A bilden eine Basis von R", die auch Eigenvektorbasis genannt wird.

Eine n x n quadratische Matrix A ist diagonalisierbar, wenn mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. A hat n linear unabhangigen Eigenvektoren 2. A hat n verschiedene Eigenwerte
3. Fir jeden Eigenwert A von A gilt: v, = 1y, 4. Aist reell und symmetrisch

0 —1 ~A -1 M=iundAy=-i. p1=1, w2 =1, o(A) ={i, =i},
A= ( ) LA = ‘ ’ X h1= (=) (A e

1 o) detA-Ak)=| " =X +1=0-D0+) a1 spur(a) =0, det{A) =i - (i) == = 1

4 = -1 =1\ (x\ (0 —i =110 1 =i |0 1 =i |0\ - (z\_ (i o 2. Zeile +
(A_’\1]2)”‘_0®(1 fz:) <y>_<o> (1 i o):><—7: 1 0>;>(0 0 0> -L*(Q**(J mits €R 0 Zelle)

Ut i =1\ [z 0 i —11]0 1 4 |0 T a [ 0) -_ (=\_ (-t : R 2 Zeile-
a—nmz=io (i ) () =(0) G 7o) Alo)=o olo) 7= ()=(3) meem G505

Gegeben ist die lineare Abbildung f: R? — R?, deren Eigenwerte A; = 2 und A; = -3 sind. Die Vi = Lin ( (_21))
zugehorigen Eigenrdume lauten: Bestimmen der Darstellungsmatrix A von f. Vs = Lin ( (?))
- Da die Eigenwerte verschieden sind, ist die Darstellungsmatrix diagonalisierbar o (2 ,O»)P _ ( 2 3
PDP~1 = A Inverse von P berechnen > 0 — 13

|
i LI R (et B K [ R i
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Berechnen Sie A®mit 4 _ (‘21 :?j det(A — ML) = ‘4 P A‘ —(A-N(—1-N+6=X-3r+2=(A—1)(A—2)
Die Eigenwerte von A sind somit: A; =1 und A, = 2. Die Matrix A ist somit diagonalisierbar.

et (5 S 10)a 0 o o)7= ()=o) e i ((3)
M2 (8 S0 D () (1) meeex s

_(1 3 1_ (-2 3 (1 0\ s ,rs _1_(1 3)(18 0)(—2 3>
P_(l 2)’ £ _<1 71> pd D_(o 2>A_PDP “l1 2)\o o8 1

(766 —765)
1 510 —509
Von der reellen 2 x 2-Matrix A sind die Eigenwerte A4, A; und je ein s =4 s (1) 5 ( )
—_— — . 2 s s 1=5 1= 2=
zugehdriger Eigenvektor x;, x, bekannt: Bestimmen Sie die Matrix A. 2

R T R E W TR PRI RPN )

Berechnen Sie A>" mit n € N. 12n 0
pl=p.L,.Pl=p.p'=
)

HL

A2n :P-DQH-P71 —p
0 (-1

Losen Sie die folgenden linearen Differenzialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten
y1(t) = =y1(t) + 2ys(t), mit 1 (0) = 1 (—1 2) 02— na-n-s-0-30+3)
> 4=

Yo(t) = 4y1(t) + y2(t), mit y2(0) =5 4 1

Lésungsmenge/ P Eigenwerte 3 0
— (7 dY=1]2 _

Eigenraum = L= (Ul UQ) o (1 1 D= (O —3)

?j(t) = i e3t171 - 026_3t’172 . Bestimmen der Konstanten c durch einsetzen von (1, 5):

L =11 1 115 1 1] 5 L A
1 1 5 : % _1 1 : 0 _% _§ :> O 1 1 omit: ca = una ¢; = o Cy = 4.

2
. t 1 _a [(—1 2e3t — e3¢ . . . .
y(t) = (g;gti) = 4¢3 (%) + 3 ( 1 ) = (42& n z_3t> yi(t) =2¢* —e™  und  yo(t) =4 + e
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