Lineare Gleichungssysteme

e

al'x1+a2'x2+“'+an'xn=c

X1 X2 ... . Xn 1
®1 * . RV o)
0 0 @2 * * C2

0| ®m * . c
0o ..

O Cr+1

0 0 ... 0

mxn— Matrix: m — Zeilen, n — Spalten
Rang r = Anzahl nicht — Nullzeilen @® = Pivots

Keine L6sung

rg(A) # rg(A|])
r<m, wobei letzte Zeile 0...0 0 =c,, # 0

Losbar:
rg(4) = rg(A|c)

Genau eine Losung
r=rg(Ad) =n, eindeutige Losung
det(4) # 0

Unendlich viele Lésungen
r=rg(Ad) =m<n,
# freie Parameter =n—r

Homogenes LGS AX = 0
- Hatimmer die triviale Losung O
- Nicht - triviale Losung falls r < n
- Fur beliebige rechte Seiten |6sbar, falls nur triviale
Losung vorhanden!
- A-B =0 - A% = 0 18sen, Spaltenvektoren sind
vielfache von ¥

Inhomogenes LGS AX = ¢

Operationen:
Addition:

(a11 a12) + (b11 b12) _ (an tbyy apt b12)
QA1 Q) —\by; by, az1 & by Ay £ by

Multiplikation mit einem Skalar:

¢ ((111 a12) (t *Qyq ¥ a12)
* =
a1 Ay txa; t*xap

Multiplikation von Matrizen:
A:m X n, B:n Xk, C(=AB):mxk

(a11 a12) . (b11 b12) _ (a11 * by, +aq, *byy )
Az Ay by1 by,

Cij = Qg " byj+ Qi byj+ o+ @y by

Rechenregeln:
3A+B=B+A (A+B)+C=A+(B+0)
1.(AB)C=A(BC) 2(A+B)C=AC+BC
AB+#BA A-(A+B)=21-A+21'B
(A-A)B=1-(A-B)=A-(1-B)

1. Assoziativ-G. 2. Distributiv-G. 3. Kommutativ-G.

Gauss- & Gauss-Jordan-Algorithmus

a1 Az 7 Qan |G
a 1 azz o a2n CZ
Alo) = 2 : . : :
An1 Am2 Amn Cm

Elementare Gleichungsumformungen:
e Vertauschen von zwei Zeilen
e Multiplikation einer Zeile mit einer Konstanten # 0
e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer
anderen Zeile

Zeilenstufenform:
e Alle Zeilen, die nur O enthalten, stehen zuunterst
e \Wenn eine Zeile nicht nur aus 0 besteht, so ist die
vorderste Zahl # 0 eine Eins. (fiihrende Eins, Pivot)
e Eine fUhrende 1, die weiter unten ist, ist auch
weiter rechts
Reduzierte Zeilenstufenform:
e Jede Spalte, in der eine fihrende Eins steht,
enthalt sonst nur Nullen.

- flhrende Unbekannte
G w k)

freie Unbekannte
Gauss-Jordan-Verfahren:

1. Wir bestimmen die am weitesten links stehende Spalte mit
Elementen # 0. Wir nennen diese Spalte die Pivot-Spalte.

2. Ist die oberste Zahl in der Pivot-Spalte = 0, dann vertauschen
wir die erste Zeile mit der obersten Zeile, die in der Pivot-
Spalte ein Element # 0 hat.

3. Die oberste Zahl in der Pivot-Spalte ist nun eine Zahl a # 0. Wir
dividieren die erste Zeile durch a. So erhalten wir die fihrende
Eins.

4. Nun wollen wir unterhalb der fihrenden Eins lauter Nullen
erzeugen. Dazu addieren wir passende Vielfache der ersten
Zeile zu den Ubrigen Zeilen.

Wir lassen nun die erste Zeile aussen vor und wenden die ersten
vier Schritte auf den verbleibenden Teil der Matrix an. Dieses
Verfahren wiederholen wir so oft, bis die erweiterte
Koeffizientenmatrix Zeilenstufenform hat.

5. Nun arbeiten wir von unten nach oben und addieren jeweils
geeignete Vielfache jeder Zeile zu den darlber liegenden
Zeilen, um Uber den fihrenden Einsen Nullen zu er- zeugen.

Gauss-Verfahren:

1.-4. Wie beim Gauss-Jordan-Verfahren
5. Das entsprechende LGS wird durch Rickwartssubstitution

gelost.

1 0 0l4 1 -1 1 0
(0 1 06) 0 1 =3/,
0 0 112 0 0 1 2

Gauss-Jordan Gauss



Losungsdarstellung

Vektordarstellung:

()0

Parameterdarstellung:

Xy 5+21—3u 5 2 -3
S _ [ x| _ A |0 1 0
il I 3—u 3 B ) R
Xy u 0 0 1
Quadratische Matrizen
m=n

Diagonalmatrix:
- Alle Elemente ausserhalb der Hauptdiagonale =0
-> Einheitsmatrix (E), Diagonalmatrix mit
Diagonalelementen =1

7 0 0 1 0 0
(O 0 0 ) (O 1 0)
0 0 -3 0 0 1

Diagonalmatrix Einheitsmatrix

Potenzen:
A°=FE Ak =A-A-A .- A
k—Faktoren

(A-B)k # Ak - Bk

a 0 0\ /ak 0 o

(0 b 0) =(0 b* 0)

0 0 ¢ 0 0 c*
L-U-Zerlegung

LRx = b, wobeiL-R=A

100 d e f 1 /2 o
L=<a 1 0>,R=<o g h), 92<<1 )
b ¢ 1 0 0 i

1.) L-R-Zerlegung von A mit Hilfe von Gauss
2.) LoseL-c = bnach cauf (Vorwartseinsetzen
3.) Lose R-x = cnach x auf (Rickwartseinsetzen)

Transponierte Matrix AT
a b\"

a C e
(C d) (b a )

e f
(A=A (A+B)Y =AT+B" (AB)"=BTAT

Symmetrisch, falls AT = A
Antisymmetrisch, falls AT = —A

Inverse Matrix A

AxA1=E,

Invertierbar, falls det (4) # 0

(A—l)—l =A (AT)—l — (A—l)T (AK)—l — (A—l)K
(AB)y*t=B1tAT" E'=E
Berechnung:

2x2 — Matrizen:

1 _
A= Z) =det(A)(—dc ab)

Hohere Ordnung:

1. Méglichkeit

(A|B) » (I| A™Y) Gauss-Jordan-Verfahren

4 -1 01 0 O 1 0 0]1 -2 -1
(02 1010)*(0103—8—4)
3 =5 =210 0 1 0 0 11-6 17 8

2. Maglichkeit

-1

~ det(4)

adj(A),wobei adj(A): (transponiert!)

450

+|g g| _|L7} 8 Tl g
. 7. .

2 2 3
adj(4 5 6) = 2—: 3 - , : ,
e +|5 6| |4 5

Bsp:X-C+3-X=D
X (C+3-E)=D->X-(C+3-E)-(C+3-E)*=D-(C+3-E)!
A-A"1=E

X-E=D-(C+3-E)'>X=D-(C+3-E)?

Reguldre Matrix:

- Alistinvertierbar erg(A)=n

- Inverse ist immer eindeutig bestimmt

- det(A) 20

- Spalte/Zeile linear unabhéangig

- Ax=0nur die triviale Lésung 0

- Ax=bflrjedes b I6sbar, genau eine Losung
Sonst: singuldr (nicht invertierbar): det(A) = 0

det(4) = |A]|
- Nullzeile/Nullspalte det(4) =0
- Zwei gleiche Zeilen/Spalten det(4A) =0
- Zeile/Spalte vertauschen: Vorzeichen dndert
- Vielfaches anderer Zeile/Spalte addieren: dndert
nichts
- Zeile/Spalte mit k multiplizieren: k * det(A4)
- Dreiecks- / Diagonalmatrix:
det(A) = Produkt der Diagonalenelemente

Regeln:
e ad =
|C-?—d eif|=|zl 2""; ?| (auch fir Spalten)

det(A B) = det(A) - det(B)

1

det(AT) = det (A4)

det(4™1) = pr det(r - A) = r™ - det (4)
det (‘g lg) — det (4) - det (C)

Berechnung:

1x1: Ja|l=a

2x2: |‘cl Z' =a-d—-b-c

3x3: g % ]j‘ = quiet Iif}‘?fz C—di}:ib (Sarrus Regel)




+ - +
nxn: |- + -

+ - +
121 2 02 1 2 1 2
202 1U_49.01 3 1|=2-]1 3 1/+0-0
013 1
05 10 5 1 0 5 1 0

Entwicklung nach 1. Spalte, da meist Nullen

Determinante nach Laplace:
i-ten Zeile

det(4) = Z(—1)i+i - ay; - det (4;))
=

i-ten Spalte

det(4) = ) (~1)" - a; - det (4;))

Bedeutung:

2x2 Matrizen:

A=|dxb|=lay b, —ay-by| = |det (4)]

Die Determinante zum Betrag ist der Flacheninhalt der von
den Spaltenvektoren (Zeilenvektoren) aufgespannten
Parallelogramm.

3x3 Matrizen:

Die Determinante zum Betrag ist das Volumen des von den
Spaltenvektoren (Zeilenvektoren) aufgespannten Spats.

b

a

Parallelogram

d+b=b+ad

A (@)= @ - a
A=0A-a=0

e  Vektor ¥ ist ein Objekt mit Betrag x = |%| und
Richtung

e Vektorvon P nach Q: ﬁj = 6 -P

e  Zwei Vektoren gleicher Betrag und gleicher
Richtung, sind gleich.

e Ortsvektor von P ist #(P) = OP

e Nullvektor O mit Betrag O (als einziger!)

e  Gegenvektor: —%

e Vektor |v| = 1ist der Einheitsvektor/normiert

Operationen:
Addition:

- b _ a1 bl) _ (a1 + bl)

atb= (a2)+(b2 =\a, + b,

Multiplikation mit einem Skalar:
a;\ _ (araq

@ (a) = (a-a)

Gegenvektor

Ortsvektor:

XQ _xP
P =7(Q) —#(P) = (YQ - yp>

ZQ - Zp
Betrag:
il = (@ + @+ @
Rechenregeln:
Addition:
i+0=4d i+ (—d)=0

@+b)y+é=d+@®+0

Multiplikation mit einem Skalar:

1-d=d A-(@+b)=2-a+21-b
a a

(-Dd = —(Aa) = A(—d)

Einheitsvektor:

é —ia
“lal

-

Linearkombination:
A1 'a_1)+/12 'a—2)+"'+)'n'a—n)

Kollinear, Komplanar

Kollinear: G, b
e  Esgibt eine Gerade g, die zu den zwei Vektoren
parallel ist.
e FEinerist ein Vielfaches des anderen
>d=Aboderb=21-d
e Gleiche oder gegengesetzte Richtung
e Oistzu jedem Vektor kollinear

Komplanar: @, b, ¢
e  Esgibt eine Ebene E, die zu den drei Vektoren
parallel ist.
e @ bundcsind komplanar

-

e q, b sind nicht kollinear

o C=A-d+pu-b

-> somit ldsst sich jeder Vektor d als
Linearkombination von @, b, & darstellen.

>d=2-d+u-b+v-é

Koordinatensystem

Kartesisch in der Ebene (2D):
Einheitsvektoren e;, 5
e, 90° - Drehung im Gegenuhrzeigersinn von e;

. x
Ortsvektor #(P) = 0P =x-e; +y-¢e, = (y)

a-(). =)




Kartesisch im Raum (3D):
Einheitsvektoren e7, €5, e

e, 90° - Drehung im Gegenuhrzeigersinn von e;
e

e Orthogonal zu'e; und e,
e Rechtssystem (Rechte Hand — Regel)

x
Ortsvektor #(P) = OP = (y)
z

1 0 0
w-()e-)=-
0 0 1
Skalarprodukt

Anteil eines Vektors in eine vorgegebene Richtung

&-B=Id|-|5|-cos((p), 0<p<mn)
d-b=0,falls:

e d=0

e b=0

o »=90°
Berechnung:

aq by
(a2> . (b2> = a,b; + a,b, + asb; (Ergebnis eine Zahl!)

as b,

(@)
@ = arccos e———y
al- o

Orthogonal:
d-b=0(p =090

Orthogonale Projektion:

poab s py_lab g
ba =7 Ibal = la| 0\ b [
F
Rechenregeln:
b-d

Verwendung:
Abstand eines Punktes P zu einer Gerade g:

i2=|p4|" - |PB|"  |PB| =22

lal

L 9
i

Abstand eines Punktes A zu einer Ebene E:

. |ii-PA| |04 —ii-0P| 1 lax, + by, + ¢z, 4+ d|
= = slax, CcZ,
Tl | W Vaabiee AT T

Vektorprodukt

Ein Vektor, rechtwinklig auf eine Ebene, die von zwei
Vektoren aufgespannt wird.
|&xB|=|&|-|B|-sin(<p), 0<gp<m
@ x b ist orthogonal zu @ und zu b.  Rechtssystem
axb=0,falls:

e d=0

e b=0

e ¢ =90°oder ¢ = 180°(d, b kollinear)

Rechenregeln:
ix0=0 Oxb=0
ixda=0 A(@xb) = (Ad) x b = d x (Ab)

dxb=—(bxda) dx(bx&)=dxb+dxé
(G+b)xé=axé+bx¢é
dax(bxé)#(@axb)xé

Berechnung:

a1 by a,bs — a3b2

a3 b3 a1b2 a2b1
& xe =0 e xe;=¢e e xe;=—¢
& Xel=—¢e &xe=0 & Xes=¢ef
G Xel=¢g e Xe; =—e Gxe=0
Verwendung:
Flachenberechnung eines Parallelogramms:

= |d x b|

Abstand eines Punktes P zu einer Gerade g:
l_|&xﬁ_|dxﬁ| \

ld] |dl r I

a

Darstellung:
Parameterdarstellung:
g:7(P) + A, - @, mit Aufpunkt P

xP XQ _xP
g: ()’P) +A- (J’Q - 3’P>
Zp Zq — Zp

Koordinatendarstellung:
gax+by+c=0
=)

b
Von Parameter zu Koordinaten:

X\ _ (7 -2\ x=7-22

Bsp. 9 () = (1) +2(0) -3 210
2)-2(1)»y—2x=1-2-7—-41—-41=13->y—-2x—-13=0
7i-d@ = 0, 7n: aus Koordinatendarstellung, d: aus Parameterdarstellung
7l steht senkrecht/orthogonal zum Richtungsvektor d
Von Koordinaten zu Parameter:

2 Punkte A, B berechnen
g:x=7A)+1-AB=0A+1-4B

Abstand zum Ursprung é

Gegenseitige Lage:
- identisch
- schneidend (Schnittpunkt)

g:*(P)+1-d R:7(Q) +pu-b
- Parallel/identisch, falls d = a * B (kollinear)
- #(P)+A-d=7(Q)+ p- Db fiir Schnittpunkt

- parallel
- windschief



Darstellung:
Parameterdarstellung:
E:#(P)+A-d+pu-b

Xp Xg — Xp Xp — Xp
E: (}’P>+/1- (3’@ _y}’>+/l' (J’R —YP>
Zp Zg —zp Zp — Zp

Koordinatendarstellung:
Erax+by+cz+d=0
Normierte Koordinatendarstellung falls: a® + b2 + ¢2 = 1

0

Von Parameter zu Koordinate:

Abstand zum Ursprung IZTI

n=dxb - Eing-x+n,-y+n,-z+d=0
E(P):ny pytn, p,+n, p,+d=0,

um d zu bestimmen.

fd=i-b=0

fi: aus Koordinatendarstellung und

a,b aus der Parameterdarstellung

1l steht senkrecht/orthogonal zu den Richtungsvektoren [i,l_J> und somit
zur Ebene.

Von Koordinaten zu Parameter:
71 = 0, ein d bestimmen, dass orthogonal zu 7 ist.

=

71 = 0, ein b bestimmen, dass orthogonal zu 71 ist und

‘b#a

. 0 0 —d/n,
OP = ( 0 ),oder (—d/ny>,oder ( 0 )
—d/n, 0 0

E:X=0P+A-d+u-b

QR U

3 Punkte A,B, C berechnen durch einsetzen in Koord.dar.
E:g:?(A)+A-ﬁ+y-ﬁ=m+l-ﬁ+u-ﬁ

Gegenseitige Lage:

- identisch

- schneidend (Schnittgerade)
Erayx+by+cz+d, =0
Eyax+byy+c,z+d, =0
Falls a; = Aa,, by = Ab,, ¢; = Ac,, d; = Ad, identisch
Falls a; = Aa,, by = Ab,, ¢; = Ac,, d, # Ad, parallel
Sonst: Schneidend

- parallel

Spezielle Lage:
- Parallel zur x/y — Ebene:

0
ﬁ’:(0>, cz+d=0
c

- Parallel zur x — Achse:

0
ﬁ’:(b>, by+cz+d=0
c

(x— xo)z + - J’o)z =r?
Mittelpunkt M = (xy; Vo), Radiusr = |MP| e punktaufkreis

(x —%)*+ = ¥0)* + (2 —25)* =712
Mittelpunkt M = (xy; Vo; Zo)
Radius r = |MP| P Punkt auf Kreis

Verwendung:
Schnittpunkte zwischen einer Gerade g & einer Kugel K:

Dx Ay X px +Aay,
g: (Py) +4- (ay> - (3’> =|py +4a,
Dz a 4 p, +Aa,

X, Y, z einsetzen in Kugel — Gleichung:
(px +Aay, — xO)Z + (py + Aay - yO)Z + (p; +da; — ZO)Z =r?
x T £z 1 772
X y z

A berechnen und in Gerade g einsetzen fir Schnittpunkte

2° £ rad sin cos tan
0 0 0 1 0
30 /6 1/2 V3/2 V3/3
172 172
45 /4 _Vi2 | =22 1
60 /3 V3/2 1/2 V3
90 /2 1 0 Foo
120 2m/3 V3/2 -1/2 -3
135 3m/4 1N2 | -1/N2 -1
150 5m/6 1/2 —V3/2 | =143
180 T 0 -1 0

Mitternachtsformel:
a-2+b-A+c=0

_ —b + Vb2 — 4ac
2a

1,2 —




Wahrscheinlichkeiten

Ergebnisraum/ -menge: Q = {1,2,3,4,5, 6} (Wiirfel)
|Q| = #Anzahl Ergebnisse, |Q| = 6 (Wurfel)
Zshldichte: p: Q - [0,1], p(w) = —,w € Q bei

1l

Gleichverteilung — Laplace-Raum
Wabhrscheinlichkeit fur ein Ereignis: P(M) = Y ,em P (@),

Durchschnitt: N
Vereinigung: U
Differenz: /
Komplement: —
Teilmenge: <
Leere Menge: @

im Laplace Raum: P(M) =

P = ) p(w) =1

WEQ

Mengen

[M|

19l

Menge sowohl in A als auch in B
Menge in A oder in B (+)
Menge A ohne B

Menge nicht in A
Menge A ist Teil von B
Kein Element { }

Disjunktiv ANB={}
Rechenregeln:

Unmogliches Ereignis: P{PH =0
Sicheres Ereignis: P(Q) =1

Komplementéres Ereignis:

Vereinigung:
Sigma-Additivitat:

P(A) =1-P(A)

P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB

P(A;UA, U ..) =P(A) +P(4,) +
- Falls Ay, A, ...paarweise disjunkt sind

PDF, CDF

PDF Zahldichte f(x) = PX =x)
CDF kumulative Verteilungsfunkton F(x) = P(X < x)
Bsp. Wrfel
X 1 2 3 4 5 6
PDF
e | Yo | Yo | Y | Y | Y | Y
CDF
P(X<X) Yo | s | s | Ys e | %6

Rechenregeln:

23w f(X) =1 F(2) X3 f(x)

lim F(x) =1 lim F(x) =0
Monotonier: x<y-> F(x)<F()

fG) = F() ~ lim F(»)
Pla<X <b)=F(b)—F(a)
Pla<X <b)=F(b) —x]lI;l_F(x)

FX>b)=1-F(b) F(X2b)=1- lim F(x)

Binomialkoeffizient

Anzahl der Teilmengen mit genau k-Elementen aus einer

Grundmenge mit n-Objekten.
ny n!
(k) T (n—k)k!

Zxer PX = x) - (x — E(X))?

Erwartungswert, Varianz,

Standartabweichung
Erwartungswert:
EX) = PX=x)-x

Lagemass der Verteilung von X

Varianz:
VOO =) P =) (x — EX)Y
x€ER

VX)) =Ex?) — (E()?

Standartabweichung:

S =V

Streumasse der Verteilung von X

Rechenregeln:

Linearitat des Erwartungswertes:
EX+Y)=EX)+EY)

E(aX) = aE(X), fir aeR

Verschiebungssatz flr die Varianz:

V(X)) = (EX®) +EX))? = (Z P(X =x)-x*) - E(X)?

XER

VeX +B) =a? - VX) mita,B €R

Bedingte Wahrscheinlichkeit

P(ANB P(A)-P(B|A
Pl =000, pa = X2 O
Rechenregeln:

Multiplikationssatz:
P(AnB)=P(A)-P(B|A) =P(B)-P(A|B)

Satz von der Totalen Wahrscheinlichkeit:
P(B) = P(A) - P(B|A) + P(4) - P(B|A)
Satz von Bayes:
P(A)-P(B|A)

P(B)

Stochastische Unabhangigkeit

Stochastisch Unabhangig, falls P(A N B) = P(A) - P(B)
PX=xY=y)=PX=x)P(Y =vy)

Sonst stochastisch abhangig

P(A|B) = P(4),P(B) # 0

P(A|B) =

P(B|A) = P(B),P(A) # 0

Rechenregeln E-Wert, Varianz:
E(XX-Y)=EX)-E(®Y)
VX+Y)=VX)+ V()




