Lineare Gleichungssysteme

e

al'x1+a2'x2+“'+an'xn=c

X1 X2 ... . Xn 1
®1 * . RV o)
0 0 @2 * * C2

0| ®m * . c
0o ..

O Cr+1

0 0 ... 0

mxn— Matrix: m — Zeilen, n — Spalten
Rang r = Anzahl nicht — Nullzeilen @® = Pivots

Keine L6sung

rg(A) # rg(A|])
r<m, wobei letzte Zeile 0...0 0 =c,, # 0

Losbar:
rg(4) = rg(A|c)

Genau eine Losung
r=rg(Ad) =n, eindeutige Losung
det(4) # 0

Unendlich viele Lésungen
r=rg(Ad) =m<n,
# freie Parameter =n—r

Homogenes LGS AX = 0
- Hatimmer die triviale Losung O
- Nicht - triviale Losung falls r < n
- Fur beliebige rechte Seiten |6sbar, falls nur triviale
Losung vorhanden!
- A-B =0 - A% = 0 18sen, Spaltenvektoren sind
vielfache von ¥

Inhomogenes LGS AX = ¢

Operationen:
Addition:

(a11 a12) + (b11 b12) _ (an tbyy apt b12)
QA1 Q) —\by; by, az1 & by Ay £ by

Multiplikation mit einem Skalar:

¢ ((111 a12) (t *Qyq ¥ a12)
* =
a1 Ay txa; t*xap

Multiplikation von Matrizen:
A:m X n, B:n Xk, C(=AB):mxk

(a11 a12) . (b11 b12) _ (a11 * by, +aq, *byy )
Az Ay by1 by,

Cij = Qg " byj+ Qi byj+ o+ @y by

Rechenregeln:
3A+B=B+A (A+B)+C=A+(B+0)
1.(AB)C=A(BC) 2(A+B)C=AC+BC
AB+#BA A-(A+B)=21-A+21'B
(A-A)B=1-(A-B)=A-(1-B)

1. Assoziativ-G. 2. Distributiv-G. 3. Kommutativ-G.

Gauss- & Gauss-Jordan-Algorithmus

a1 Az 7 Qan |G
a 1 azz o a2n CZ
Alo) = 2 : . : :
An1 Am2 Amn Cm

Elementare Gleichungsumformungen:
e Vertauschen von zwei Zeilen
e Multiplikation einer Zeile mit einer Konstanten # 0
e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer
anderen Zeile

Zeilenstufenform:
e Alle Zeilen, die nur O enthalten, stehen zuunterst
e \Wenn eine Zeile nicht nur aus 0 besteht, so ist die
vorderste Zahl # 0 eine Eins. (fiihrende Eins, Pivot)
e Eine fUhrende 1, die weiter unten ist, ist auch
weiter rechts
Reduzierte Zeilenstufenform:
e Jede Spalte, in der eine fihrende Eins steht,
enthalt sonst nur Nullen.

- flhrende Unbekannte
G w k)

freie Unbekannte
Gauss-Jordan-Verfahren:

1. Wir bestimmen die am weitesten links stehende Spalte mit
Elementen # 0. Wir nennen diese Spalte die Pivot-Spalte.

2. Ist die oberste Zahl in der Pivot-Spalte = 0, dann vertauschen
wir die erste Zeile mit der obersten Zeile, die in der Pivot-
Spalte ein Element # 0 hat.

3. Die oberste Zahl in der Pivot-Spalte ist nun eine Zahl a # 0. Wir
dividieren die erste Zeile durch a. So erhalten wir die fihrende
Eins.

4. Nun wollen wir unterhalb der fihrenden Eins lauter Nullen
erzeugen. Dazu addieren wir passende Vielfache der ersten
Zeile zu den Ubrigen Zeilen.

Wir lassen nun die erste Zeile aussen vor und wenden die ersten
vier Schritte auf den verbleibenden Teil der Matrix an. Dieses
Verfahren wiederholen wir so oft, bis die erweiterte
Koeffizientenmatrix Zeilenstufenform hat.

5. Nun arbeiten wir von unten nach oben und addieren jeweils
geeignete Vielfache jeder Zeile zu den darlber liegenden
Zeilen, um Uber den fihrenden Einsen Nullen zu er- zeugen.

Gauss-Verfahren:

1.-4. Wie beim Gauss-Jordan-Verfahren
5. Das entsprechende LGS wird durch Rickwartssubstitution

gelost.

1 0 0l4 1 -1 1 0
(0 1 06) 0 1 =3/,
0 0 112 0 0 1 2

Gauss-Jordan Gauss



Losungsdarstellung

Vektordarstellung:

()0

Parameterdarstellung:

Xy 5+21—3u 5 2 -3
S _ [ x| _ A |0 1 0
il I 3—u 3 B ) R
Xy u 0 0 1
Quadratische Matrizen
m=n

Diagonalmatrix:
- Alle Elemente ausserhalb der Hauptdiagonale =0
-> Einheitsmatrix (E), Diagonalmatrix mit
Diagonalelementen =1

7 0 0 1 0 0
(O 0 0 ) (O 1 0)
0 0 -3 0 0 1

Diagonalmatrix Einheitsmatrix

Potenzen:
A°=FE Ak =A-A-A .- A
k—Faktoren

(A-B)k # Ak - Bk

a 0 0\ /ak 0 o

(0 b 0) =(0 b* 0)

0 0 ¢ 0 0 c*
L-U-Zerlegung

LRx = b, wobeiL-R=A

100 d e f 1 /2 o
L=<a 1 0>,R=<o g h), 92<<1 )
b ¢ 1 0 0 i

1.) L-R-Zerlegung von A mit Hilfe von Gauss
2.) LoseL-c = bnach cauf (Vorwartseinsetzen
3.) Lose R-x = cnach x auf (Rickwartseinsetzen)

Transponierte Matrix AT
a b\"

a C e
(C d) (b a )

e f
(A=A (A+B)Y =AT+B" (AB)"=BTAT

Symmetrisch, falls AT = A
Antisymmetrisch, falls AT = —A

Inverse Matrix A

AxA1=E,

Invertierbar, falls det (4) # 0

(A—l)—l =A (AT)—l — (A—l)T (AK)—l — (A—l)K
(AB)y*t=B1tAT" E'=E
Berechnung:

2x2 — Matrizen:

1 _
A= Z) =det(A)(—dc ab)

Hohere Ordnung:

1. Méglichkeit

(A|B) » (I| A™Y) Gauss-Jordan-Verfahren

4 -1 01 0 O 1 0 0]1 -2 -1
(02 1010)*(0103—8—4)
3 =5 =210 0 1 0 0 11-6 17 8

2. Maglichkeit

-1

~ det(4)

adj(A),wobei adj(A): (transponiert!)

450

+|g g| _|L7} 8 Tl g
. 7. .

2 2 3
adj(4 5 6) = 2—: 3 - , : ,
e +|5 6| |4 5

Bsp:X-C+3-X=D
X (C+3-E)=D->X-(C+3-E)-(C+3-E)*=D-(C+3-E)!
A-A"1=E

X-E=D-(C+3-E)'>X=D-(C+3-E)?

Reguldre Matrix:

- Alistinvertierbar erg(A)=n

- Inverse ist immer eindeutig bestimmt

- det(A) 20

- Spalte/Zeile linear unabhéangig

- Ax=0nur die triviale Lésung 0

- Ax=bflrjedes b I6sbar, genau eine Losung
Sonst: singuldr (nicht invertierbar): det(A) = 0

det(4) = |A]|
- Nullzeile/Nullspalte det(4) =0
- Zwei gleiche Zeilen/Spalten det(4A) =0
- Zeile/Spalte vertauschen: Vorzeichen dndert
- Vielfaches anderer Zeile/Spalte addieren: dndert
nichts
- Zeile/Spalte mit k multiplizieren: k * det(A4)
- Dreiecks- / Diagonalmatrix:
det(A) = Produkt der Diagonalenelemente

Regeln:
e ad =
|C-?—d eif|=|zl 2""; ?| (auch fir Spalten)

det(A B) = det(A) - det(B)

1

det(AT) = det (A4)

det(4™1) = pr det(r - A) = r™ - det (4)
det (‘g lg) — det (4) - det (C)

Berechnung:

1x1: Ja|l=a

2x2: |‘cl Z' =a-d—-b-c

3x3: g % ]j‘ = quiet Iif}‘?fz C—di}:ib (Sarrus Regel)




+ - +
nxn: |- + -

+ - +
121 2 02 1 2 1 2
202 1U_49.01 3 1|=2-]1 3 1/+0-0
013 1
05 10 5 1 0 5 1 0

Entwicklung nach 1. Spalte, da meist Nullen

Determinante nach Laplace:
i-ten Zeile

det(4) = Z(—1)i+i - ay; - det (4;))
=

i-ten Spalte

det(4) = ) (~1)" - a; - det (4;))

Bedeutung:

2x2 Matrizen:

A=|dxb|=lay b, —ay-by| = |det (4)]

Die Determinante zum Betrag ist der Flacheninhalt der von
den Spaltenvektoren (Zeilenvektoren) aufgespannten
Parallelogramm.

3x3 Matrizen:

Die Determinante zum Betrag ist das Volumen des von den
Spaltenvektoren (Zeilenvektoren) aufgespannten Spats.

b

a

Parallelogram

d+b=b+ad

A (@)= @ - a
A=0A-a=0

e  Vektor ¥ ist ein Objekt mit Betrag x = |%| und
Richtung

e Vektorvon P nach Q: ﬁj = 6 -P

e  Zwei Vektoren gleicher Betrag und gleicher
Richtung, sind gleich.

e Ortsvektor von P ist #(P) = OP

e Nullvektor O mit Betrag O (als einziger!)

e  Gegenvektor: —%

e Vektor |v| = 1ist der Einheitsvektor/normiert

Operationen:
Addition:

- b _ a1 bl) _ (a1 + bl)

atb= (a2)+(b2 =\a, + b,

Multiplikation mit einem Skalar:
a;\ _ (araq

@ (a) = (a-a)

Gegenvektor

Ortsvektor:

XQ _xP
P =7(Q) —#(P) = (YQ - yp>

ZQ - Zp
Betrag:
il = (@ + @+ @
Rechenregeln:
Addition:
i+0=4d i+ (—d)=0

@+b)y+é=d+@®+0

Multiplikation mit einem Skalar:

1-d=d A-(@+b)=2-a+21-b
a a

(-Dd = —(Aa) = A(—d)

Einheitsvektor:

é —ia
“lal

-

Linearkombination:
A1 'a_1)+/12 'a—2)+"'+)'n'a—n)

Kollinear, Komplanar

Kollinear: G, b
e  Esgibt eine Gerade g, die zu den zwei Vektoren
parallel ist.
e FEinerist ein Vielfaches des anderen
>d=Aboderb=21-d
e Gleiche oder gegengesetzte Richtung
e Oistzu jedem Vektor kollinear

Komplanar: @, b, ¢
e  Esgibt eine Ebene E, die zu den drei Vektoren
parallel ist.
e @ bundcsind komplanar

-

e q, b sind nicht kollinear

o C=A-d+pu-b

-> somit ldsst sich jeder Vektor d als
Linearkombination von @, b, & darstellen.

>d=2-d+u-b+v-é

Koordinatensystem

Kartesisch in der Ebene (2D):
Einheitsvektoren e;, 5
e, 90° - Drehung im Gegenuhrzeigersinn von e;

. x
Ortsvektor #(P) = 0P =x-e; +y-¢e, = (y)

a-(). =)




Kartesisch im Raum (3D):
Einheitsvektoren e7, €5, e

e, 90° - Drehung im Gegenuhrzeigersinn von e;
e

e Orthogonal zu'e; und e,
e Rechtssystem (Rechte Hand — Regel)

x
Ortsvektor #(P) = OP = (y)
z

1 0 0
w-()e-)=-
0 0 1
Skalarprodukt

Anteil eines Vektors in eine vorgegebene Richtung

&-B=Id|-|5|-cos((p), 0<p<mn)
d-b=0,falls:

e d=0

e b=0

o »=90°
Berechnung:

aq by
(a2> . (b2> = a,b; + a,b, + asb; (Ergebnis eine Zahl!)

as b,

(@)
@ = arccos e———y
al- o

Orthogonal:
d-b=0(p =090

Orthogonale Projektion:

poab s py_lab g
ba =7 Ibal = la| 0\ b [
F
Rechenregeln:
b-d

Verwendung:
Abstand eines Punktes P zu einer Gerade g:

i2=|p4|" - |PB|"  |PB| =22

lal

L 9
i

Abstand eines Punktes A zu einer Ebene E:

. |ii-PA| |04 —ii-0P| 1 lax, + by, + ¢z, 4+ d|
= = slax, CcZ,
Tl | W Vaabiee AT T

Vektorprodukt

Ein Vektor, rechtwinklig auf eine Ebene, die von zwei
Vektoren aufgespannt wird.
|&xB|=|&|-|B|-sin(<p), 0<gp<m
@ x b ist orthogonal zu @ und zu b.  Rechtssystem
axb=0,falls:

e d=0

e b=0

e ¢ =90°oder ¢ = 180°(d, b kollinear)

Rechenregeln:
ix0=0 Oxb=0
ixda=0 A(@xb) = (Ad) x b = d x (Ab)

dxb=—(bxda) dx(bx&)=dxb+dxé
(G+b)xé=axé+bx¢é
dax(bxé)#(@axb)xé

Berechnung:

a1 by a,bs — a3b2

a3 b3 a1b2 a2b1
& xe =0 e xe;=¢e e xe;=—¢
& Xel=—¢e &xe=0 & Xes=¢ef
G Xel=¢g e Xe; =—e Gxe=0
Verwendung:
Flachenberechnung eines Parallelogramms:

= |d x b|

Abstand eines Punktes P zu einer Gerade g:
l_|&xﬁ_|dxﬁ| \

ld] |dl r I

a

Darstellung:
Parameterdarstellung:
g:7(P) + A, - @, mit Aufpunkt P

xP XQ _xP
g: ()’P) +A- (J’Q - 3’P>
Zp Zq — Zp

Koordinatendarstellung:
gax+by+c=0
=)

b
Von Parameter zu Koordinaten:

X\ _ (7 -2\ x=7-22

Bsp. 9 () = (1) +2(0) -3 210
2)-2(1)»y—2x=1-2-7—-41—-41=13->y—-2x—-13=0
7i-d@ = 0, 7n: aus Koordinatendarstellung, d: aus Parameterdarstellung
7l steht senkrecht/orthogonal zum Richtungsvektor d
Von Koordinaten zu Parameter:

2 Punkte A, B berechnen
g:x=7A)+1-AB=0A+1-4B

Abstand zum Ursprung é

Gegenseitige Lage:
- identisch
- schneidend (Schnittpunkt)

g:*(P)+1-d R:7(Q) +pu-b
- Parallel/identisch, falls d = a * B (kollinear)
- #(P)+A-d=7(Q)+ p- Db fiir Schnittpunkt

- parallel
- windschief



Darstellung:
Parameterdarstellung:
E:#(P)+A-d+pu-b

Xp Xg — Xp Xp — Xp
E: (}’P>+/1- (3’@ _y}’>+/l' (J’R —YP>
Zp Zg —zp Zp — Zp

Koordinatendarstellung:
Erax+by+cz+d=0
Normierte Koordinatendarstellung falls: a® + b2 + ¢2 = 1

0

Von Parameter zu Koordinate:

Abstand zum Ursprung IZTI

n=dxb - Eing-x+n,-y+n,-z+d=0
E(P):ny pytn, p,+n, p,+d=0,

um d zu bestimmen.

fd=i-b=0

fi: aus Koordinatendarstellung und

a,b aus der Parameterdarstellung

1l steht senkrecht/orthogonal zu den Richtungsvektoren [i,l_J> und somit
zur Ebene.

Von Koordinaten zu Parameter:
71 = 0, ein d bestimmen, dass orthogonal zu 7 ist.

=

71 = 0, ein b bestimmen, dass orthogonal zu 71 ist und

‘b#a

. 0 0 —d/n,
OP = ( 0 ),oder (—d/ny>,oder ( 0 )
—d/n, 0 0

E:X=0P+A-d+u-b

QR U

3 Punkte A,B, C berechnen durch einsetzen in Koord.dar.
E:g:?(A)+A-ﬁ+y-ﬁ=m+l-ﬁ+u-ﬁ

Gegenseitige Lage:

- identisch

- schneidend (Schnittgerade)
Erayx+by+cz+d, =0
Eyax+byy+c,z+d, =0
Falls a; = Aa,, by = Ab,, ¢; = Ac,, d; = Ad, identisch
Falls a; = Aa,, by = Ab,, ¢; = Ac,, d, # Ad, parallel
Sonst: Schneidend

- parallel

Spezielle Lage:
- Parallel zur x/y — Ebene:

0
ﬁ’:(0>, cz+d=0
c

- Parallel zur x — Achse:

0
ﬁ’:(b>, by+cz+d=0
c

(x— xo)z + - J’o)z =r?
Mittelpunkt M = (xy; Vo), Radiusr = |MP| e punktaufkreis

(x —%)*+ = ¥0)* + (2 —25)* =712
Mittelpunkt M = (xy; Vo; Zo)
Radius r = |MP| P Punkt auf Kreis

Verwendung:
Schnittpunkte zwischen einer Gerade g & einer Kugel K:

Dx Ay X px +Aay,
g: (Py) +4- (ay> - (3’> =|py +4a,
Dz a 4 p, +Aa,

X, Y, z einsetzen in Kugel — Gleichung:
(px +Aay, — xO)Z + (py + Aay - yO)Z + (p; +da; — ZO)Z =r?
x T £z 1 772
X y z

A berechnen und in Gerade g einsetzen fir Schnittpunkte

2° £ rad sin cos tan
0 0 0 1 0
30 /6 1/2 V3/2 V3/3
172 172
45 /4 _Vi2 | =22 1
60 /3 V3/2 1/2 V3
90 /2 1 0 Foo
120 2m/3 V3/2 -1/2 -3
135 3m/4 1N2 | -1/N2 -1
150 5m/6 1/2 —V3/2 | =143
180 T 0 -1 0

Mitternachtsformel:
a-2+b-A+c=0

_ —b + Vb2 — 4ac
2a

1,2 —




Wahrscheinlichkeiten

Ergebnisraum/ -menge: Q = {1,2,3,4,5, 6} (Wiirfel)
|Q| = #Anzahl Ergebnisse, |Q| = 6 (Wurfel)
Zshldichte: p: Q - [0,1], p(w) = —,w € Q bei

1l

Gleichverteilung — Laplace-Raum
Wabhrscheinlichkeit fur ein Ereignis: P(M) = Y ,em P (@),

Durchschnitt: N
Vereinigung: U
Differenz: /
Komplement: —
Teilmenge: <
Leere Menge: @

im Laplace Raum: P(M) =

P = ) p(w) =1

WEQ

Mengen

[M|

19l

Menge sowohl in A als auch in B
Menge in A oder in B (+)
Menge A ohne B

Menge nicht in A
Menge A ist Teil von B
Kein Element { }

Disjunktiv ANB={}
Rechenregeln:

Unmogliches Ereignis: P{PH =0
Sicheres Ereignis: P(Q) =1

Komplementéres Ereignis:

Vereinigung:
Sigma-Additivitat:

P(A) =1-P(A)

P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB

P(A;UA, U ..) =P(A) +P(4,) +
- Falls Ay, A, ...paarweise disjunkt sind

PDF, CDF

PDF Zahldichte f(x) = PX =x)
CDF kumulative Verteilungsfunkton F(x) = P(X < x)
Bsp. Wrfel
X 1 2 3 4 5 6
PDF
e | Yo | Yo | Y | Y | Y | Y
CDF
P(X<X) Yo | s | s | Ys e | %6

Rechenregeln:

23w f(X) =1 F(2) X3 f(x)

lim F(x) =1 lim F(x) =0
Monotonier: x<y-> F(x)<F()

fG) = F() ~ lim F(»)
Pla<X <b)=F(b)—F(a)
Pla<X <b)=F(b) —x]lI;l_F(x)

FX>b)=1-F(b) F(X2b)=1- lim F(x)

Binomialkoeffizient

Anzahl der Teilmengen mit genau k-Elementen aus einer

Grundmenge mit n-Objekten.
ny n!
(k) T (n—k)k!

Zxer PX = x) - (x — E(X))?

Erwartungswert, Varianz,

Standartabweichung
Erwartungswert:
EX) = PX=x)-x

Lagemass der Verteilung von X

Varianz:
VOO =) P =) (x — EX)Y
x€ER

VX)) =Ex?) — (E()?

Standartabweichung:

S =V

Streumasse der Verteilung von X

Rechenregeln:

Linearitat des Erwartungswertes:
EX+Y)=EX)+EY)

E(aX) = aE(X), fir aeR

Verschiebungssatz flr die Varianz:

V(X)) = (EX®) +EX))? = (Z P(X =x)-x*) - E(X)?

XER

VeX +B) =a? - VX) mita,B €R

Bedingte Wahrscheinlichkeit

P(ANB P(A)-P(B|A
Pl =000, pa = X2 O
Rechenregeln:

Multiplikationssatz:
P(AnB)=P(A)-P(B|A) =P(B)-P(A|B)

Satz von der Totalen Wahrscheinlichkeit:
P(B) = P(A) - P(B|A) + P(4) - P(B|A)
Satz von Bayes:
P(A)-P(B|A)

P(B)

Stochastische Unabhangigkeit

Stochastisch Unabhangig, falls P(A N B) = P(A) - P(B)
PX=xY=y)=PX=x)P(Y =vy)

Sonst stochastisch abhangig

P(A|B) = P(4),P(B) # 0

P(A|B) =

P(B|A) = P(B),P(A) # 0

Rechenregeln E-Wert, Varianz:
E(XX-Y)=EX)-E(®Y)
VX+Y)=VX)+ V()




Vektorraum R"

Der Vektorraum R™ besteht aus allen Vektoren mitn
reellen Komponenten; R™ hat die Dimension n

Addition / Subtraktion:

a, by a, + by
@b %t h:
a'n b'n an i b,
Addition / Subtraktion:
a; A-aq
1 azz _[ A -:az
a'n A -.an
Linearkombination:

D N B=2y B+ dy by + 4 2By

i=1

M

— — — /12
Ayob 4+, by + 42, b, =B
An

Lineare Unabhangigkeit

by, by, bs, ..., by, sind linear unabhéangig, wenn

e 0:b; +0-by + -+ 0- b, die einzige
Linearkombination von by, b,, ..., b, ist, die 0 ergibt.

e Zwei Vektoren nicht kollinear

e Drei Vektoren nicht komplanar

Sonst = Lineare Abhingigkeit / Nicht linear unabhingig
0 (Nullvektor) ist immer linear abhangig!

Basen

Eine Vektormenge B kann nur dann ein «vernlnftiges»
Koordinatensystem fir R™ definieren, wenn sie linear
unabhangig ist und genau aus n Vektoren besteht.

Eine Vektormenge B < R™ heisst Basis von R™, wenn:
(1) B enthélt genau n Vektoren.
(2) Die Vektoren aus B sind linear unabhéngig.

(1) Die Vektoren by, by, ..., b, bilden eine Basis von R™.

(2) ri(B) =n

(4) Bistinvertierbar
(5) Das LGS B - X = ¢ hat eine eindeutige Lésung.
- — —_— a1
a=ae +a,e, = (a )
27 (S)»normalerweise nichts vermerkt
Standartbasis (kartesisch x, y) : § = {e7; €;}
Standartbasis von R" ist § = {ey; €3; ...; €,}

— _— a — _—
a=ab, +a,b, = (a;). - Basis B = {bls 5 by }

Umrechnung zwischen
Komponentendarstellungen

a a,
a; a;
: =B :
an/ an/ 5

Komponentendarstellung Komponentendarstellung

Beziglich § Bezlglich B
a1 al
- a2 - aZ
a = . a= .
an s an B
SN~— -
441 a; a, a;
a; a; a; _1| @2
LGS B-| . = . , . =B .
An/ 5 an/ an/ 5 an/

Nach a4, @y, ..., @, aufldsen.

B = ¢Bg B transformiert von der Basis B in die Basis S

Lineare Abbildungen

Figuren bewahren ihre Form! Sie werden lediglich gedreht,
gespiegelt, projiziert, aber nicht gekrimmt.

Eine lineare Abbildung bildet immer den Nullpunkt auf den
Nullpunkt ab.

Eine Abbildung f: R™ — R™heisst lineare Abbildung,
wenn firr alle Vektoren %, ¥ € R™ und jeden Skalar 1 € R
gilt:

Zu beweisen ist linear?
e Bedingung (1) und (2) fiir alle Vektoren ¥,y € R"
und jeden Skalar A € R erfillt sind
Zu beweisen ist nicht linear ?
e Genligt ein einziges Bsp. fir ¥ sowie  oder A, fir das
eine der Bedingungen (1) und (2) nicht erfullt ist.
Bsp. f:R? - R?: (;C;) = (xl + sz)

X2
w f (CZ) + (i]/:)) —f (())2 i ;z)> _ <X1 + y;2++2}(13252 + yz)

X1 Y1\ _ (% + sz) (J’1 + 2}’2) _ <x1 +y; +2(x, + yz) ,
f (xz) + f(YZ) - ( X3 + Y2 h X3t ¥, ’

@ r(G)=r(G3) = ()

X x; + 2x Axy + 2Ax,\ )
A'f(x:)=1'< ! X, Z)=< llxz 2) v Slineare Abbildung

Es spielt keine Rolle, ob ich zuerst die Abbildung anwende
und dann rechne oder umgekehrt:

(_> o lineare Abbildung f o o )
X,y €ER" _— f@),f@) eR™

| Addition | Addition
o o lineare Abbildung f
ceyers MU g5 = 1) +£G) € R
\ J
e )
o lineare Abbildung f o
XeER“1ER _— fG)eR™MAER

| skalare Mult.

rzeRr fG9) =1 f@) e R

| skalare Mult.

lineare Abbildung f
-_ 5

(. J

Matrix einer linearen Abbildung
Beziiglich der Standartbasis:
Lineare Abbildung f: R®* » R™ f(¥) =A-X
Aist eine m X n - Matrix

I I I
A=|fG@) f(e) - f(en)

I I I
Die Spalten der Matrix A (sAg) sind die Bilder der
Standartbasisvektoren von R"



Beziiglich der Basis B und der Basis (

B = {by; by; ..; by} und C= {G3; Gy ...; Co}
Lineare Abbildung f: R®™ - R™

Alist eine m X n - Matrix

I I I
ho - ((f@)c (@), - (f@)c)
c I I I 5
Die Spalten der Abbildungsmatrix (Ap sind die Bilder der

Elemente von B beziglich C.
cAp transformiert ein Vektor von der Basis B in die Basis C

Lineare Abbildungen in der Ebene

Spiegelung an der

x-Achse: y-Achse: Punktspiegelung:

_(1 0 _(-1 0 _(-1 0
a=(p o) 4= ) 4=(o o)
Gerade g:ax + by = Ound a® + b? = 1:

_(1—-2a* —2ab T
S—( —2ab 1—2b2) s(x) =X —2%, = (2P — E)X
§-S=S?=E
Orthognale Projektion auf die
x-Achse: y-Achse:

_(1 0 _(0 0
4= (0 0) A= (0 1)

Gerade g:ax + by = Ound a® + b? = 1:
P:(l—a2 —ab) p(x) =% -3 =%- (@ D
—ab 1-Db? %, = (@-Dn

P-P=pP?2=Pp
Streckung um den Faktorl und l in
x-Richtung: y-Richtung:

_(n 0 _ 1 0 __ neuer Betrag
4= (0 1) A= (0 n) ~ alter Betrag
Zentrische Streckung:

_m 0
A= (O m)

Rotation um den Winkel ¢ um den Ursprung
Uhrzeigersinn: Gegenuhrzeigersinn:

4= (Cos® sing __(cosp —sing

- (—sin ¢ cos (p) - (sin @ cos@ )

Falls Mittelpunkt nicht im Ursprung = Homogene Koordinaten,
Verschiebung vom Mittelpkt. T - 5 : T

e
Rotation Translation

Scherung mit dem Faktorl in
x-Richtung: y-Richtung:

-G -G

Scherung um Winkel

n = tan(¢p)

Lineare Abbildungen im Raum

Spiegelung an der

x/y-Ebene: x/z-Ebene:
1.0 0 1 0
A= (0 1 0 ) A= (0 -1
0 0 -1 0 0
x-Achse: y-Achse:
1 0 0 -1 0
A= (0 -1 0 ) A= < 0 1
0 0 -1 0 0

y/z-Ebene:

0 -1 0 0
0 A=10 1 0
1 0 0 1

z-Achse:

0 -1 0
0 A=(0 -1
-1 0 0

Ebene E:ax + by +cz=0unda? +b? +c2 =1

1—2a®> —2ab —2ac
S=| —2ab 1-2b* —2bc
—2ac —2bc 1 —2c?

S=2P—E=E—-2n-n"
s(@)=%—2x%, =2p(X)—%

0
0
1

)

Orthogonale Projektion auf die

x/y-Ebene: x/z-Ebene:
100 100
A= (0 1 0) A= (0 0 0
0 0 0 0 0 1
x-Achse: y-Achse:
100 00 0
A= (0 0 0) A= (0 10
0 0 0 00 0

y/z-Ebene:

0 0 0
A=10 1 0
0 0 1

z-Achse:

0 0 0
A=10 0 O
0 0 1

Ebene E:ax + by +cz=0unda? +b? +c2 =1

1-a®> —-ab —ac p
P=( —ab 1-b%> —bc
2

—ac —bc 1-c

p(X) =%—-Xx,’

=E—i-i

()

Rotation im Gegenuhrzeigersinn um den Winkel ¢ um die

x-Achse: y-Achse:
1 0 0 cose 0 sing
A= <0 cos @ —sin<p> A= < 0 1 0 )
0 sing cos¢ —sing 0 cos¢
z-Achse g:x+y+z=0und ¢ =120
cosp —sing 0 00 1 S 1
A= <sin<p cos @ 0) A= <1 0 0) e, = E<1>
0 0 1 010 1

Gerade g:ax + by + cz =0und a? + b? + c? = 1:
a-b(1—cosp)—c-sing a-c(l—cosg)+b:sing
b'C(l—COS(p)—a-sin(p>
cos @ + c2(1 — cos @)

cos @ + b%(1 — cos )

cos @ + a?(1 — cos @)
a-b(l—cosp)+c-sing

a-c(1—cosp)—b-sing b-c(l—cosp)+a-sing
r(X) =% +cosg %, +sing - (7 x )

Streckung um den Faktorlin

x-Richtung: y-Richtung:
20 0 100

A= (0 1 0) A= (0 A0
0 01 0 0 1

Zentrische Streckung:

4 0 0
A=<o A 0)
0 0 A

z-Richtung

1 0 0
A=10 1 0
0 0 2

Verkniipfung von lineare Abbildungen

gof:B-A ng:A'B
f:R® > R™ g:R™ - RF

f hat die Abbildungsmatrix A, g hat die Abbildungsmatrix B

7=1(6) =46 =9(()=5C

N _poga (N1 (3= A-R. V1
gof@P=8-4-(}))  feg®)=4B-(})
Inverse einer linearen Abbildungen
gof
/f, \
R"® R R™ N Rk
- f - -
X 7 f(x) — g(f(x)
X — A-% — B-A-%
gof(X) =%  firjedes X aus dem Definitionsbereich

B-A=E, Al=B

Die Abbildung, die zuerst ausgefiihrt wird, bzw. die
zugehorige Abbildungsmatrix steht rechts; so trifft sie
zuerst auf das X.

Die orthogonal Projektion ist NICHT invertierbar!



Basiswechsel

| |
Abbildungsmatrix T, = <(b1)5 (bn)s> = s(by - by)g
s | I/,
gls = STB_l

sAs = sTg " gAg * gTs = sTg " gAgp - sTB_l

e N\
R? lineare Abbildung f R?
s .
Darstellung bzgl. X L’ fX)
der Basis
gls | sTp T
5B v
Darstellung bzgl. X —_— fX)
der Basis B
\_ J

cTg=cTs sTg=C""'B

s = (e (e )
Tz gTs =B B 1 =FE

Verkettete Rotationen

Die Rotationsmatrizen werden in umgekehrter Reihenfolge
aufgeschrieben, d.h. die Matrix fur die letzte Rotation steht ganz rechts;
dafir «vergisst» man, dass die Rotationsachsen mitrotiert worden sind.

Ry(a) * Ry,(B) © R(y) =Ry(a) R,(B) R, (¥)
3.Rotation 2 Rotation 1.Rotation  umgekehrte Reihenfolge

Wir fiihren drei Rotationen hintereinander durch: (1) Rotation um die x-Achse (2)
Rotation um die mitrotierte y-Achse und (3) Rotation um die mitrotierte z-Achse.

Ryl(ﬁ) = Rz(y) ’ Ry(ﬁ) ' Rz(_)/)

Homogene Koordinaten

e Ortsvektoren #(P) sind am Ursprung angeheftet; die
zusitzliche Komponente wird fl gesetzt.

e Freie Vektoren sind frei parallel verschiebbar, die
zusitzliche Komponente wird [ gesetzt.

px ax
7(P) = (m) i= (ay> 2D
n [0}

-> Somit sind nun Translationen durch Matrizen
darstellbar.

Rechenoperationen:
e Addition von freien Vektoren: @ + b
e Skalare Multiplikation von freien Vektoren: 4 - @
e Subtraktion von Ortsvektoren: #(Q) — #(P)
(das Ergebnis ist ein Vektor)
e Addition eines Ortsvektors und eines freien Vektors:
7(P) + d (das Ergebnis ist ein Ortsvektor)

Rotation in homogenen Koordinaten
R? — R? Rotation um den Winkel ¢ um den Ursprung

cosgp —sing 0
A=<sin(p cosp 0

0 0 1

Translation in homogenen Koordinaten

R a
R? — R? Translation um den Vektor d = (a;)

1 0 a
A=(0 1 a
00 1

a;

R3 —» R3 um den Vektor d = (a2>

as

1 0 0 a

01 0 a;
A=

0 0 1 ay

00 0 1

Translation und Rotation in homogenen

Koordinaten
R? - R? Rotation um den Winkel ¢ um den Ursprung mit

. . a;
anschliessender Translation um den Vektor d = (a )
2

cosg —sing a; "
A=|sing cosep a, dm

0 0 1

Y3 \/&/ T3
Translation entlang altem s

(griinem) System . 2

0 1 2 3 4

Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir betrachten eine lineare Abbildung f: R™ — R™ mit

Abbildungsmatrix A. Ein Vektor  # 0 € R™ heisst
Eigenvektor von f bzw. A zum Eigenwert A € R, falls gilt:
f@ = A-% brw.

A v =¢-0

->Matrix mal Eigenvektor muss ein vielfaches des
Eigenvektors ergeben!

Fireinen X n — Matrix A gilt:

(1) Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms.

(2)  Ahat hochstens n verschiedene Eigenwerte.

(3) Ist ¥ ein Eigenvektor zum Eigenwert A, so ist auch
u-x%, (u+# 0 € R) ein Eigenvektor
zum Eigenwert A.

(4) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwert sind
linear unabhangig.




Eigenwerte bestimmen
1.  Bestimmen aller reellen Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

2. FuUrjeden Eigenwert A von A lineares
Gleichungssystem _ I6sen

e  Alle Lésungen # 0 sind Eigenvektoren (EV) von
A zum Eigenwert (EW) A

Ay = A, =+ = A, der Eigenwert 4; hat algebraische
Vielfachheit n (£ Multiplizitat der Nullstelle).

Fir die diagonalisierbarkeit, muss jeder EW mit
Vielfachheit n auch n EV bilden.

V1ix Vox
o Ut | Viy | Fpup | Vay | +o
V1z U2z

D N e’
1. EV zum 2. EV zum
EWﬂ.i EW).,:
Beispiel
_ (—2k k
A _( k —Zk)

L A—A'E:(_;k —;k)_l(é g):(_y;c- —215-)

_ o —2kem Kk
2 chp(d) = det(A—2-E) = det (( ' _Zk_))

= (=2k = 2)- (=2k =) — (k- k) = 2% + 4kA + 3k?
3. chp(D) =0 > A==k, A = -3k

C (R A)ecn !
-2k — (—k k _
(T Lt )=GE R
> (_kk —kk)(z:):(g) - Gauss!

—k k|0:—k k|0 v =
k —klo~ o olo 2o

-0 0)-0)
6. A—AZ-E:(_zk _I;k)—(—3k)-((1) ‘1))

(_Zk P —2k —k(—3k)) = (Z ﬁ)

7 (’;ﬁ ﬁ)(f;) = (g) - Gauss!

GRS e (9=p(3)=(Y)

Eigenwerte spezieller Matrizen
ROESEBA R — R um die Achse mit der Richtung d.
Eigenvektoren p - @, u # 0 zum Eigenwert 4 = 1
BRGJEREIBH R — R3 auf eine Ebene E mit Normalvektor 7.
Eigenvektoren: Vektoren von E zum Eigenwert 4 = 1
Eigenvektoren p -7, u = 0 zum Eigenwert A = 0
A= (n 0)

0 m

),u # 0 zum Eigenwert A = n

Eigenvektoren u - ((1)

Eigenvektoren u - ((1)) , L # 0 zum Eigenwert A = m
SPIEBEIUAE R* — R3 an der Achse mit der Richtung d.

Eigenvektoren p - @, u # 0 zum Eigenwert 4 = 1
Eigenvektor senkrecht zu @ zum Eigenwert A = —1

Diagonalisierbarkeit

Einen X n — Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn -
X1, X, v, X, besitzt (mit anderen

Worten: wenn es eine Basis aus Eigenvektoren gibt).

In diesem Fall erhélt man eine Basiswechselmatrix T, indem man die

Eigenvektroren X7, X, ..., X,, als Spalten nebeneinander schreibt; die

Diagonalelemente von D sind dann die entsprechenden Eigenwerte.

Eine quadratische Matrix A heisst diagonalisierbar, falls eine
invertierbare Matrix T sowie eine Diagonalmatrix D gibt, so dass gilt:

A=T-D-T!

Hat chp(4) n Nullstellen (inkl. Multiplizitaten)?

Ja Nein
\ 4

Sind die Nullstellen alle
verschieden?

Ja Nein
Y

Ist fur jede mehrfache Nullstelle die
Anzahl linear unabhangiger
Eigenvektoren gleich der
Multiplizitdt der Nullstelle?

Ja Nein
\ 4 \ 4 \ 4

A ist diagonalisierbar ‘ A ist nicht diagonalisierbar

Wenn A diagonalisierbar ist, dann gilt: A =T - D - T~ mit

A D0 R
p=( . P .7 5 |=4s T=% x5 - x

0 - () An | | |
Dabei sind A, 4,, ..., A,, die Eigenwerte von A, X7, %5, ..., X,
entsprechende Eigenvektoren, alle linear unabhangig!

Potenzen von diagonalisierbaren Matrizen

A A A
A=T-D-T*-T-D-T*-T-D-T"1=T-Dk-T"?

E E
2, 0 O\ /2% 0 0
D¥ = (0 2 0) =0 a* 0

0 0 A 0 0 aF

Nur ein Eigenwert mit Betrag > 1
AR =T -DF-T™V =A% (g X+ php - 25 + oy~ %)
firk - o = A

Ubergangsmatrizen
m
o, R
\“l’/

x die Anzahl Objekte mit Zustand X
y die Anzahl Objekte mit Zustand Y

x y

Xneu = Qxx " Xait T Ayx * Yait Xneu — Xait
_ - =|Axx Qyx |-

Yneu = Qyy * Yait T Axy * Xait Yneu Ary Gy YValt

Zustande vorher

. 1 - j = n
Q
£ 1(pn Pij P1in X1 #0bjin Nr.1
8 . _[x )\ _[#0bjinNr.2
o i |pu pij Pin *=1s = :
j Xn #0bj in Nr.n
-‘J; n | Pn1 p”j Pnn
13 —

AN =1 :1V J

P



P - X beschreibt die Verteilung der Objekte auf die
verschiedenen Zustdande nach einem Takt und der Vektor
P¥ - % die Verteilung der Objekte nach k Takten.

Die Verteilung der Objekte auf die verschiedenen Zustande
stabilisiert sich mit der Zeit; die Endverteilung ist ein
stationdirer Zustand der Ubergangsmatrix P, d.h. ein
Eigenvektor zum Eigenwert 1 (ein solcher existiert fur jede
Ubergangsmatrix!) EV:Verteilung der Objekte auf Zustinde

Stationdrer Zustand
Far eine stochastische Matrix A gilt:
(1) A, = 1ist Eigenwert von A
(2) Fur alle anderen Eigenwerte A, von A gilt:
|4l <1
-> Ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 heisst stationarer
Zustand.

Stochastische Matrix
Eine Matrix A heisst stochastisch, wenn gilt:
(1) Alle Elemente a;; der Matrix A sind = 0.
(2) Fur jede Spalte der Matrix A gilt: Die Summe aller
Elemente dieser Spalte ist = 1.

Lineare Regression

Datenpunkte:
(x;y)mit1<i<n

Residuen oder Fehler

r=90) -y

Ausgleichs- oder Regressionsgerade

(in y-Richtung)

ist diejenige Gerade, fur die die Summe der quadrierten
Residuen X7, ;2 am kleinsten ist.

Regressionsgerade zu Datenpunkten mit

Normalengleichungen
AT-A-Z=AT -5 - (AT - A|AT - ¥) > Gauss

Dabei hat der Vektor Z als Komponenten die unbekannte
Steigung m (z;) und den unbekannten Achsenabschnitt g
(z,) der Regressionsgerade.

Die Matrix A hat in der Spalte die x-Koordinate der
Datenpunkte und in der zweiten Spalte lauter Einsen. Und
der Vektor ¥ enthélt die y-Koordinaten der Datenpunkte.

Die Methode der kleinsten Quadrate

Das lineare, inhomogene LGS mit m Gleichungen und n
Unbekannten x;, x5, ..., X,

a11X1 + AuaXp + o QX = Y1+ 1

Ap1X1 + AppXy + -+ AopXy = Y2 + 77 S s
21X1 22X2 : 2mXn = Y2 T T2 SAR=F+7

Am1Xy + QpaXe + 0+ QX = Y + 1y

Hat immer mind. Eine Losung mit einem
Residuenvektor # von min. Betrag. Diese Lésungen findet
man durch Auflésen der Normalengleichungen
AT-A-Z=AT 5.
Hat die Matrix A den Rang n, so ist die symmetrische
n X n-Matrix AT - A invertierbar und man erhélt die
einzige Losung aus der Gleichung ¥ = (AT - 4)™1- AT - y.
Fir die Lésungen X gilt immer:
e A-Xundder Residuenvektor# = ¥ — A - ¥ sind
orthogonal
. Es gilt der Satz von Pythagoras:
[YI>=14-X* + |y — A-X|*.

Regressiongerade

gx) =y} (Mxmtqa=y L
N -A=(x 1]
g =y m-x,+q=y, |

s(t) =y vititat?=y, I
N -A=|¢ ﬁ .
st =y Wwetyta-t,?=y, |

Normalengleichung |6sen

9AT-A-5E=AT-37mit3?=(1Z;)

(AT - A|AT - ¥) mit Gauss fir X [6sen

Arithmetisches Mittel

1¢n - = 1¢n 2 _722 1yn i .
XX =X, SNLaxt =xt N Xy =Xy

Rk g = =% 4 2

?PP..P77



Diskrete & stetige Verteilungen Erwartungswert von stetigen Diskrete | stetige
Bei einer diskreten Zufallsvariable gibt es immer Licken Zufallsvariablen X Zufallsvariabeln
zwischen den Werten, die die Zufallsvariable annehmen
kann; in der Regel zdhlt eine diskrete .Zufallsvariable etwas u=EX) = f F(x) - x dx g
und kann entsprechend nur ganzzahlige Werte —w o g
annehmen. E(X) = Yper P(X = x) - x fur diskrete 2V X -1 s 2 o
. m 3 g_ o o
: gnhZfI;Insttcci)lsrende Linearitst § § g g g Ez':
Bang von - E(X +Y) = E(X) + E(Y) und D00 s | |3 : s |z
Eine stetige Zufallsvariable hat hingegen ein mita € R R z g S i S
L h ) S s c >
kontinuierliches Spektrum von moglichen Werten; oft - 03 & Z 2
erhalt man diese Werte durch Messungen. Varianz von stetigen S 3 g ™
~ ~
T tur ... q
*  cmperart Zufallsvariablen X 8
e Hohevon ..
e lebensdauervon ... - = =
> S
) ) ) 0?2 =V(X)=f f(x) - (x—EX))?dx ~ 2 2 0= ~
Dichtefunktion & Kumulative —oo [\”4 2 2aoaon | M]3 g
. . V) = [ x?- dx — E(X)? o o < 2lelse
Verteilungsfunktion ) w X G R - A =N Bl
E(X?) Ol E S|y = = = IA s
V(X) =Y, er PX = x) - (x — E(X))? fir diskrete ZV X ~ %l\\h/‘] % 1g LR & ’E z
PDF der diskreten Zufallsvariable X = | =13 |Lipaipaipal o [ o ]2
Verschiebungssatz 7 2k et e 2
Die PDF f einer diskreten Zufallsvariablen X weist jeder erschiebungssa l; - s s =i B | 7
reellen Zahl x die Wahrscheinlichkeit zu, mit der X den - = & 2 2 Py >
Wert x annimmt: f(x) = P(X = x) =7 £
Sind X und Y stochastisch unabhdéingig, so gilt:
CDF VIX+Y)=V(X)+ V() = -
Die CDF F ist fiir diskrete und fiir stetige Zufallsvariablen VX -Y)=VX)+ (—1)%-V(Y) > = 5 Ol BS
folgendermassen definiert: F(x) = P(X < x). Via-X)=a?-V(X) I ,S . ’i’i’i xRl .
Fx)=P(X<x) = xf(u)du . . § 8 Y RS f;-:i e
= . Standardabweichung von stetigen = LA N N B
N c
Der Integrand f heisst Dichtefunktion oder PDF der Zufallsvariablen X < s - 8 § I \—~”~/ R N %"
stetigen Zufallsvariabeln X < w = T o— Il 1_; s
| v 3 \ht:- ~— ~ o
F(x) = P(X < xo) = F(xo) o = V) = | Ol O I B
= = - > & ~
F(x) =Pla<X<b)=Fb)-F(a) S(X) = /V(X) fur diskrete 2V X s |- & Ol I
FGO) = POX > x,) = f Fdu=1-PX < x0) = 1— F(x,) N S
X0 =
f fdu=1




Bernoulli Verteilung

Bernoulli-verteilte Zufallsvariable X:
Zufallsexperimente mit nur zwei moglichen Ergebnissen.
Erfolg & Misserfolg (1 & 0)

- Erfolg:P(X=1)=p

- Misserfolg: P(X =0)=1—-p=q

Fir eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable X gilt:
(1) EX)=EX?*)=p
2 VX)) =p-A1-p)=p-q

Binomialverteilung

Eine diskrete Zufallsvariable X heisst binomialverteilt mit
den Parametern:

- n(Anzahl Wiederholungen),

- p (Wahrscheinlichkeit fir ein Ergebnis 1) und

- g=1lp,
wenn ihre Dichtefunktion (PDF) gegeben ist durch:

p(X = x) = (;l) . px . qn—x

b
P(a <X <b)=F(b)—F(a) = Z (3)p* - an*
k=a
b
P(X <b) = F(b) = Z (1) -t
k=0

PX=b)=1—-P(X <bh)
n n! n n! . _
(k) T (n—k)k! (kl,kz, ) = kot firks +k; +-=n

Schreibweise: X~B(n; p)
X zahlt die Erfolge bei der n-fachen Wiederholung eines
Bernoulli-Experiments.

Eine B(n; p)-verteilte Zufallsvariable X |dsst sich als
Summe von n Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X;
auffassen: X = Y1*; X;. Dabei halt X; das Ergebnis des
i-ten Experiments fest, und es gilt: P(X; = 1) =p
Fir eine Zufallsvariable X~B(n; p) oder X~N(u; o) gilt:
(1) u=EX) =np - Erwartungswert
(2) 62=V(X)=npq ~> Varianz
(3) 0 =SX)=,npqg > Standartabweichung

BSp.

u=EX) =20 Erwartungswert

og=2 Standartabweichung

P(X > 23) W’keit fir mehr als 23 Erfolge

u=EX)=20=mnp
c=2->02=22=V(X) =npq

Y _2 1

np 20 5

1 4
=200-n=2=2=25
np ->n » 4/5

P(X>23)=P(X=24)=P(X =24)+P(X =25)

=G0 O +G)O"e

— —=
25 4 1 1
X~B(25;3)

Gauss‘sche Normalverteilung

Eine stetige Zufallsvariable X heisst normalverteilt mit den
Parametern u,0 € R, o > 0, wenn sie folgende
Dichtefunktion (PDF) hat:

_Lx=py?
q)u'a(x) = \/%-cr ‘e 2( 7 )

Schreibweise: X~N (u; o)

Istu = 0und o =1, so spricht man von der
Standardnormalverteilung: |hre Dichtefunktion wird
einfach mit ¢ bezeichnet; sie ist gegeben durch:

1 1
p() = 7= e 2’ - X~N(0; 1)
VAT

Die kumulative Verteilungsfunktion (CDF) von ¢, ;(x) wird
mit @, ;(x) bezeichnet. Sie ist definiert durch:

1(t—p

D, (X) =P(X <x) = [* @, (t)dt == [ e'E(T)zdt

2o
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Graph der Dichtefunktion (PDF) ¢, » () Graph der Verteilungsfunktion (CDF) @, ()

Die Verteilungsfunkton der Normalverteilung kann nicht
auf elementare Weise berechnet werden. Fir ihre Werte
gibt es ,' die Tabellen beziehen sich allerdings
immer auf die Standartnormalverteilung.

Liegt eine beliebige Normalverteilung N (u; o) vor, muss
erst standardisiert werden. Statt der urspringlichen
Zufallsvariablen X betrachtet man die Zufallsvariable
v="=* ~N(0; 1)

Diese folgt der Standardnormalverteilung. Die CDF @, ,(x)
einer beliebigen Normalverteilung kann mit der Formel
b, 5= d)(%) aus der CDF ®(x) der
Standardnormalverteilung berechnet werden.

Bei einer Zufallsvariable X, die der Normalverteilung
N(u; o) folgt, liegen
e (Ca. 68% der beobachteten Werte zwischen
u—oundu+o
e (Ca. 95% der beobachteten Werte zwischen
u—20undu+ 20
o (Ca.99.7% der beobachteten Werte zwischen
u—3ound u+ 30

h—o 12 Hto nt+2-0

Wichtige Eigenschaften einer N(y; o) -
verteilten Zufallsvariable X gElJ2| [l
Pl@a<X<b)=o,,0b)—-d,,(a)

P(IX — ul Se):P(u—eSXSu+e)=2-Cb(§)—l

In den Aussagen kénnen l - Zeichen nach Belieben durch
l - Zeichen ersetzt werden.

Zentraler Grenzwertsatz

Gegeben sind lauter identisch verteilte und stochastisch
unabhangige Zufallsvariablen X;, X, ..., alle mit demselben
Erwartungswert u und derselben Varianz 2.

Die Summe

n
Sn = Z Xi
i=1

hat den Erwartungswert nu und die Varianz no? und ist
annihernd S,,~N (nu; Vno) — verteilt.



Das arithmetische Mittel

n
_ 1
Fa=Sln=s ) X
i=1

hat den Erwartungswert u und die Varianz 62 /n und ist
annihernd Xn"‘N([l;%) — verteilt.

Die Verteilungsfunktion (CDF)
F, (u) der dazugehorigen standardisierten Zufallsvariablen
_ Sy —np _ Xn — U

\/ﬁ' a J/\/ﬁ
konvergiert fiir n = oo gegen die Verteilungsfunktion ®(u)
der Standardnormalverteilung U,,~N(0; 1):

dt

Un

lim Fy(u) = OW) = - [ o7
Jim () = () = —— f_m"’

Approximation der Binomialverteilung

durch die Normalverteilung

Fur eine B(n; p) — verteilte Zufallsvariable X mit RPN
kénnen Intervallwahrscheinlichkeiten mithilfe der
Normalverteilung approximiert werden:

Pla<X<bh)= sz P(X =x) = D0 (b +1/5) = @, (a = 1/)

An den Grenzen muss eine Stetigkeitskorrektur + 1/2
vorgenommen werden!
Pla<X<b)=P{(a+1)<X<(h-1))
Pa<X<b)=Pa-1/,<x<b+1/)

mit Stetigkeitskorrektur

Bsp.

P(39<X<49) -P(m<X<m)
P(39+1<X<49-1)
P(40 < X < 48)
P(40-1/,<x<48+1/)
P(39.5 < X < 48.5)

Zufallsstichproben

Eine einfache Zufallsstichprobe vom Umfang n ist eine Folge von
stochastisch unabhangigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen Xy, ..., X;,, den sogenannten
Stichprobenvariablen (Elemente aus der Grundgesamtheit).
Dabei bezeichnet X; die Merkmalsauspragung des i-ten Elements
in der Stichprobe. Die beobachteten Merkmalswerte x;, ..., X,
der n Elemente sind Realisierungen der Zufallsvariablen X3, ..., X,
und heissen Stichprobenwerte.

Parameterschitzungen

Allgemein ist eine Stichprobenfunktion eine Funktion, die von
den Stichprobenvariablen Xj, ..., X;, abhangt. Eine
Schdtzfunktion © = g (X, ..., X,,) ist eine spezielle
Stichprobenfunktion, némlich eine «Formel», mit der man den
Wert eines Parameters 8 der Grundgesamtheit schatzen kann:
Setzt man eine konkrete Stichprobe x;, ..., x,, ein, so erhdlt man
ein Schitzwert 8 = g(xy, ..., x,,) fur den Parameter 6.

Schatzfunktionen:

e Eine Schatzfunktion ® eines Parameters 6 heisst
erwartungstreu, wenn gilt:

E©) =06

Gegeben sind zwei erwartungstreue Schatzfunktionen
0, und ©, desselben Parameters 8. Man nennt
Schatzfunktionen ©, effizienter als 9, falls gilt:
V(©,) <V(0,)

Eine Schatzfunktion @ eines Parameters 6 heisst
konsistent, wenn gilt:

E(@®) - 8undV(®) » 0firn —» o

Schatzfunktion Schatzwert

R
X=—--y"_ X
n =11

Erwartungswert a
Spezialfall p: -1 Z”

X=—- X; h—g=21.
Anteilswert einer n P p=x=- i1 X
Bernoulli-Verteilung _ Anz. 'Erfolger

n

S§2 = 62=s%2=
Varianz 1 S 1 _
— 2 (X — X)? — X (g — 0)?
G=s=
Standardabweichung S =./S2 1

o L (= %)?

1. Xund §? sind erwartungstreu und konsistent
2. §ist konsistent, aber nicht erwartungstreu

Vertrauensintervalle

Tabelle 10.3.1

Wir legen eine beliebig grosse Wahrscheinlichkeit y fest (z.B. y =
95%). v heisst statistische Sicherheit oder Vertrauensniveau.

a =y — 1list die sog. Irrtumswahrscheinlichkeit.

Dann bestimmen wir zwei Zufallsvariablen ©,, und ©, so, dass sie
den wahren Parameterwert 8, mit der Wahrscheinlichkeit y
einschliessen:

P(QuSGOSGu)Zy

Dabei hdngen ©,, und ®, von den Stichprobenwerten ab, d.h. sie
sind Stichprobenfunktionen der n unabhangigen Zufallsvariablen
X1, Xp

0y = gu(Xy, -, Xp) und 0, = g,(Xq, ..., Xpn)

Setzt man nun die Werte x4, ..., X, einer konkreten Stichprobe
ein, so erhalt man ¢, und c,.

Sie bilden die Grenzen eines Intervalls, das als
Vertrauensintervall fir den Parameter 6 bezeichnet wird.

Vorgehen:

1. Dierichtige Zeile in der Tabelle 10.3 finden
Welcher Verteilung folgt die Grundgesamtheit?
Welcher Parameter soll geschatzt werden?
Welcher Fall liegt vor?

2. Schéitzwerte berechnen
gemass Tabelle in 10.3 (Spalte 3)

3. Grenze(n) fiir die standardisierte Zufallsvariable
berechnen
Dabei missen wird Folgendes bericksichtigen:

- Verteilung der Testvariablen gemass Tabelle 10.3
(Spalte 5)
- Vertrauensniveau y

4. Grenzen des Vertrauensintervalls berechnen

gemass Tabelle 10.3 (Spalte 6).

Bsp. a — Vertrauensintervall fur u:[_,_]



Hypothesentests

Tabelle 10.4.

Vorgehen bei einem Parametertest
1. Nullhypothese H aufstellen
Um welchen Parameter geht es?
Welchen Wert hat er angeblich?
Oder werden zwei Parameter verglichen?
2. Alternativhypothese H , aufstellen
Kommt es darauf an, in welche Richtung die
Abweichung geht?
Ist dies der Fall, so beschreibt Hy nur die relevante
Alternative
3. Die richtige Zeile in der Tabelle 10.4 finden
Welcher Verteilung folgt die Grundgesamtheit?
Um welche Nullhypothese geht es?
Welcher Fall liegt vor?
4. Kritische Grenzen bestimmen
Dabei missen wir Folgendes bericksichtigen:
- Verteilung der Testvariablen gemass
Tabelle 10.4 (letzte Spalte)
- Signifikanzniveau
- Ist H, einseitig oder zweiseitig?
Wenn einseitig, auf welcher Seite befindet sich
der kritische Bereich?
Einseitig: p = a
Zweiseitig: p (p; & p,) aus
5. Testwert berechnen
gemass Tabelle 10.4 (vorletzte Zeile)
6. Testentscheidung féillen
Liegt der Testwert im Annahmebereich oder im
kritischen Bereich?




