Kartesische Form:

lH(’L):ng
3 -+
2 - .S‘Z‘j
z=x+j'y
I T I j=V-1
Re@)-xel
! | | | |
T T T T T T
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Konjugiert komplexe Zahl: z* =x —j-y (Z) 2 Spiegelung an x-Achse
Rechenregeln: 1. z+2z2"=2-x=2-Re(2)
2. z—z"=2y-j=2-Im(2)
3. zxz* =x%+vy% =|z|?

Betrag:  |z| = |;| = Jx2+y?

Abstand zwischen z; und z;:

xz —x1
ly: — 3] = V0 =57+ Oz~ )2
Addieren:
Zi+z, =g+ y) 0o+ y) =0 +x)+ (0 +32)

Multiplizieren:

zyZy = +jry) Qe+ y) =

-1
Xy Xy ¥ X0 Yo jrx i jt Yt ye P
(oo =y )+ Oy + 2 y1)

Dividieren:

* * * *
hn_ hrh —Re<—zl'zz>+1m<—zl'zz>j

YT 2 z = 2 2 2 2|’
Zy Z3 X3 =Y X2 =W X2 =X

1. Erweitern mit dem konjugiert komplexen des Nenners
2. Ausmultiplizieren von Nenner und Zdhler
3. Umformung zur kartesischen Form durch Bruchzerlegung

Waurzel ziehen:

a-z°+b-z+c=0

<0
_—b*Vb*—4-a-c —btV-1-\|p*—4-a-c| -bxj-\|[b*—4-a-(]
A2 = 2-a h 2-a - 2-a

Trigonometrische Form:

Im(z)
)/_... Z=- 7".])’ Betrag: T = |Z| = [xz + yZ
Argument:

-
= = X

. emmE@=wan()

X 9 €(=T/3.7/5)
x =1-cos (¢) y =7 -sin (¢)

z =71"-(cos(e) +j - sin(p)) = r - cis(¢p) > Trigonometrische Form

(r-cis(p))* =r-cis(—p)

atan(y/x) x<0
y>0
=0 @ = arctan (%) +m
y<0 (p=arctan(¥)—n

Multiplizieren:

zy* 2, =1y cis(@q) 1y - cis(@y) =110 15 - cis(@q + @2)
a- z, areel - Streckung des Ortvektors
jz -> Drehung um (0,0) mit Winkelg
Z, 7y -> z, Streckung um r;, und
Drehung um (0,0) mit Winkel ¢,



3+ 2z
2 P
P
| | | | | |
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I
Potenzen:
zZh=z-z-..=r"-cis(n- )

1. z in trigonometrische Form umwandeln.

2. Potenz berechnen

3. Zuriick in kartesische Form umwandeln.

Waurzel ziehen:

n

z"=a a € C Originalfunktion

z" = (s cis@)" =s"-cis(n-YP) =1, - cis(@g)

st =1, n-Y=q@,+2kr kel

n —Lésungen

IH(E)

Drehung um 0 mit Winkel @
z Multiplizieren mit:

) Cis(@) = cos(e) +j - sin (@)

k=012 ..,(n—1)

z" =7r-cis(y)

Exponentialform / Eulersche Formel

e/® = cos(¢) +j - sin (¢)
r-cis(p) =r-e/? (r-cis(p)) =r-eJ®

Taylorreihe zur Entwicklungsstelle x:

w M
f(xo) = Enzo n(sz) (= xp)"

Harmonische Schwingungen im Zeigerdiagramm:

t

\

y(t) = A - sin(wt + ¢)

y(t) = A-sin(wt + @) © y(t) = A-e/(@+9) Komplexe Zeiger
Uberlagerung harmonischer Schwingungen

y1(t) = Ay - sin(wt + ¢4) y2(t) = Ay - sin(wt + ¢@3)

e

y2(t) = Ay - sin(wt + @,) < dl

y1(6) = Ay - sin(wi + ¢q) (
y,(t) = A, - eJ (@t+92)

1. y1(t) =A, - el (wt+@1)

N

2. Addition im kartesischen: y =y yqrt(t = 0) + Y2 gare (t = 0) ,:.,,;'lff'ﬂ'
y é
3. A= |ykart| ¢ = arg(ykart) = arctan <j) \‘}\\:\;\
4. y = A-sin (wt + @) zurilicktransformiert in einen /\//
et

komplexen Zeiger ////
NI

(6

(D +10)uis-y



y1(t) = A; - sin( + ¢1) y2(t) = Ay - sin( + ¢2)

1. Komplexe Zeiger (t = 0): v, = A, - cis(¢,) vy, = A, - cis(e,)

2. Addition im kartesischen (t =0): y=a,+by-j+a,+by,-j=a+b-j
3. A = Yarel =Va* + b?
4.y = A-cis (wt + @)

5. Zuriicktransformiert yg.s(t) = A - sin (wt + @)

b
¢ = arg(Viqre) = arctan (5)

Fourier — Reihen
p(x) = Yh—_y frelkox p(x) = =2+ ¥i_1 (ay cos(kx) + by sin(kx))

T/2

Fom 2T Fe e dx, (k2 0)  f=3-[) f(©)-dt

a, = 2 Re(fy) by = =2 Im(fy)
%= = ¥ f(x)dx =2 f_TT/jZ f@)cos (k - == x)dx, (k = 0)

T/2

be==["] 7S O)sin (k- 2 x)dx, (k = 1)

Gewohnliche Differentialgleichungen

Laplace - Transformation
F(s) = j f@©)-estdt,  mits = Re(s) +j-Im(s)
0

Polynomfunktion:

fO =ay t"+a, 1 t" P+ dat +ag = YRogapr th

k!
sk+1

L{tk} = — fiir Re(s) > 0

Linearitat:

Lic; i) + ¢ (0} = o1 - L{IFL(O} + ¢ - L{fH(O}
Verschiebungssatz:

Verschiebung der Originalfunktion in R Dampfung der Bildfunktion in C
L{f(t —a)} = e7% - L{f ()}

Dampfungssatz:

L{e™ - f(0)} = F(s + @), mit F(s) = L{f (D)}
Ableitungssatz:

Lf'@Y= [ f'(®)-e~stdt, seC

LI ()} = s F(s) = f(0)

L' (O} = s F(s) —s - f(0) — £'(0)

Muss gelten: lim f(z) e ™ =0
Z—00

Aufblahen:

Beispiel:
F(S) - L{f(t)} - ﬁ - (s—ls)2+1 - (ss:ll):j-l =
LHF)}=f®) =e"( + )

Grenzwertsatze:
1. Rechtsseitiger Grenzwert firt — 0:
£ =limf(®) = lim(s - F(s)), mit F(s) = L{f ()}
2. Grenzwert fiir t — oo:

lim f(¢) =lim(s - F(s)), mit F(s) = L{f (D)}



AWP’s mit Hilfe der Laplace — Transformation:

Vorraussetzung: a®  0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315°
N V2 V3 V3 V2 1 1 V2 V3 V3 V2 1
- DGLlineariny,y',y", .. sine | 0 % 5 —)3 1 —)3 5> 3 9 35 % 773 1 773 5 3 0
y' +ay = g.(0), gegeben ist der Anfangswert:y(0) =y, cosa 1 \Tg ; l} 0 *% *\—? ’\Tvg ! ’\Tvg ’\T) ’% 0 1> \—)) \_f !
y”+ay’+by:g2(t) tga 0 % 1 V3 - V3 -1 7\% 0 % 1 V3 -3 -1 7% 0
1. Laplace — Transformation ctga - V3 1 % 0 7\—13 o R VA % 0 7% 1 —v3
Ly®)} =Y(s) und L{g(©)} = G(s) )
1 firk=4n ‘ Im
L' +a-y}=L{y}+a - L{y}=s-Y(s)—y(0)+a-Y(s) " j fuirk=4n+1 . °. 9
je = L furn e Z Jz R
-1 flirk=4n+2 o . 2] e F
s-Y(s)—y(0)+a-Y(s) =G(s) —j firk=4n+3 o
1]
L{y" +ay" + by = g,()} = L{y"} +a- L{y'} + b - L{y} _ R . Re
=52 Y(s) =5 y(0) = y'(0) +a- (s Y(s) = y(0)) + bV (s) sinh(x) =— A O R T B
o . cosh(x) = &+
2 —Z
s2Y(s) =5 y(0) =y (0) +a- (s Y(s) —y(0)) + b-Y(s) = G(s) tanh(x) = +— * N
-3 ‘o

. Lésung im Bildbereich:

Y(s)-(s+a)—yo=G(s)

Y(S) — G(s)+Yyo

s+a

Y(s) = G(s)+sy(0)+y'(0)+ay(0)
- s2+a-s+b

Bemerkung: Es ist hilfreich, Y (s) als Summe von Briichen darzustellen.

. Inverse Laplace — Transformation:

y(©) = L7y ()} = £ {F220)

s+a

Differentialgleichungen 1. Ordnung

Substitution
Typ: ' = F()

(I) Vergleich der gegebenen DGL mit der allgemeinen Form
y' = F(%) und Bestimmung von F (u)
(I1) Substitution: u = % ©  x-u =y (¥ yundusind Funktionen von x)
() Ableiten der Gleichung aus (l1): ut+x-u' =y
(IV) Zusétzlich y' durch F(u) ersetzten: u + x - u’ = F(u)
(V) Diese neue DGL durch Trennung der Variablen I6sen.
(V1) Ricksubstitution und Auflésen nach y.



Typ: v' = F(ax + by +¢)

(I) Vergleich der gegebenen DGL mit der allgemeinen Form und Bestimmung
von a, b, c und F(u)

(1) Substitution: u = ax + by + ¢ (® y und u sind Funktionen von x)

(IN) Ableiten der Substitutionsgleichung aus (Il):  u’ = a + by’

(IV) Zusétzlich y' durch F(u) ersetzten: u’ = a + b - F(u)

(V) Diese neue DGL durch Trennung der Variablen I6sen.

(V1) Ricksubstitution und Auflésen nach y.

Trennung der Variablen
Typ: y' = f(x)-g()

) ¥y =2=fx)- 9

) f25=[f@ dx go)#0

Variation der Konstanten
Typ: ' +f(x)-y=g(x) O

()~ Homogene DGL aufschreiben yu'+fx) -y, =0
() Formel fiir die Lésung dieser homogenen DGL: y, = C - e F*)
F (x) ist die Stammfunktion von f (x) (ohne Integrationskonst.)
() Ansatz fur die Losung der inhomogenen DGL: In Gleichung () ersetzen
von Y, durch y und € durch eine noch zu bestimmende Funktion K (x)
(IV) Ableiten der Gleichung aus (l11)
y' =K'(x) e F® + K(x) - (e F®y (Produkteregel)
(V)  Setzey (aus (Ill)) und y’ (aus (IV)) in die urspriingliche DGL ") ein.
(VI) Die linke Seite der Gleichung (V) sollte sich vereinfachen (2 identische
Terme heben sich auf)
(V) Lése die Gleichung (V1) nach K'(x) auf.
(V) Bestimme K (x) durch Integrieren von K'(x)
(Integrationskonst. beachten)
(IX) K (x) aus (VIII) in (lll) einsetzen und vereinfachen.

Fall1: 1; # 1> (reell) y=C -eM¥ 4, - eM2¥

Fall2: 1, = A, =c (reell) y=(C1-x+Cy)-e*

Fall3: 1, =a+ jo (konjugiert komplex) y =e**(C; -sin(wx) + C, - cos(wx))

Konstanten Koeffizienten
Typ: y' +ay = g(x)

(I) Vergleich der gegebenen DGL mit der allgemeinen Form
y" + ay = g(x) und Bestimmung von a und g(x)
(¥ Vorzeichen)

(1) Einsetzen in die Formel y, = C - e~%* liefert die Losung der zugehdrigen
homogenen DGL

(1) Mithilfe der Tabelle: Bestimmen des Ansatzes fiir die partikuldre Losung
Yp-

(IV) Bestimmen von y’p, indem man den Ansatz fir y, (aus (Ill)) ableitet.

(V) Einsetzen von y, (aus (1)) und y’p (aus (IV)) in die DGL

(V1) Bestimmung der Parameter durch Koeffizientenvergleich. Dies ergibt y,

(VI)Die allgemeine Lésung ist gegeben durchy =y, + y,

Differentialgleichungen 2. Ordnung

Konstanten Koeffizienten
Typ: y"' +ay' +by = g(x)

(I) Charakteristische Gleichung fir die homogene Lésung
yn'" + ay,’ + by, = 0 der DGL aufstellen: A2 + adl+ b =0
(1) Bestimmen der Losungen A, und A, der charakteristischen Gleichung.
(1) Aufstellen der allgemeinen Lésung gemass nachfolgender Tabelle.
(IV) Bestimmen der Stérfunktion g(x)
(V) Aus der Tabelle (links): Heraussuchen des Ansatzes fur die partikuldre
Losung vy,
(V1) Bestimmen von y',, und y"',, durch Ableiten des Ansatzes fiir y,, (aus (V))
(VIl)Einsetzen von y, (aus (V)) und y',, "'}, (aus (V1)) in die DGL

(VIIl) Bestimmung der Parameter mithilfe eines Koeffizientenvergleiches. Dies

ergibt y,
(IX) Die allgemeine Lésung lautet y = y, +



Schwingungen:
(1) Freie, ungeddmpfte Schwingung | F(t)=0,b=0 mi+cx=0
& | (2) Freie, geddmpfte Schwingung F(t)= mi+bi+cx=0
]
=}
=3 — F..si
N‘T: g (3) Erzwungene Schwingung f)'(gr;e{;‘:arlsclrl;g)f:t)zquenz mi+bx+cx=F,-sin(wt)
~_ @
s o
ﬁ 5 | Schwingungs-Typ Funktion
N§ 3 Freie, ungedampfte Schwingung x(t) = Cy -sin(wgt) + C - cos(wot)
N
o
o l‘s 3 schwache Dampfung (6 < wg) x(t) = €70 (Cy -sin(wgt) + Cy - cos(wgat))
N [ | | Freie,
Il % | gedampfte aperiodischer Grenzfall (§ = wg) | x(£) = (C, - t+Cp) - 70"
© Schwingung
ol :,l starke Dampfung (8 > w) x(H)=C-eht 4 Gy ekt
Il - .
Il =e%t.(C - .
. ~ Erzwngene schwache Dampfung (6 < wp) x(t)=e FCI sin(wgt) + Cy - cos(wgyt))
3 Schwingung +A-sin(wt—¢)

Partielle Funktion
() = @y, (x) = f(x,50)
YO) =y, (x) = f(x0,¥)
Hohenlinien

fx,y)=c

Partielle Differentiation

f(x')’) f(xlyO) = (P(x)

y, fest, x variabel
, a
¢'(x) =2 = fu(x,y)

Partiell differenzierbar

Kurve in der xy-Ebene

partielle Funktion in Richtung x durch y,

partielle Funktion in Richtung y durch x,

fx0,y) =9()

X, fest, y variabel

YO) =5 =)

af s
a(xo')’o) = Alplc m Ax

f(xo+Ax;y0)—f (x0;0) bzw. _f

f(x0:3’0+Ay)-f(Xo:yo)

(xO,yo) = llm Ay

Hohere partielle Ableitungen

_o°f
fxy(x'Y) - axay'
d*f f

fyx(x’y) = 9yox fyy(x:y) =5z

a2f
fxx(x' }’) = 922

Satz von Schwarz

Hat eine Funktion f von mehreren Variablen partielle Ableitungen von
k-ter Ordnung und sind diese alle stetig, so ist bei den partiellen Ableitungen is und mit k-
ter Ordnung die Reihenfolge der Differentiationen vertauschbar

(fxy = fyxf fxxy = fxyx = fyxxl etc.)
Tangentialebene

Die Tangentialebene ist die Linearisierung von f(x,y) um P = (xq, Yo, Zo)-

(onYO) (x — x0) + (xo'YO) (v = yo) + 2 mit 2y = f(x0,¥0)

Gradient

Gegeben ist eine partiell differenzierbare Funktion: f: D — R in 2 Variablen. Dann ist
der Gradient von f gegeben durch den Vektor:

]
Vf(x; y) =grad f(x;y) = Gigx’ig) V= ‘z heisst «Nabla-Operator»

oy
Steigung: |Vf (P (xo, Yo, 2o)|

Eigenschaften:

1. V£ (x,, o) steht senkrecht auf der Hohenlinie von f durch P’ = (x,, Vo)
2. Er zeigt in die Richtung, in der der Graph von f an diese Stelle am steilsten ist.
3. Die zugehdrige max Steigung ist durch den Betrag des Gradienten gegeben.

Jfixy) (a)

Wu/ﬂ o ,'

Yo X graa&&q%m e @Wm.:: /&rf::‘

(a) Graph der Funktion f  (b) Hohenlinien und Gradienten von f  © Christophe Finot




Richtungsableitung

Gegeben ist die Funktion f in n Variablen und ein Vektor d € R™ (also im
Definitionsbereich von f). Dann ist die Richtungsableitung von f in der Richtung des

Vektors @ # 0 definiert durch:

of _ 1. ﬁf) -d (skalare Grosse)

2d _ al
Das totale Differential

dz = fy(x; o) * dx + f,(xo; yo) - dy =~ Az

heisst totales Differential der Funktion f(x, y). Es beschreibt die Anderung des
Funktionswerts z auf der im Berlihrungspunkt P = (x,, y,, Z) erreichten
Tangentialebene an den Graphen von f.

Linearisierung der Funktion f
= X = Xo\ ... . .
fO,y) = f(xo,v0) + VI (xg,¥0) (y _ }’o) fir x und y in der Ndhe von x, bzw. y,.

Zweifachintegrale

Kartesische Koordinaten

Flachenelement dA = dx - dy bzw. dA = dy - dx

Rechteck A = [ [ f(xy)dy dx

N —
inneres Integral wird
zuerst berechnet

)

zuerst uber
variable Grenzen

Variable GrenzenV = f,f:a fyf":

Polarkoordinaten
x =1-cos (¢) y =1 -sin (¢) furr=0und0 < ¢ <2m
FlachenelementdA =r-dr do

Flache A= ff(A) 1dA

Schwerpunkt Xs=%'ff(A)di yszi-ff(A)ydA
Flachentragheitsmomente (axial) I, = ff(A)yZ dA I, = ff(A)xZ dA
Flichentrigheitsmomente (polar)
Ip:ff(A)rszsz(A)(x2+y2)dA L+1,=1,

Satz von Steiner P

Gegeben ist eine Bezugsachse t parallel zu einer
Bezugsachse s durch den Schwerpunkt des Bereichs (A). Der

Abstand der beiden Achsen ist d. Dann gilt:
I, = I, + d? - A (Fliche) d

~

0, = 0, + 2 - m (Masse)

Dreifachintegral

Kartesische Koordinaten

Volumenelement dV = dx dy dz

b fo(x) o(x,y)
fff(v)f(x, y,z)av=[__ fy:fi(x) Zzzzz(fcly)f(x, y,z)dz dy dx

Zylinderkoordinaten
x =1 -cos (¢) y =71 -sin (@) z=z furr=0und0<¢<2m
VolumenelementdV =r-drdzdep =r-dzdr de

Volumen V = fff(v) 1dv
Masse m= fff(v)p(x, y,z) dV

1 1 1
Schwerpunkt x5=;-fff(v)xdv yszv-fff(v)ydv zsza-fff(v)zdv

Massentragheitsmoment | = fff(v)p ‘T2 dV



Vektoranalysis
o _ Fl(x')/)) 2 2
Ebenes Vektorfeld F(x,y) = <F2(x, ) R? - R
. Fi(x,y,2)
Raumliches Vektorfeld F(x,y,2z) = F,(x,y,2) R3 - R3
F3(x,y,7)

Eine Funktion R™ — R wird in diesem Zusammenhang auch als Skalarfeld bezeichnet.

Feldlinien e Durch jeden Punkt des Vektorfeldes geht genau eine Feldlinie
¢ Feldlinien schneiden sich nie.

Der Tangentialvektor an die Feldlinie 7(t) ist gegeben durch

7(t) = <;E3) Der Feldvektor F verliuft parallel dazu.

F(P) = (2) det(F,7) =0 bzw. Fxi=0

Differentialoperatoren

Gradient (Richtung der betragsmissig grossten Steigung in jedem Punkt)

3 of
ox ox
= a a > . . .
grad f =V f = > f = é =F Potentialfeld, Gradientenfeld, konservativ
9 of
0z 0z

Falls Vektorfeld (Potentialfeld) F gegeben, Skalarfeld (Potential) f gesucht ist:

fFl dx = f1(x,v,2) + p,(y) + @3(z) =» Summanden vergleichen > f(x y, z)
JEydy = fi(x,5,2) + 9:() + ¢3(2)
[Fsdz = fi(x,y,2) + 9:(2) + 9, (3)

Divergenz (Mass fir die Quelldichte eines Vektorfeldes)

5 = =2 0F | 0F, |, 0F;
ivF=V - F=—"24+22422
div v dx ay dz

dive =0, rotv #0

div F = 0 - Vektorfeld in einem Bereich quellenfrei
div F < 0 - Vektorfeld besitzt eine Senke, Flussigkeit wird «vernichtet»
div F > 0 > Vektorfeld besitzt eine Quelle, Flussigkeit wird «erzeugt»

Rotation (Mass fiir die Wirbeldichte eines Vektorfeldes)

F] 8F3 0F;
ax F1 ady 0z
S =5 a F, OF =
rotF=VxF=|—|x|F,|=|2-22|=E Wirbelfeld
[i5% 0z ox
F] F3 aF, 0dF;
0z ox ay
rot F = 0 — Vektorfeld in einem Bereich wirbelfrei e Orots 0

Skalarfeld f grad Vektorfeld F =V f U Vektorfeld E=rotF 2%  Skalarfeld divF

div (Tot(l_f)) = 0 undrot (div(ﬁ)) = 0 gilt immer!
div(E) = 0 > E = rot(F) rot(F)=0>F = grad f

Kurvenintegrale
Linear 7(t) =7#(P) +t- PP, Kurve x(t) =tund y(t) = f(t)
Kreis x(p) =r-cos (¢) und y(¢) =r - sin (¢) 0<¢p<2m
Arbeit W = [ FdF [LFdi = [ F(F®) -#(@) dt
7inF
einsetzen

Wegunabhangig (in Gebiet G)

e Das Integral hdangt (ausser von ﬁ) nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges C ab.
«§Fdi=0
« I ist ein Potentialfeld (konservativ) =» F= grad f = Vf

e F ist wirbelfrei > rot F = 0

> [Fdi=f(P) - f(P)



Ziels Emé/aé Armipony e /u,m/aréen Fombofion {59
Adurdh Smen’ vou %MM/M&M

. wethe pondiedtit bat 67|

T—o2r 0<T+#2n
2 2
S o=t '
w T == —

2, Besctzt (1<) eore S prmetsie?
a) A/FJM ah. éfaféam mebish by =

b) s/ £ unporads, . Mwﬁymem#ak =0

I
(| B S g

9 T a,=2- Re (J,
ar = ?/ f () - cos (wkz) dx “ ¢ (fk) F= L [(':;) ce IR gy
: bp=—2-Im (ﬁ) S Th T

b= %/}l [ () - sin (wkz) dx o0 < k < o0
0<k<oo
Das | Vdm?dw%aéﬂ‘mnﬁﬂmw
Foxerierredse
rn_Feellon
f(z)— a[. + Z (ar - cos (wkx) + b - sin (wkz)) f(z)— Z /A}\ . ghwiv
k=-—00

k=0 OI}G( — l/&ﬁé{% e et crvmer M
= Re(F,) ot WiHeloed von ((x)aécf[avj
k ungerade: (2k-1) | k=~ @WM“MWW il Freguenz P = <
k gerade: 2k k>/ OEM»W md Frequen? fk-—

V@ + b2 =21/ Re(f0)? + Im(fi)2 =2 |l %{Wzg}oe/aéu/m vom (&)



Fourierreihenapproximation

Zzel: [?g.soéraé G ,4,“74/,9,”,(7 ecrsy /aaﬂaa/méeh Fombeftrn {(‘357
Qerdh SZmz/m von WMW/WA'W

N, Welhe Roriodiedtt hat 697

T =27 0<T#2m

2 2

>w=— =1 = —

w T = W T
-

2, Besctzl (1<) eore S prrmethie )
a) & F;e:moé a.b. é,‘aféacé.mm mmeAzsbéa by =0

b) /s/Fmawwé dh. MMA}/W e, =0

{// Ni‘//\/

orechnum FoU v TE 20
i Ceellers & 7 der Wﬂm\/@% o Ko /
ap = z f( ) - cos (wkz) dx ar=2- fe (fk> / p——
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Ubersicht liber die besprochenen Lésungsverfahren fiir Differentialgleichungen 1. Ordnung

Losungsverfahren fiir trennbare (separierbare) Differentialgleichungen

d
(a) DGL in expliziter Form |y’ = Y_ f(x)-g(»)
dx

(b) Trennung der Variablen und Integration auf beiden Seiten (falls moglich!):

dy B
gW)
(d) Auflésen nach y (falls méglich!).

[ £(ax

Losungsverfahren fiir Differentialgleichungen vom Typ y' =F(ax+by+c)

(a) Wir vergleichen unsere Differentialgleichung mit der allgemeinen Form
y' = F(ax +by +c) und bestimmen a,b,c und F(u) (dussere Funktion).

(b) Substitution: (y und # sind Funktionen von x!)

(c) Ableiten der Substitutionsgleichung (b): u'=a+by

Losungsverfahren ,,Variation der Konstanten® fiir lineare Differentialgleichungen
(a) Wir vergleichen unsere Differentialgleichung mit der allgemeinen Form

‘ Y+ f(x)y=gx) ‘ und bestimmen f(x) und g(x). Achtung Vorzeichen!!!
(b) Wir bestimmen eine Stammfunktion F(x) der Funktion f(x).

(¢) Durch Einsetzen in die Formel y = C- e "™ erhalten wir die Losung der
zugehdrigen homogenen Differentialgleichung.
(d) Wir ersetzen die Konstante C in y, durch eine noch zu bestimmende Funktion

K(x). So erhalten wir einen Ansatz fiir die allgemeine Losung y .
(e) Die Funktion K(x) lésst sich durch folgende Formel berechnen:

K(x) = [ g(x)-e"dx

Integrationskonstante nicht vergessen!
(f) Nun setzen wir dieses K(x) in den Ansatz aus (d) ein und erhalten so die
—F(x)‘

allgemeine Losung ‘ y=y(x) =K(x)- e

(d) In Gleichung (c) ¥" durch F(u) ersetzen: |u'=a+b-F(u) = (a+b-Fw)-1

(e) Diese neue Differentialgleichung durch Trennung der Variablen 16sen.
(f) Riicksubstitution und Auflésen nach y .

Losungsverfahren fiir Differentialgleichungen vom Typ |y’ = F (Zj
X

(a) Wir vergleichen unsere Differentialgleichung mit der allgemeinen Form

Yy =F (Zj und bestimmen F(u) (dussere Funktion).

x

(b) Substitution: |u = Ed ,dh xu=y (y und u sind Funktionen von x!)
x

(c) Ableiten der Substitutionsgleichung (b): u+x-u' =y

(d)In(c) ¥ durch F(u) ersetzen: u+x-u' = F(u) < W =Fm —u-1/x
(e) Diese neue Differentialgleichung durch Trennung der Variablen 16sen.
(f) Riicksubstitution und Auflésen nach y .

Losungsverfahren ,,Aufsuchen einer partikuliren Losung* fiir
lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

(a) Wir vergleichen unsere Differentialgleichung mit der allgemeinen Form
Y +a-y=g(x) und bestimmen a und g(x). Achtung Vorzeichen!!!

(b) Durch Einsetzen in die Formel |y = C-e™ |erhalten wir die Losung der

zugehdrigen homogenen Differentialgleichung.
(c) Aus der Tabelle bestimmen wir den Ansatz fir die partikuldre Losung y, .

(d) Wir bestimmen yp' , indem wir den Ansatz fiir y = aus (c) ableiten.

(e) Nun setzen wir das y, aus (c) und das yp' aus (d) in die Differentialgleichung ein.

() Durch Koeffizientenvergleich bestimmen wir die Parameter und erhalten so y .

(g) Die allgemeine Losung ist gegeben durch: |y = y, + V|

Alternativ Laplace-Transformation Z{} =L{}

Ly +a-y} = L{y}+a-L{y} = s -Y(s)- y(0)+ a -Y(s) = L{g(x)}|




Lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

1. Ordnung: V'+ay=g(x)
Storfunktion g (x) Losungsansatz y,(x)
1. Konstante Funktion Konstante Funktion y, = ¢
2. Lineare Funktion Lineare Funktion y, = ¢jx + ¢
3. Quadratische Funktion Quadratische Funktion
Wp=0xr+ax+c
4. Polynomfunktion vom Grade n Polynomfunktion vom Grade n

Yp =Gx" 4+ ...+ ax+co

5. g(x) = A - sin(wx) yp = Cy - sin(wx) + C; - cos (wx)
6. g(x) = B - cos (wx) oder
7. g(x) = A - sin(wx) + B - cos (wx) yp = C - sin(wx + ¢)
C - ebx b# —a
8. )= A - ebx _
&%) W {Cx-e”" b:—a}
LStellparameter:  c¢q, ¢, ..., ¢; C,Cp, Gy @

Anmerkungen zur Tabelle

(M
03

3)

Die im jeweiligen Losungsansatz enthaltenen Parameter (,Stellparameter*) sind so
zu bestimmen, dass der Ansatz die vorgegebene Differentialgleichung lost.

Ist die Storfunktion g(x) eine Summe aus mehreren Storgliedern, so erhilt man den
Losungsansatz fiir y, als Summe der Losungsansiitze fiir die einzelnen Storglieder.

Ist die Storfunktion g(x) ein Produkt aus mehreren Faktoren, so werden die Ansiitze
fiir die einzelnen Faktoren miteinander multipliziert.

1.

2.

3.

2. Ordnung: V'+ay' +by = g(x)
Stérfunktion g(x) Losungsansatz y,(x)
Polynomfunktion vom Grade n QOn(x) b#0
g(x) = P,(x) Yp = S X - Qplx) fir a#0, b=0
x2 - Qu(x) a=b=0
Q,(x): Polynom vom Grade n
Parameter: Koeffizienten des Polynoms Q,(x)
Exponentialfunktion (1) ¢ ist keine Losung der charakteristischen Gleichung:
g(x) = e yp= A e
Parameter: A
(2) ¢ ist eine einfache Losung der charakteristischen
Gleichung:
Yp=A-x-e
Parameter: A
(3) ¢ ist eine doppelte Losung der charakteristischen
Gleichung:
Vp = A _xl . ecx
Parameter: A
Sinusfunktion (1) jp ist keine Losung der charakteristischen Gleichung:
g(x) = sin (fx) yp = A -sin(ffx) + B - cos (fx)
oder oder
Kosinusfunktion yp = C -sin(fix + ¢)
g(x) = cos (fx) Parameter: A, B bzw. C, ¢
oder

. . L. 2) jf ist eine Losung der charakteristischen Gleichung:
eine Linearkombination @ 3 8 g

aus beiden Funktionen yp = x[A - sin (fix) + B - cos (fx)]
oder
yp = C-x-sin(fix + ¢)

Parameter: A, B bzw. C, ¢

Anmerkungen zur Tabelle

(1
2
3)
“)

Der jeweilige Losungsansatz gilt auch dann, wenn die Storfunktion zusitzlich noch
einen konstanten Faktor enthilt.

Die im jeweiligen Losungsansatz enthaltenen Parameter (,Stellparameter®) sind so
zu bestimmen, dass der Ansatz die vorgegebene Differentialgleichung lost.

Ist die Storfunktion g(x) eine Summe aus mehreren Storgliedern, so erhilt man den
Losungsansatz fiir y, als Summe der Losungsansitze fiir die einzelnen Storglieder.
Ist g(x) ein Produkt aus mehreren ,Storfaktoren®, so erhilt man in vielen (aber
nicht allen) Fillen einen Losungsansatz fiir y, indem man die Losungsansitze der
Storfaktoren” miteinander multipliziert.



Ubersicht: Lineare Differentialgleichungen
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Losungsverfahren fiir homogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten
(a) Charakteristische Gleichung aufstellen:

Zur DGL y"+ay'+by =0 gehort die charakteristische Gleichung 1> +al+b=0.
(b) Losungen A, und A, der charakteristischen Gleichung bestimmen.
(c) Aufstellen der allgemeinen Losung gemiss nachfolgender Tabelle.

Fall 1: A, # A, (reell) y=C,-e" +C, e
Fall2: 4 =4, =c (reell) y=(C,-x+C))-e”
Fall 3: 4, = a + jo (konjugiert komplex) y=e""(C, -sin(wx)+ C, - cos(wx))

Losungsverfahren ,,Aufsuchen einer partikulidren Losung* fiir lineare
Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Schritt 1:
Losung y, der zugehorigen homogenen Differentialgleichung bestimmen (s.o0.).

Schritt 2:
(a) Bestimmen der Storfunktion g(x).

(b) Aus der Tabelle bestimmen wir den Ansatz fiir die partikuldre Losung y .
Achtung: Tabelle fiir 2. Ordnung verwenden!

(c) Wir bestimmen yp' und yp” , indem wir den Ansatz fir y  aus (b) ableiten.
(d) Nun setzen wir das y, aus (b) und das yp' und yp" aus (c) in die Dgl ein.
(e) Durch Koeftizientenvergleich bestimmen wir die Parameter und erhalten so y,.

(f) Die allgemeine Losung ist gegeben durch: y =y, +y,.

Schwingungen

Freie, ungedimpfte Schwingung | mXx+cx=0
x(¢) =C, -sin(wyt) + C, - cos(am,t)
Freie, gedampfte Schwingung mx+bx+cx=0
schwache Dampfung (6 < @,) x(t)=e" -(C, -sin(w,t)+C, -cos(w,t))
aperiodischer Grenzfall (5 =@,) | x(¢)=(C,-t+C,)-e*
starke Ddmpfung (5 > @) x(t)=C, - +C, e
Erzwungene Schwingung mx+bx+cx=F-sin(ot)
schwache Diampfung (6 < @) x(t)=e -(C, -sin(w,t) +C, -cos(w,t)) + A-sin( et — p)

Dabei gilt: @, =c/m, §=b/2m, w; =a; -5, k., =06+,/6"—a], o: Erregerfrequenz



