Mechanik Physik Ill (mayt)

Grundlagen

Lange:

ld|=a=+Va-d=\a2+a,?+a;?

Winkel: d-b = |d|- |B| - cos(¢)

Beschleunigung

Mittlere Beschleunigung (Steigung der Sekante):

Momentane Beschleunigung (Steigung der Tangente):

a(t) = |d(t)| = /%2 + y2 + 2

Schnelligkeit:

aw) =%

Av
At
da

mo:i:&:x

Kartesische Koordinaten:

1 0
0 0

el = ley| = le;l =1

Ortsvektor

0
1

—_ o — —
exe,=e,ce,=¢ece;, =1

1 0 0 x
FP=x-e_x’+y-§;+z-e_z’=x<0>+y<l>+z<0>=(y)
0 0 1 z

Bahnkurve (Trajektorie)

Tp=x(t) e +y(t) e +z(t) e =

Geschwindigkeit

x(t)
y(®)
z(t)

Mittlere Geschwindigkeit (Steigung der Sekante):

Momentane Geschwindigkeit (Steigung der Tangente):

Schnelligkeit:

v(t) = |B(t)| = Jx2 + y2 + 22

x A
Tangente
x(t + At) //Sekante
Ax z
x(t) 7 \/
t t+At ¢
— Ax
U(t) = E
dx .
v(t) = ik

Kinematische Grundaufgaben

Fall 1:  unbeschleunigte Bewegung a=0

Fall 2:  gleichmassig beschleunigte Bewegung a = a, = const.
Fall 3:  zeitabhangige Beschleunigung a=a(t)

Fall 4: geschwindigkeitsabhangige Beschleunigung a=a(v)

Fall 5: wegabhéangige Beschleunigung a=a(x)

Fall 1: unbeschleunigte Bewegung

a=0

Fall 1: Unbeschleunigte Bewegung 1=

x = xo + vo(t — tp)

(a=0)
P
Fihrt auf eine gleichférmige Bewegung, P
d.h. eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit 0 X Yo !
a
0) Anfangsbedingungen: t = ty, v(to) =vg , x(t) = xg
1) a(t) - v(t): — Variablenseparation: 4 - ‘j_‘é = O— £dv= O-dt => § e

— Bestimmte Integration: Yv/bdv s 5,( 8 dL~>v|v &
o v.

N/ tu

V=\g
2)  v(t) - x(b): — Variablenseparation:  ,_ dx to =
gt Ve deongde = §
— Bestimmte Integration: { 5 + *®
g/(-dx-XvndE, _>xk :\ﬁ(-_\ /
2o ¢ * LA A
e

Zarcher Fachhochschule

x-xq =\ (e-€, | — we)ymxpeva(ey)



Fall 2: gleichmassig beschleunigte Bewegung

a=a,
v = vy + ag(t — to)

Fall 2: Gleichméssig beschleunigte Bewegung NI
= Xo T Vol — {o

(a=ay)

1
an(t = i)

P
Eine gleichméssig beschleunigte Bewegung ist eine

o

Bewegung mit konstanter Beschleunigung 0 X Yo !
(Beispiel: Freier Fall, senkrechter Wurf > a = g = 9.81 m/s?) .
0) Anfangsbedingungen: t = tg, v(ty) = v , x(ty) = xo agf——-
. : . dv -
1) a(t) - v(t): — Variablenseparation: O\'EE =Gy — 0,-dt- o — j‘
v
— Bestimmte Integration: KQ db S
o Adv—-qq(e,—(,),v,
(3 %
SOy
2)  w(t) - x(t): — Variablenseparation: \'= E(: 'VC(:) — dK=\(C(~_ db . S 0 t
— Bestimmte Integration: %x ¢
. § vie) de
AT e BV Lk,"aaé [ fanéotl —~><Ga Xevlet, ). 3
Zorcher Fachhochschule
Fall 3: zeitabhangige Beschleunigung
@ = Q)
. i . = ‘ a(t)de
Fall'3: Zeitabhéngige Beschleunigung v=vo+ [, a(®)
t
(a = a(t)) x=xo+ f, v(B)dt
p a(t)
Fall 1 und Fall 2 sind Spezialfalle des Falls 3 mit einer f———— &
allgemeinen, zeitabhangigen Beschleunigung 0 xo Vo &

a

0) Anfangsbedingungen: t = ty, v(ty) = v, x(ty) =xo

1) a(t) »v(t): - Variablenseparation: O = %:oﬁb) — dvealt)dt — S

) ) ¢
- Bestimmte Integration: S’VA-d\/= .[‘ ale)de < e 5“ )de

to VAR S q(_{:)dﬁ vy

2 v(©) - x®: L SRR Y

— Variablenseparation: -
t

— Bestimmte Integration: P

I:D[y = r:v{e) dt — x—x°=§iv(é)c16 =b XE)x)u Y‘Af(é)de o

t,

r-vL
-
"

=
0 t

Fall 4: geschwindigkeitsabhdngige Beschleunigung

a = a(v)
Fall4: Geschwindigkeitsabhangige Beschl, |t~ t+ 1, a2 = f@) > v = F@)
a=a() x—x°+foa(y) x0+ftoF(t)dt
Tritt beispielsweise bei aerodynamischem Widerstand auf a(vy)
P 0.
'—°_>—’
0) Anfangsbedingungen: t = ty, v(ty) = v, x(tp) = xo 0 X0 Vo z
1)  a() - v(t): - Variablenseparation: O'Ed:’ 2 ald) == % dve il o S
2) W’ S
- Bestimmte Integration: f o _E db =L, E i) dv — L)-TC)
) - Urkehe fun ehion
Fe) = v(e)
2a) wv(t) - x(t): - Bestimmte Integration:
b < * 3
Vet L vdbede — [vdb -\ & — x@)-x, +| v@de
oder de te &-. Sll.
2b) a(v) - x(t): - Kettenregel
(OFS: -2 i C*Vv_dakv)clv dx_.j

< e
- Bestlmmte Integratlon 25
oo [ x

dvs x(v)e g o
Zarcher Fachhochschule ac) s at)

Fall 5: wegabhidngige Beschleunigung

a=a(x)

v(x) = ,vé +2 f: a(x)dx v(e)>
Ablei{en

Fall'5: Wegabhéngige Beschleunigung
a=a(x)

t=ty+ f ou(x) —dx = g(x) - x(¢t) = G(t)
«  Tritt beispielsweise bei Pendeln oder Schwingungen auf a(vy)
EB_&H0
I —
0) Anfangsbedingungen: t = tg, v(ty) = vg , x(ty) = xo 0 xo Vo &

1) a(kx)->v(x): -—Kettenregel: dv_dv dx _ dv
dt dx de dx

— Bestimmte Integration:

J:a(x)o'x- S:v dv = (v L Z) =0 v(x m ;,/:;)

Seﬂkurv&

a- =Y~ a6)dx =v dv — |

2)  wv(x) - x(t): - Variablenseparation: dx

W Aa .
V=3~ L {

— Bestimmte Integration:

L x/‘ v 4 UMLe}.vr—
| o [ — et ] e - 1) fobien, e ) xce)
® *. Yo



Fall | Gegeben Gesuchte Grossen
1 a=0 v = vy = const. X = xg + vo(t —tg)
2 |a=a, v = vy + ao(t — to) x = xo + vt = to) + 2 ao(t — to)?
3 la=a®) |v=v+ f:n a(t)dt x=2x0+ f;n v(t)dt
v 1
4 |a=a() t=tot vo%d”_f(”) x=x0+fttF(t)dt
- Umkehrfunktion F(t) = v °
2 — o 2 x = Yl ogx =
5 |a=a v(x):v? = v + fou a(x)dx |t=ty+ fxo v dx = g(x)
v(t) =x - Umkehrfunktion x = G(t)

Phasenkurve v(x) fur Falle 1-4: 1) Auflésen v(t) — t(v), 2) Einsetzen t(v) — x(t)

Koordinatensysteme
Kartesisches Koordinatensystem (ebene Bewegung)

Ortsvektor:

x(t))

() = 7(0) = x(©) & +y©) & = 5 3

Geschwindigkeit: v(t) = 7(t) = xey + ye,
Beschleunigung: act) = v(t) = #(t) = ¥e, + ye,

Kartesisches Koordinatensystem (raumliche Bewegung)

x(t)
Ortsvektor: Tp(t) =7(t) = x(t) ey + y(t) ey, + z(t) "¢, = | y()
z(t)
Geschwindigkeit: B() = #(t) = xe; + ye, + ze,
Beschleunigung: Q) = B(t) = #(t) = iey + ye, + Ze,
&,
Bahnkurve

Polarkoordinaten (ebene Bewegung)

Basisvektoren: é. = cos(@(t)) é, +sin(p(t)) é,

-

é, = —sin(p(t)) é, + cos(p(t)) €,

Bahnkurve

Y=
Tp
€y \ €y .
0 () b i
f 8y
Zeitableitung polarer Basisvektoren: é = @é, e, = pé, — p*e, = @%é,
S e .05 oo
€p = —Qér €p = —QPEr —PTer = QT€y

Ortsvektor: 7p(t) = r €, = r(cos(¢) €, + sin(p) é,)

Geschwindigkeit: U(t) = v.(t)é, + v,(t)é, = 1€, + rwé,
Radialgeschwindigkeit:  v,.(t) =7
Zirkulargeschwindigkeit: v,(t) = r¢ =rw

Beschleunigung: alt) = a, (e, + a,(t)é, = (F —rw?)eé, + (ro + 2rw)é,
Radialbeschleunigung:  a,(t) = # —r¢? = — rw?
Zirkularbeschleunigung: a,(t) =279 + 1 = 27w + T

SPEZIALFALL: Ebene Kreisbewegung

Ortsvektor: o =r18,

Geschwindigkeit: ¥ = rwé,,

Beschleunigung: d = —rw?é, + rwé,
Zentripetalbeschleunigung: a, = —rw?
Zirkular-/Umfangsbeschleunigung: Ep' = rw



Zylinderkoordinatensystem (rdumliche Bewegung)

Ortsvektor:
Geschwindigkeit:

Beschleunigung:

t)=ré +zé,

U(t) = v.(L)é, + v,(t)é, + v,(t)é, = 7é, + rwé, + ¢,

dt) = a,()é, + a,(t)é, + a, ()€, = (F —rw?)é, + (ra + 27w)é, + Zé,

— [y 2 2 -
r=.\XxXp“+Yyp A

’ \Bahnkurve
z

Natiirliche Koordinaten (rdumliche Bewegung)

Basisvektoren

Ortsvektor:

ez
7 7
€45
¢
0 Y[ »
PARE, / é,
x
=
€x
16
g =2 Kriimmungskreis in
T é,4 Schmiegungsebene
i vxd \ ;
= e
b ™ 15xad) é
é
ét ="t = éb X &, Bahnkurve A
|et| G—
7p ,
0 -
€y
€x

itung €é,, so zeigen

y(x) (eben): s= f; 1+ (y")2dx

7(t): s = ft"“f X% + Y2 + z2dt
7o () = 7p(s(1))

fV v
4

s(t) = sy + e

_ drp ds -

Geschwindigkeit: B(t) =7p = = Ve = sé,
N ds .
v(®) =[5 = L= s
dre = dsé,

Beschleunigung:

2

- . . 3 - .o v >
alt) =v = vé, + vé, = a,8; + a,é, = vé, + —é,

p

Bahnbeschleunigung: a;=v==§
2
Normalbeschleunigung: a, = %
Krii dius: _ ds
riimmungsradius: P=2
1 "
K= o= (H;W ebene Kurve
1 _ |vxdl _ xXy—%y N .
K="="55 PR 7(t) kartesisch
SPEZIALFALL: Kreisbewegung
Ortsvektor: 7p = s(t)
Geschwindigkeit: ¥ = $&, = rwé,
. > Lo, rw)? s
Beschleunigung: a = rwe, + Te"
& Qahnkuwe
Zusammenfassung — Allgemeine Bewegung T\

Ziel

. Eindeutige Beschreibung der Lage, Geschwindigkeit und
Beschleunigung eines Punktes einer Bahnkurve

Kartesische Koordinatensysteme

P(t) = x&, + Y&y + zé,

- = = = 3 ex:ey:é‘z:
() = %€, + Y8y + 28, =7
a(t) = k8, + y&, + 58, = b =

F

Zylinderkoordinaten (bzw. Polarkoordinaten fir z = 0)
7(t) =18, + zé,

. é. = ¢é,
U(6) = 18, + 198, + 28, =7 ! ¢

Q) = (G —19p2e, + (ré + 27 9)e, + 28, =D =7+

Natirliche Koordinaten

7(t) = 7(s()

3(t) = $8, = v&, Hm

=

v < et

o
=——=¢,X¢&
[&:]

e Lo V2, o o
a(t) = ve, +—e, = ase; + ae
® £ p " t6t ¥ dnfn fir gegebene kartesische v, a

Zrcher F

-achhochschule

0
" s S } fur raumfestes KOS
S g

25 e 22
€r =Py — P

1)

/&

\Bahnkurve
Z,

Bahnkurve
Bogenldnge, »—
s(i

25



Zusammenfassung — Spezialfall: Kreisbewegung

Wir betrachten eine ebene Kreisbewegung mit Radius r = const und Winkelgeschwindigkeit w = ¢

+ Kartesische Koordinatensysteme

7(t) = r cos() & + rsin(¢p) é, ;T
B(t) = —rwsin(e) é + rw cos(p) é,

a(t) = —rw? cos(p) &x — rw?sin(e) €,

o= [w()dt = nur fir o = const. gilt: ¢ = wt

* Polarkoordinaten
7(t) =ré,
7(t) = 18, + rwé, = rwé,

v =1 Radialgeschwindigkeit
Vp = 1@ ... Zirkulargeschwindigkeit

a, =¥ —rw? Radialbeschleunigung
S 21z G oo SE 22 o G g
at) = (F —rw?)eé, + (ra + 2fw)é, = —rw?é, + raeé, a, =10+ 27w Zirkularbeschleunigung

« Naturliche Koordinaten
s(®) =ro(t) o= re
() = (Fo + r@)é; = rgé, = rwé,

Bahngeschwindigkeit

ar =rw Bahnbeschleunigung

S oo i K I 23
a(t) = (r(p + 27 + ‘r‘(p)et T, =The +rwe, A= Normal- / Zentripetalbeschleunigung 26

Bewegungsgesetz (Il. Axiom Newtons)

Die zeitliche Anderung des Impulses ist gleich der auf den Massenpunkt wirkenden Kraft.

Zeitliche Anderung des Impulses: F= Z—f = d(:;v)
. 2 ap av >
SPEZIALFALL: Masse bleibt konstant F = Lo mo=ma

Actio — Rectio (lll. Axiom Newtons)

Krafte treten immer paarweise auf. Eine Kraft von Kérper A auf Kérper B geht mit einer
gleich grossen, aber entgegengerichteten Kraft von B auf A einher.

- o
Fpop=—Fpy

Kinetik
Grundbegriffe
Impuls: p = mv

Kraft: dp = Fdt

— . 15 5
Kinetische Energie: E = JmUv = omy

Tragheitsgesetz (1. Axiom Newtons)

Es existiert ein Bezugssystem (Inertialsystem), beziiglich dessen jeder Massenpunkt in
Ruhe oder in geradlinig, gleichférmiger Bewegung bleibt, wenn keine Krafte auf ihn

wirken.
Ruhe: =0 = p=0 > dp=0
Geradlinig, gleichformige Bewegung: ¥ = const > p = const # 0

Es wirkt keine Kraft auf das System!

Bewegungsarten nach Kraften

Freie Bewegung (Wurf): Bewegungsfreiheitsgrade werden in keiner Richtung durch
Krafte eingeschrankt. (z.B. schiefer Wurf)

Gefiihrte Bewegung: Werden die Anzahl Bewegungsfreiheitsgrade durch Bindungen
oder Fiihrungen eingeschrankt, so wirken Zwangs- bzw. Fiihrungskrdfte auf den
Massenpunkt (z.B. Normalkraft, wenn MP sich auf einer Ebene bewegt)

Widerstandsbehaftete Bewegung: Durch die Bewegung selbst entstehen
Widerstandskrdifte als eingepragte Krafte, welche von der Bewegung abhdngen und ihr
entgegenwirken. Diese sind immer tangential zur Bahn gerichtet. (z.B. Reibungskraft,
laminare oder turbulenter Stromungswiderstand)

Coulomb’sche Reibungskraft: R = uN

laminare Stromung (Stokes): Fy = kv

turbulente Stromung: Fy = kv? = CWSASUZ
c,=Widerstandsbeiwert, p=Dichte des Mediums,
Ag=Projektion des Kérpers auf Ebene L Stromung




Losungsschema

0) Analyse (Bewegungstyp, welche Krafte wirken, Inertialsystem,
gegeben/gesucht?)

1) Freischneiden (eingepragte Krafte, Zwangskrafte und Widerstandskrafte
sowie Beschleunigungen und Geschwindigkeiten eintragen)

Massentraghietsmoment
L, = mrv =mr2w =00y

00¢ =00p =M, a

2) Bewegungsgleichungen / Kriftesatz aufstellen (in relevante Richtungen:
wie Gleichgewicht, die rechte Seite ist jedoch nicht Null sondern ma)
3) Integration der Bewegungsgleichung (Kinematisches Grundproblem,
Anfangsbedingungen /Randbedingungen)
4) Auflosen
Impuls
. " = dp av >
Bewegungsgleichung / Kriftesatz / Schwerpunktsatz: F = L= mo=ma
Impulssatz: L omiy = F LS mis — by = [ Fdt
mpulssatz: 5 (mv) = mv —mv, = J,
Impulserhaltung: p = mP = mv, = const.
Drehimpuls: MO =fxF > |A7(°)| =M=|7" |F"| sin(p) =h-F

4

[O=Fxp=mixd >

|Z(°)| = || sin(p) m|?| = r,mv = m(xv, — yv,)
Ny P

ebene Bewegung

dL(©®
dt

- M©

Momentensatz:

Drehimpulserhaltung: L = # X m# = # X mv, = const.

Zentralbewegung: IO = Zm‘;—':
10 q2i
ar  arz
. L, —©
Ebene Kreishewegung: pra M,
L,? =mrv=mriw

Arbeit
W=Fs=["F-dFf
dw = F - dF = |F||d|cos (@)

Zwangskrafte stehen immer senkrecht zur Bahn, daher verrichten sie keine Arbeit!

Leistung

P _f
dt dt
1PS=0.735kW - 1 kW =136 PS

(Gluhlampe 15-300W, Waschmaschine 2-3.5 kW, Kernkraftwerk 1 GW)

Wirkungsgrad

n= % (Verhaltnis Nutz- zu aufgewendeter Arbeit)
A

(Otto-Motor 35-40%, Solarzelle 5-17%, Wasserkraft 80-90%)

Momentaner Wirkungsgrad n= i—"’
A
Energie und Arbeit
N . 1 5 5 1 9 1 s
Kinetische Energie: E, = Smv-v=-omvt = Emlvl

Ep = -mv;” +-0w?



Arbeitssatz: m%. 47 = F-dr [rmb-dv = [, F© - dF
dt Vo To

_ mﬁlz ml?oz _ Fl _)(e) -

Ek,l - Ek,O - W _2 - _2 - fFO F * dr

Konservative Krifte: F=—grad(Ep) = — (% e, + d%éy + —Zez) = —VEp

Gravitationspotenzial: Ep = mgz + Ep

Energiesatz: Eyo+ Epg = Ey, + Ep; = const.

Wooy = — ;1 F-dif = - f;l dEp = —(Ep(#) — Ep(7y))  die Arbeit, welche eine
0 0
nur vom Endpunkt abhiangig
konservative Kraft zwischen zwei Punkten einer Bahn verrichtet ist unabhédngig vom Weg

(Arbeit ist gleich fur Weg 1 oder Weg 2)

Weg 2

Konsequenzen fir konservative Krafte:

- Arbeit entlang eines geschlossenen Weges ist Null (§ Fd7# =0

- Arbiet ist wirbelfrei (rot(ﬁ) =VXF=0

- Potentielle Energie hdangt zwar von Bezugssystem (Nullniveau) ab, aber die
Differenz zwischen zwei Lagen 0 und 1 ist davon unabhéangig.

Losungsschema: Arbeitssatz / Energiesatz

0) Analyse: (Bewegungstyp, welche Kréfte wirken, konservative / nicht-
konservative Bereiche)
- konservative Bereiche:
- nicht-konservative Bereiche:  Arbeitssatz

1) Freischnitt: (im ausgelenkten Zustand fiir jeden Bereich, Nullniveau,
Koordinaten /Geschwindigkeit / Beschleunigung, eingepragte / Zwangs- /
Widerstandskréfte einzeichnen)

2) Arbeitssatz / Energiesatz: (kinetische, potentielle Energien in relevanten
Zustanden aufstellen, in Arbeits-/Energiesatz einsetzen)

3) Auflésen

Energiesatz (oder Arbeitssatz)

Potentiale

Gravitationspotential: Nahfeld: Ep = Gz =mgz
Fernfeld: Ep = _er_m

Federpotential: Federkraft: Ep = %sz
Drehfeder: Ep = lchoz

Massenpunkt-System

Freiheitsgrade (eben): f=2n-r n: #Massenpunkte r: #Bindungen

Freiheitsgrade (raum): f =3n-—r n: #Massenpunkte r: #Bindungen

furn > 3immer f =6

Bewegungsgesetz fiir die Masse m;: mir_}l = ﬁi +23; ﬁij

Schwerpunktsatz: md;,=F - mi,=F, mj,= F, miZ;=F,
Gesamtimpuls: P = mu;
Impulsdnderung: p =mag = F

L t
Impulssatz: P—Po = fto Fdt =F
Impulserhaltungssatz:  § = m#, = p, = const. (F=0-F =0)
. —’(0) _ - (0) _ - -
Gesamtdrehimpuls: L =%L; =Y xmv;)
Momentensatz: [O=MO - [, =M, L,=M, L, =M,

sy 52
Massentrighietsmoment: 0, =X, m7;

Bewegungsgesetz: O, =M,



Massentrigheitstensor: 0, = [r?dm
0, = [(y* +2z%)dm 04y =0y, = = [xydm
0, = [(z* + x¥)dm 0y, =0, =—[yzdm
0, = [(x* +y*)dm

O exy Oy
0, =|0yx 0y, 0,
(C E')zy 0,

Losungsschema: Ermittlung der Kridfte und Bewegung

0) Analyse: (Bewegungstyp, Anzahl Massen/ Freiheitsgrade, wirkende
Krafte, Bindungsgleichungen aufstellen, Inertialsystem, ggbf.
Massentragheitsmoment berechnen, gegeben/gesucht?)

1) Freischneiden in ausgelenkter Lage: (eingepragte Krafte, Zwangskrafte
und Widerstandskrafte sowie Lage, Beschleunigungen und Geschwindigkeiten
eintragen)

2) Bewegungsgesetz aufstellen:
in relevante Richtungen)

3) Integration der Bewegungsgleichung:
Anfangsbedingungen / Randbedingungen)

4) Auflosen

(Schwerpunkt-/Momentensatz fir jede Masse

(Kinematisches Grundproblem,

Koordinatentransformation

Rotation
um x3 mity
cos(y) sin(y) O
KR, = <—sin (y) cos (y) O)
0 0 1

um x, mit

cos(f) 0 —sin(p)
kiR, = ( 0 1 0 >
sin(B) 0 cos(f)

um x; mit a

1 0 0
Klp, = (O cos (@) sin (a))

0 —sin(a) cos(a)

Normkonvention

Euler-Winkel Kardan-Winkel
] (Luftfahrt, Schiffs-, Automobilbau)

a, B,y ®,0,Y

Intrinsische Drehung Intrinsische Drehung

—— B —— K I B K

_
aumly Yumiy @umB

Drehung um Achse

- Jeder materielle Punkt P bewegt sich auf einer Kreisbahn, deren Ebene
senkrecht zur Drehachse steht
- Der Fahrstrahl zu jedem materiellen Punkt P Uberstreicht zu gleichen Zeit
denselben Winkel ¢
- = Jeder Punkt des Starrkérpers besitzt dieselbe Winkelgeschwindigkeit w = i—‘f
und Winkelbeschleunigung w
- Jeder Punkt P mit senkrechtem Abstand r von der Drehachse besitzt folgende
Geschwindigkeit und Beschleunigung:
o Up =1yé, =TWE,
o dp = a,é +a,é, = —Tw’eé, +rw0e,



Drehung um Punkt

- Jeder materielle Punkt P flihrt momentan eine Rotation um die momentane
Drehachse aus und bewegt sich so momentan auf einer Kreisbahn
- Jeder beliebige Punkt P tiberstreicht momentan in der Zeit dt den Winkel dg auf
seiner Kreisbahn und erfihrt die momentane Verschiebung d7
o dip =rdpé, =1é,dp = (€, X 1€ )de = (€, X yp)dp
o |€,X7pl =7 und €y, xT1é) Il €,
- Mit dem infinitesimalen Drehvektor d = d@é,, wird der
Winkelgeschwindigkeitsvektor @ = i—f = ?1_(58‘”
- Die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes P mit Ortsvektor 7, vom fixen
Drehpunkt A ist dann fiir die momentane Starrkérperrotation
o Tp=UL=Bxiy=axi

o  vp = |&||Fyp|sin(a) = rw

Translation

- Jeder materielle Punkt erfhrt in der Zeit dt die Verschiebung d#

- Soist auch die Geschwindigkeit ¥ = % und die Beschleunigung d = %fijrjeden
Punkt gleich

- Die Bahnkurven aller Punkte des Starrkdrpers haben dieselbe Form

- = Beider Translation reprasentiert die Bewegung eines beliebigen materiellen
Punktes (insbesondere des Schwerpunkts) die Bewegung des ganzen Korpers.

Allgemeine Starrkérperbewegung
Eben (Zylinderkoordinaten)

FP = ?A + ?AP
- - - - -
Vp = Vy + Vgp = Vy + r(l)e(p

dp = dy + dyp + dp = dy + 706, — T0?E,
Raum

FP = ?A + ?AP

- - - - — -
vP=UA+vAP=vA+erAP

dp =g+ dYp+dhp =0y + @ XTap+ @ X (B XTyp)

Kosinussatz:

a? = b2+ c? — 2bc * cos (a)
b? = a? + ¢? — 2ac - cos (B)
c? =a?®+ b?—2ab - cos (y)

A

Allgemeine Bewegung (3D)

Geschwindigkeitsplan
we VA
re™ =
P Vp
Yy
0
Beschleunigungsplan
2
T Fas y
W
(o ‘~

dpf kb
"/XID)
ap

Allgemeine Bewegung des Starrkérpers (3D)

Ebene Bewegung (2D)

Ebene Bewegung des Starrkérpers (2D)

Statz der Projizierten Geschwindigkeiten (SdpG)

Bt = o
|4l - cos(a) = |Up| - cos(a)
S0, S S

Vg~ €sp = Vp - €yp




Satz vom Momentanzentrum (SvM)

Tup L Up — |FHP|=v_

Satz vom A itanzentrum (SvM,
Kinematik des Schwerpunktes
Schwerpunktslage (bzgl. Inertialsystem): 7 = frr:m
.y . 5 [7dm > R
Geschwindigkeit / Impuls: Vs =Tg =" — > MUs =p
Beschleunigung: ds =7, = frrzm —>mds =p

Kraftesatz: eben E =
F, =
raum mr, = mds =p = F@ = [ dF

I
Momentensatz: eben i@ =1 s
|

Axiales Massentraghietsmoment

[(€* +n*)dm

Verschwind wenn,
o(A) _o(4) A=S (5Lhwm unl\t)
0z =8¢ Glei p

|
—X, f7]dm+\lf§dml
|

raum L&) —m(@ X ) X By = M@ = 200 - &5

> d o> > 2
L® == [(Fop X Dp)dm = M®

29 d o> - v
L@ = — [(#yp X Dp)dm = MW
Schwerpunktsatz: m¥s = F, mis — miso = Fy
mys = F, Integrationt > t, MY; — MYgq = ﬁy
Momentensatz (Drallsatz): 0p =M® 0 — 00 g, = M®

rotationssymmetrische Massenverteilung Polares Koordinatensystem:
L, =0,d=M,=[dM,

Allgemeine Massenverteilung Kartesisches Koordinatensystem:

I, =0, =i, = [di,

Drehimpuls rotationssymmetrische Massenverteilung Polares Koordinatensystem:

e=Jdl,=w [r?dm =040 Ly(t) — La(ty) = 0,(w — wy) = M,

Allgemeine Massenverteilung Kartesisches Koordinatensystem:

Ly=[FXxVdm =[x (& X7)dm = 0,6 A=S
L@ = [(Fp X B)dm + [(#4p X (@ X 74p))dm A beliebig

Axiales Massentrigheitsmoment: 0, = [r?dm = iZm

p = const. > dm = pdV 0, =p [r*dV
gleichbleibender Querschnitt Gber Lénge L = dV = ldA
o = pl[r?dA = pll,

Zusammengesetzte Korper:

0q =2 E')a,i



Axiales Massentragheitsmoment

A S mil? ml?
Diinner Stab | 9, = —, O4=—
- . . 12 3
mr* Zu.
Zylinder Oy = ——, O =—(3r *) Ma
b det
b ;
4 Tei
2 2
Diinne Scheibe L -
a 1
3 0,
3
Kugel .
N
b m, 9 .2 >
Quader s L. O, = ==(a” +b%)
Y 12
a
EN
Rechteck Kreisring »
to- bl lu;%‘. ru:—\/—,§h I,=1 %m‘, ), ,;,_,%\, r
2 5 —_—
T L =he - fﬁb L=2I, ip=%\/r3+r,
h = =g s ==2=0; 2
v 12 6 v ot mit ¢ =re —ry und rm = (ra +1.)/2
l IL:=0 fiir den diinnwandigen Ring (f < rym
bh, , ' _ VI
L=I,+1I Eu.-.[,) I,=1I =xrit, i, =i, =5 Tm
Qs Gleichschenkliges
. Dreieck .
L=L=%, i=i=Xa I bA® h
a . 2 [ H == =g
. (L - | hb? b
A= T 4 i1 L= —. ;= —m
b | 18 2V6
Kreis
i xd . o o = .
T] Lh=L="C=T2, i=ik=%, Fir diinne, homogene Kérper gilt:
I LT S § 0, ~ ptl,
T TR 2 2 0. ~ ptl
y = Ptiy

gxy =~ P”xy

Massentragheitstensor (bzgl. S) diinne Scheibe { « &,7

16— g® .5

0; O O
00 =0, 0, O,y
Oc; O O

Axial Massentrigheitsmomente: ©; = [(n* + {*)dm
0, = [((*+&Hdm 0; = [(¢* +nP)dm

Diinne scheibe ; = [(n* + {*)dm =~ pt [ n*dA = ptl;, ©, = ptl,, O, = ptl,

Deviationsmomente: 0, = 0,; = — [ {ndm

0,; = 0¢, = — [n{ dm Rotation umn — L({S) undn -

Diinne scheibe Og, = 0, = — [ &{ndm =~ ptlg,, Oz = 0,7 = 0

Transformationsbeziehungen:

1 1 .
Oge =7 (0 +0,,) + E (0xx — 0,,) cos(2¢) + O, sin (2¢)
1 1 .

Oy =35 (Oxx +0y) =5 (Oxx — 0y, cOS(290) — O,y sin (290)
1 .

0,,)sin(2¢) + 0,,, cos(2¢)

Oy = Opg = _E(Gxx -

Transformationsgesetz

Drehung des Achsensystems (Rotationsachse)
0x =5 (05 + 0,) +5 (8 — 6,)cos(20) + bz, sin(29)
0, = %(6; + 6,7) - % (9; — Gn)cos(Z(p) — B¢, sin(2¢)

Oxy = Oyx = —%(05 - Hn)sin(2<p) + Og,cos(2¢)

Haupttragheitsmoment

Oge+0ny (CH e
@1/2 = 2 + T

+ 02,

Hauptachse

208,

tan 2(p = W

Rotation um § = L(S), etc.

Ogg = O = — [0 dm



Satz von Steiner
Massentrigheitsmoment fiir Verschiebung der Drehachse

- Beschreibt die Anderung des Flichentrigheitsmomentes fiir die Verschiebung
aus der Schwerpunktsachse s-s in eine allgemeine Achse a-a im senkrechten
abstand 7 zu s-s

- Analog zum Flachentrdgheitsmoment

0, =0, +12m
;=i +1?

Kinetik - Massentragheitsmoment 5 (diinne, homogene Kérper)
= 9; = ptl;

Transformationsgesetz Satz von Steiner

Drehung des Achsensystems (Rotationsachse) Parallelverschiebung des Achsensystems

(Rotationsachse)
0, =5 (6 +6,) +5 (6 — 6,)cos(2¢) + b, sin(2¢) Op = 0 + ptA-n% = 0 + m -7}

0y =3 (65 +6,) =3 (0 — 6,)cos(2) — O, sin(2¢) By =6, +ptA-§2 =0, +m- &2

Oy =0y = —%(9; — 0,)sin(2) + Oz, cos(2¢) Oy = Ogy — ptA - Esns = Oy —m - Egn)s
n
y=2 x =1
1" \S-9
s &
P Ts
AN & 14
Arbeitssatz

W= [ Fdx+ [} Fdy + [ Fdz+ [ Mo = [0 F-ds+ [0 M -d§

Leistung
P =22 =Fv, + Mew = F, - b + M - &

Euler’sche Gleichungen

0W-&  + @x(0W-3) =M@
— —
Moment durch

Moment, weil L

Winkelbeschleunigun . - .
nicht kollinear zu w

010, — (0, — O3)wwz = My
0,0, — (03 — B wzw; = M,
0305 — (01 — 0)w;w, = My

im Korperfesten System!

Momentensatz: 04 - & + & x (6W . @) = M®

O = Ope®\ /M,
Lagermomente: | 0,0 + O, w? | = M,
0;w M,

» ~ e
zh School of
Engineering

VL1 2 - RelatIVbewegung 7 aw IMES Institut fiir

»... Vektor im ruhenden System /
7. Vektor im mitbewegten System K
K .. Winkelgeschwindigkeit von K bzgl. I

Zusammenfassung g

«  Absolutgeschwindigkeit (Inertialsystem I) «  Absolutbeschleunigung (Inertialsystem )

1

b, = 5+ 15, la, = 'a; + 'd, + 'dc

- Fuhrungsgeschwindigkeit - Fuhrungsbeschleunigung

Lfiogss ¥ % s s
|’1_L/ = g, + (”‘m x Xfop + K@ x (”‘m % "11,1,))|

"ﬁ, =l + (K@ x Ki) | = T+ ((rwd,)

Geschwindigkeit des Punktes P, wenn dieser mit dem Fos _ i I ke s
bewegten System fest verbunden ist. i = lag+ (rad, —rw’E)

- Relativgeschwindigkeit - Relativbeschleunigung

T/ 7 1
s i g i i B,
U= (_dt ’m*) &= s U | = VT “Top

Geschwindigkeit, des Punktes P relativ zum bewegten s X
System K. Sie ist die Geschwindigkeit, die der mitbewegte > Coriolis-Beschleunigung
Beobachter misst.

> XG, senkrecht auf '@ und X7,

> fa. indet wenn

b) ¥5, = 0 oder 24

c) k@ Il ¥,
Zurcher Fachhochschule



Lagerreaktionen (Drehung um feste Achse) Drehimpuls

76 _g® . =
- Momente auf Lager sind unerwiinscht und treten L¥=0"8

bei nicht ausgewuchteten Rotoren oder Radern auf Momentensatz
" 2
> Unwucht = Rotationsachse entspricht nicht Haupttragheits- [ %5 @ On “’2 M,
achse (Momente = 0 <> Drehachse = Hauptachse) Ongd + bggw® | = IIZY
0 2
- Statisches Auswuchten
Anbringen von Zusatzmassen in einer Bezugsebene so, dass
Schwerpunkt des SK auf der Drehachse liegt
(eliminiert nicht zwingend die Lagermomente, da 6, 8, # 0!!)
m© ) 260m 0 O Secd L t
mll = « = .
Pl 66( . i":) } I®_ . 0 | M® = Hﬁ“fz agermomen |
@ W= (i b0 Antriebs- Statisch ausgewuchtet
moment
- Dynamisches Auswuchten /
Anbringen von Zusatzmassen in 2 Ebenen so, dass Deviations-

[

momente verschwinden (symmetrische Massenverteilung) /

0 0
Og; = —(Em —&¢m) =0 1©o_[ o o= o statisch + dynamisch
B0 =0 Oz B;i0 }Antnebs- ausgewuchtet

moment

(S . -
L® kollinear zu &
Zurcher Fachhochschule

Trigonometrie

sin(p) = ¢, cos(p) =1, tan(p) = ¢ fur kleine Winkeldnderungen! ¢ < 1

sin(x + y) = sin(x) - cos(y) * cos(x) - sin (y)

sin(2a) = 2 - sin(a) - cos (a)

cos(x £ y) = cos(x) - cos(y) + sin(x) - sin (y)



