Denis Bischof

NUM

Numerik — Zusammenfassung

Aquivalente Umformungen: Getreu dem Motto, Kleinvieh macht auch Mist!
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Ableitung — Liste elementarer Regeln f(x) =x" 2> f'(x) =n-x""

1

Funktion Ableitung

f(x) =ulx)*v(x) f(x) =u(x)*v(x) +ulx) * v(x)
u (%) W) () —u(x) < v (x)

fe) =52 fe= o)

f(x) = sin(x), f(x) = sinh(x)

f(x) = cos(x), f'(x) = cosh(x)

f(x) = cos(x), f(x) = cosh(x)

f (x) = —sin(x), f'(x) = sinh(x)

f(x) = tan(x)

f(x) =1+ tan?(x)

WI21tb > WI21ta

f(x) =e” f(x) = e*
f(x) =In(x) £ =2
f(x) =a” f (x) =In(a) * a*

[ =t—=—
f@=Frs
freo=

f(x) = arcsin(x)

f(x) = arccos(x)

1

f(x) = arctan(x) Toa?

sin(a + f) = sin(a) * cos(f) + cos(a) * sin(f)

Ableitungsregeln

Faktorregel Afx)"' =Aaf'"®,A €R
Summenregel fx+gx) =f'x+g' ¥
Produkteregel () * g(x)' = ') * gx) + fx) * g"' (X

Quotientenregel

(@) r_ [+ g(x) - f)*g 1)
gx) 9% (x)

Inversenregel ;_x g * f(x) = Z_f/ (f(x)) * g (x)

Kettenregel

f&) = uwE) =f" ) =u @) * v'(x)

Beispiele flr Ableitungen — Struktur erkannt, Gefahr gebannt!

f(x) = 3(sin(x) + x)’ f'(x) =21(sin(x) + x)® * (cos(x) + 1)

f(x) = (sin(2x))? f'(x) =3(sin(2x))? * [sin(2x)]’
f'tx) = 3(sin(2x))? * cos(2x) * 2

f(x) = cos(x? — 4x) f'(x) =—sin(x? — 4x) * 2x — 4)

- 44 / 1 -80x3
f(x) = 20 * In(3 x*) + 304 f'(x) =20 x — " (—4363) =
_ VBx—V2 _ V3x—V2 _ 1 V3 .
f) == ) rev2) fx) = e = (aeeva) Quotientenregel
fl) = e f@) = e fG) =2xe> fG) = 2xxe*

f(x) = 2x + e fx) =2 —12x%e~ %

F) = 2x —1) % e 4 (x% — x) * —2xe’ ™
= el ((2x — 1) + (¥ — x) * (=2x))
= el (=2x3 + 2x2 4+ 2x — 1)

fx) = (x? = x)et™**

f(x) =20 *sin(x* — 1) f'(x) =20 x cos(x? — 1) * 2x
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Verwendete Packages aus Python (import /import ... as ..../ from ... import ... as ...):
e import math e import numpy as np ¢ from matplotlib import pyplot as plt

SW1 — Python-Einfihrung / Grundlagen

¢ z = np.array([1], dtype = np.float64) #array immer mit np.float64 als Datentyp abspeichern!

¢ np.linspace(start, stop, num) #macht Vektor inkl. Start- und Stoppwerte, num steht fir die Anzahl Ele-
mente im Vektor, die Schrittweite wird somit automatisch angepasst. np.linspace(1, 4, 4) #[1., 2., 3., 4.]

e np.zeros((2, 3)) #ergibt hier eine 2x3 Matrix mit Nullen, wichtig ist die Ubergabe als Tuple!

» np.eye(3) #ergibt hier eine 3x3 Einheitsmatrix = quadratisch mit Diagonalelemente = 1, Rest =0

e np.ones((3, 3)) #ergibt hier eine 3x3 Einsermatrix (alle Elemente/Eintrage der Matrix sind Einsen)

e np.diag([1, 2, 3]) #ergibt 3x3 Matrix, mit den Diagonalelementen [0,0] = 1, [1,1] =2,[2,2] =3, Rest=0

e np.random.random((2, 3)) #ergibt hier eine 2x3 Zufallsmatrix

SW2 — Rechnerarithmetik

Eine Gleitkommazahl ist eine rationale Zahl mit weiteren einschrdnkenden Eigenschaften. Derartige Zah-
len werden inshesondere von Computern flr Berechnungen verwendet. Ob eine gegebene rationale Zahl
eine Gleitkommazabhl ist, hangt nicht von der Zahl selbst ab, sondern vom gewahlten Darstellungsformat.

Problematik: Problem hangt mit Rundung der Rechenschritte zusammen - Problem ist uns aus
print(a := (1/3)**5)  # 0.004115226337448558 PROG2 bereits bekannt. Damals mitisclose()
print(b := 1/243) # 0.00411522633744856 print(a == b) # False

from math import isclose \n print(isclose(a, b, abs_tol = 0.001)) #True # abs_tol = Genauigkeit

Eine Rechenmaschine flihrt eine Rechenoperation mit mehr stellen aus und rundet danach das Resultat
auf die nachste Maschinenzahl. Nach jedem Rechenschritt wird gerundet. So entsteht die Diskrepanz!

Gleitkommazahl: x = —30.0625, diese Zahl kann als Summe von 10er Potenzen geschrieben werden
x =-30.0625=—(3-10'+0-10°+6-1072+2-10"3+5-10"%) = —3006.25 - 1072
Man sieht damit, dass die Darstellung der Gleitkommazahl nicht eindeutig ist!

Normierte Gleitpunktzahl: nur eine Ziffer vor dem Punkt, diese muss > 0 sein. - wiss. Schreibweise
Wert w einer Zahl ergibt sich nach der Formel w := v-m - /¢ = —3.00625- 10!
v = Vorzeichen der Zahl, m = die Mantisse der Zahl, , e = Exponent

Genauigkeit von numpy: kann eingestellt werden (aber nur fir numpy-Befehle!) mit dem Befehl
np.set_printoptions(precision =4) \n  print(np.array([1.2345667e-5])) #array([1.2346e-05])
Allgemeine Formatierung: print(np.format_float_scientific(1372.4828e-4, precision = 4)) #1.3725e-01’
Die Rundung in der Darstellung der Mantisse erfolgt unabhéngig vom Exponenten. Daraus folgt, dass der
Abstand von Fliesskommazahlen mit dem Exponenten zunimmt. Umso naher beisammen zwei Zahlen
sind, umso grosser wird der Rundungsfehler!

Sei x eine exakte Grosse, so ist X die Naherung von x. Daraus ergibt sich folgendes:

e absoluter Fehler: egps = |X — x| o relativer Fehler: e, = le—lxl
X

e..; - 100 = prozentuale Abweichung, welche die Grossenordnung von x bericksichtigt.

Beispiel 3-stellige Gleitpunktarithmetik: gesucht ist x = x; — x,, gegeben ist x; = 1.7851 und x, = 1.7849

Rundung durchfiihren: x; = 1.7851 - %, = 1.79 , x, = 1.7849 - %, = 1.78 £=179 - 1.78 = 0.01
Exakt: x = 1.7851 — 1.7849 = 0.0002 ey = "j;l"' = 'O'?;;gfzol"z' =49 > e,01- 100 = 4900%!!!

Fazit: Viel schlimm! Der relativer Fehler wird sehr gross. Dieses Phanomen nennt man Ausldschung,
welche auftritt, alsbald beinahe gleichgrosse Zahlen addiert / subtrahiert werden. Diese Fehler entstehen
durch Rundungen oder aber Verfahrensfehler/Abbruchfehler (bspw. bei Approximationen vom Sinus)

Wann verschwindet der Fehler? Beispiel bei Taylor Approximationen die Stelle x, = Entwicklungsstelle
stimmt immer exakt tberein!

Binarsystem: x = —(11,11100001), - 21992 = 3, ., - 1€ = Die indexierte 2 steht fur die explizite Basis
x=—(1-2141-2041-271+1-27241-273+1.278).22° = —(30.0625)

Dezimalzahl x = 2.0 in Binar: x = (10.0), = (1.00), - 2(Wz > letzter Teil ist die normierte Zahl, (1) = steht
fur die Verschiebung des Kommas um eine Stelle!
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SW3 — Taylor-Approximation = Interaktive Online-Demo unter: https://www.geogebra.org/m/s9SkCsvC
Idee: Komplizierte Funktion durch eine einfachere Funktion mdglichst gut zu approximieren.
Schrittweises Verbessern der lokalen Naherung durch Hinzunahme komplexerer Eigenschaften:

1. t, stimmt mit f am Punkt x, Uberein,

2. t; stimmt zusétzlich mit f am Punkt x, auch in der Steigung Uberein,

3. t, stimmt zusatzlich mit f am Punkt x, auch in der Krimmung Uberein, usw.

Diese Bedingungen lassen sich durch Polynome immer hoheren Grades erflillen:
1. ¢, ist eine konstante Funktion, 2. t; ist eine Gerade, 3. t, ist eine Parabel, usw.
Taylor-Reihe t(x) einer oft genug differenzierbaren Funktion f am Entwicklungspunkt xq:

£ = f(o) + 70V e — ) + 0 e — )2+ (= xg)® 4 o

=ag+ a(x —x0) + ay(x —x)? + 0 (x —x0)3 + - = Zf:o%f(k)(xo)(x — x0)* = Tio ar (x — x0)*
Beispiel: f(x) = 1+1x2 =(1+x)1 x=0 flf(x)==1-(1+x?)72-2x=—-2x-(1+x2)72
to(x) = f(x0) = f(0) = 7 =1 ag = fxo) = 1
(1) = £ (o) + 37 f (o) = x0) = f(x0) 57 0+ (X = x0) = [ (xo) = 1 a, =52 =2 =0
') ==2-1+4+x2)"24+-2x--2(1+x?)32x=-2-(1+x?)"24+8x?- (1 +x%)73
fr)=-2-1+0)2==-2-(D)2=-2=-2 a, =L =2 -
G0 = f(r) + 1 0 = x0) + 2 () = 10)? = 140+ 2+ (-2) 2% = 1 =22
Beispiel: f(x) = sin(x), xo=1 f'(x)=cos(x), ["(x)=—sin(x), = —cos(x)

to() = £ (x0) = f(1) = sin(1) 1
t.(0) = Fxo) + 5+ (o) (x = x0) = f (o) + =+ cos (1) - (x = 1) = sin(1) + cos (1) (x = 1)

£(x) = f (o) + 5 [/ (x0) (o = Xg) + 5/ (x0) (x = )2 = sin(1) + cos (1) - (x = 1)+ (=sin(1)) (x — 1)?
t3(x) = f(xo) + 1 £/ (x0) (o — x0) + 5 7/ (o) (x — x0)? + 5 (x = %0)°
=sin(1)+cos(1) - (x—1) — sz—(l)(x —-1)?+ %- (—cos(1))(x — 1)3

Konvergenzradius einer Funktionsapproximation durch Taylor-Polynome
Eine Taylor-Entwicklung als unendliche Reihe ist oft nur innerhalb eines eingeschrankten Konvergenzbe-

| e — -
reichs rund um den Entwicklungspunkt gultig! Konvergenzradius r tim sup (1)) einer Reihe. Oft kon

vergiert Taylor-Reihe nur fir |x| <r < o limsup = Limes superior bedeutet grosster Haufungspunkt

Beispiel: f(x) = 1+1x2 =1+4+x)1 x=0 sieheoben a,=1,a,=0,a,=-1

Nun werden die Betrage der a,, betrachtet. Hier haben wir die beiden Zahlen 0,1 (|-1| = 1)

1 1 . ..
r= i sup (Ve 1 1, d.h. konvergiert nur fir |x| < 1

Fehlerschatzung per Restglied-Darstellung nach Lagrange mit Zwischenstelle z fur exakten Fehler
(k+1)
fx)—t,(x) = ]C(Tlg'z)(x — xg)ktt Dabei ist z aus dem Bereich zwischen x und x, aber unbe-

kannt. Auch ohne Kenntnis des genauen Werts z kann man den Fehler abschatzen, falls man die entspre-

chende Ableitung begrenzen kann. Fehlerschranke: falls |f("+1)| < M im Intervall zwischen x und x,
M
= |(k+1)!

)k+1|

(k+1)
dann: |[f(x) —t,(x)| £ max @ — x)ktt (Jx = x|

z€[xg, x]| (k+1)!
Linearisierung (als Einstieg fur Newton-Verfahren)
t1(x):f(xo)+%'f’(xo)(x_xo) [x0, x] =h X —xo=h,
Beispiel: Approximative Berechnungvon v5  V5=+v4+1=/x, +h
f= \/x—o = hier Wurzelfun. f’' = —L_ =hier Ableitung von Wurzelfun. = — Linearisierung S

2/xo
Xo=4h=1,x—-4=1 5=a+1=+4 +ﬁ(5 —4) =225 Erhalten 2.25 als Naherung fiir V5

Beispiel: Approximative Berechnungvonv5 +V5=+v9—4=/x,+h
Xo=9,h=—-4,x—-9=-5 /5=/9+ %(5 -9) =233 Erhalten hier 2.33 als Naherung fir V5

Beispiel: Approximative Berechnung von /7 durch Linearisierung der dritten Wurzel in Punkt x, = 8

V7=¥Y8—1=x,+h Xo=8h=-1, f=3x, f'=—— V7=VY8+—-(7-8)=19167

3:(x0)3 3-(8)3
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Numerisches Differentiation
f'(xg) = %hf(x"h) =:Af(x,) Ist der zentrale Differenzenquotient an der Stelle x,
Zentrale Frage: Wie gut ist Naherung Af (x,) fur f'(x)?

Taylor: f(xo +h) = f(x0) + f'(xo)h + %f "(xo)h? + %f ""(z1)h3 2y € [xg, xo + h] ‘ |
fxo—h)=f(xo) = f'(xo)h + %f”(xo)hz - %f”’(zz)h3 Zy € [xo — h, %]

z1, = werden mit der Hilfe der Lagrangsche Restgliedschétzung dargestellt. Ko~ \ &
Af (x0) = 5= 2 f'(edh + 5 (f "' (20) + f" @) )R® = £/ (x0) + 55 (f "' (20) + f"'(zZ))hZ

Somit (Verfahrens-)Fehler: |Af(x,) —f’(xo)l = % If""(z) + f""(z5)|h? < E -h? = Fehlerordnung
C:= o [XO xo h]lf”’( 7))+ f""(z))| < bedeutet hier, wenn wir Schrittweite h um den Faktor

Z, € [x9—h,x¢)]
10 verkleinern, dann wird der Fehler um den Faktor von ungeféhr 100 reduziert.

SW4 — Nullstellen nichtlinearer Funktionen
Es gibt zwei Techniken zur Nullstellensuche. Eine beruht auf der Idee der bindren Suche, die zweite ver-
wendet die Linearisierung der Funktion. Allgemein kann f nicht nach x* = Nullstelle aufgel6st werden.

Zwischenwertsatz auf Nullstellensuche angewendet:

f:la, b] — R muss stetig sein. Man geht auf die Suche nach zwei Funktionswerten mit verschiedenen
Vorzeichen. Hat man a, b gefunden mit f(a) - f(b) < 0 (d.h. f(a) und f(b) haben unterschiedliches Vor-
zeichen), so liegt dazwischen eine Nullstelle. Diese hat man mit den Schranken [a, b] grob lokalisiert.
Dazwischen kdnnen auch mehrere Nullstellen liegen!

Bisektionsverfahren mit Hilfe der bindren Suche

Wenn f(a+b) f(b) <0 gilt: x* € [— b] und wenn f(a+b) f(b) >0 gilt: x* € [a ath) asz = mid
Wenn f(a+b) f(b) = 0 herauskommt, ist eine Grenze bereits Nullstelle und wir sind gliicklich! @stlk
Wenn f(a) - f(b) >0 herauskommt, ist eine Bisektion unméglich, dazwischen ist keine Nullstelle x*
Mittelwert der Funktionsgrenzen. Wenn f(a+b) <0- [a—+b b] wenn f(““’) >0- [a,aTH’
Je nachdem ob Mittelwert Funktionsgrenzen kleiner/grésser als Null ist, werden die Grenzen angepasst.
Beispiel: f(x) = x> —3 = 0 - Nullstelle intuitiv: x* = /3 suchen nun Grenzen die je grosser/klei-

ner als Null sind. Diese sind hier bspw. f(1) =12 -3 =-2<0und f(2) =22-3=1>0 > x* €[1,2]
Mittelwert der Funktionsgrenzen: m; = lzlz = 1.5 - Funktionswert: f(m;) = 1.52 -3 = —% <0

Gemass Gesetz oben gilt f (a+b) <0- [aT”’ b] neue Grenze: [ b] [1.5,2] » x* € [1.5,2]

Nun wieder gleiches Verfahren von vorne mit [1.5, 2]

Mittelwert der Funktionsgrenzen: m, = 132 — 1.75 > Funktionswert; f(m,) = 1.75%2 — 3 = 0.0625 > 0
Gemass Gesetz oben glltf(a+b) >0 - [ a+b] neue Grenze: [a+b ] [1.5,1.75] = x* € [1.5,1.75]

Dies nun so lange weiterfuhren, bis Intervall [a, b] der gewiinschten Genauigkeit entspricht: |a — b| < tol
Pro/Contra des Bisektionsverfahrens: Konvergiert immer, ist dafir sehr langsam

Newton-Verfahren — Linearisierung

Grundidee: Linearisierung von Funktionen, dies bedeutet, dass die zu untersuchende Funktion durch eine
lineare Funktion ersetzt wird (eine Gerade). Ldsen der Ersatzfunktion ist einfacher als Ursprungsfunktion.
f) = t1(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) =0

f (x) mit unserer Tangente zu approximieren und damit die Nullstelle der Tangente zu bestimmen.

f (xy) der Bertihrpunkt der Tangente, f'(x,) ist die Steigung der Tangente

Umstellen nach x resp. x;: x; = xo — 200 wiederholen mit x,: x, = x; — 252 usw. ergibt:
f(xo) £ (xq)
Xpp1 = X — f (i) ,k=10,1,2,. xo = Startwert, kann beliebig gewahlt werden. Am besten wahlt man

f' )’
diesen Wert nahe an vermuteter Nullstelle.
Abbruchkriterium 1: Residuum r = f(xy) = f(x*) + f'(2) (x — x¥) z € [x%,x], f'(z) = ist die Stei-
gung der Sekante durch f(x*) und f(xy).

Ir| = |f'(2)| - |x, — x*|, wobei |x;, — x*| = Fehler der Naherung x*, welches wir klein halten méchten.
Wenn |f'(z)| sehr klein ist, ist auch das Residuum durch Multiplikation sehr klein. Der Fehler der N&éherung
der Nullstelle x* kann jedoch trotzdem sehr gross sein.

I.A. garantiert ein kleines Residuum |r| nicht, dass x; auch nahe an der gesuchten Nullstelle x* ist.
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Abbruchkriterium 2: wenn f(x + tol) - f(x;, — tol) < 0 - beschreibt wie bekannt Vorzeichenwechsel
Stellt sicher, dass Nullstelle x* im folgenden Intervall liegt x* € [x; — tol, x;, + tol]

Pro/Contra des Newton-Verfahrens: Konvergiert nicht immer, ist dafir bei Konvergenz sehr schnell.

SW5 — Nichtlineare Gleichungssysteme
Anwendung: Optimierung bzw. Minimierung einer Profitfunktion. Nullstellen von g(x) mit der Hilfe vom

oo - L Residuum: 7 = |9 (s )l = I (s
Beispiel: Funktion: f(x) = x? - sin(x), f'(x) = 2x - sin(x) + x? - cos(x)

g'(x) = f"(x) = 2-sin(x) + 2x - cos(x) + 2x - cos(x) + x? » —sin(x) = (2 — x2) - sin(x) + 4x - cos(x)
Lésen mit Python Programm. Je nach Startwert und Grenzen, kommen verschiedene Nullstellen heraus.

Differentialrechnung von f:R? - R
Partielle Ableitung gemass AN3 anwenden. f:R? - R, Beispiel: f(x,y) = x% + y?, (xo) = (1)

Newton-Verfahren bestimmen: x,,.1 = xi —

Yo 2
] ]
ézfx=2x £(1,2)=2-1=2, é:fyZZy £,(1,2)=2-2=4
Linearisierung (Gleichung der Tangentialebene t(x,y)

X —X
f(x,y) = + 7 G0, v0) (& = x0) + 7 G0, 7o) 0 = 7o) = + (Z—,{(xo,yo>.§§<xo.yo)>(y —)
Weiterfuhrung des vorherigen Beispiels: t;(x,y) =5+ (2,4) (; : %) =5+4+2(x—1)+4(y—-2)
Jacobi-Matrix: 7(x, y) = (;1g ;g) 7: R — RE linearisiere komponentenweise in (xg,v,)

2 )

. + 2 (x0,0) (= x0) + 22 (20, 90) 0 = ¥0) B
filxy) = X(x,y) = (x1,%2)

% ~ (X0, ¥0) (x = x0) + a—; (X0, 70)¥ = ¥0) )

ofy (= fr (=
(= (0)) S (3©) B R ©
), Jacobi-Matrix J (#(©) = ]( Xy )

ﬁ(ic’)=7(7(°))+ afz (-»(0)) 6fz (~(0)) (%~

Linearisierung: t_{(x) = f(Z®) +](x(°))(x - %)

o _ (fibaxa)\ _ (20t 4%
Beispiel: f (x1,x;) = (f: (xi,xz)) - (4x1 +8(xy)?

Linearisierung in (2,1): f (x;,x,) = f(2,1) = (ﬁgizg) (4,3;:_4;;?;2)3) (42 22-|--|_84(1)1 )

ﬁ(xl’x2)2(186)+(121 24(?62)2>(2:i>:(186)+(‘2l 24?1)2><2:i>:(186)+( 244)< i)

2D-Newton-Verfahren:

) komponentenweise ableiten: J(x{, x,) = (i 24(1 )2)
2

(k)
2ey fl(xl:xz)) _ (0 _R , S B B o
fx) = (fz(xlsz) = (0) =0, linearisiere in x'*) = xék) , k = lterationsindex
Betrachten lineare Gleichungssystem J(x)) = —f(f(")) S A-d=b, R?**?, , R?
System liefert den Vektor d. Dieser wird dann in folgende Gleichung eingesetzt; %k+D = % 4 ¢

fi (2,
£ (x(k)’x(k))
Petspiel /9 = Qiliéﬁj) /&= (4 2fx ) 0 = () JE®) =G, 2)—(4 24422) (i 946)
f(i’“’))=7(3,2)=(2x1+4x2)_( 2-3+4-2 )

Abbruchkriterium: f(z®)) = =: (2) r= 2+ 7= [FE®)|, ll... | = Normschreibw.

4x,+8x3)  \4-3+8-(2)3
2 4 14
(4 962 B (76) =
Vektor d einsetzen: #k+D = 3K 4 | o 3O+ = 20 4 | & 3D = 30 4 | & O = 0 4
3 ~ /=2.909
=(3)+ = (14545)

SW6 — Probezwischenprifung
Viel schlimm...
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SW7 — Lineare Gleichungssysteme
Betrachtung des linearen Gleichungssystems Ax = b
LR/LU-Zerlegung
Aufteilung der quadratischen Matrix in eine untere L und obere R oder U Dreiecksmatrix. Beginn bei oberen
Dreiecksmatrix, wobei der aus LA bekannt G(r)auss-Algorithmus angeworfen wird (jetzt wird’s ganz bitter
hier). Fur die untere Dreiecksmatrix werden die Hauptdiagonalelemente mit 1 geflllt. Die restlichen Ele-
mente werden anhand der Zeilenoperationen der Matrix hinzugefigt. Achtung Vorzeichenwechsel!

2 4 3 5 1 0 0 O 2 4 3 5

fenial- e A — _|—4 -7 -5 -8 -2 1 0 0 0 1 1 2
Beispiel: Gegeben Matrix: A=L-U = 6 8 5 9 3 1 0 0 0 -3 2
4 9 =2 14 2 1 3 1 0 0 0 -4
2 4 3 5 =1 2 4 3 5 I=1 2 4 3 5 I =
A= 0 1 1 2 nm+2r _(0 1 1 2 \1=1 _[0 1 1 2 =1 —U =R
0 —4 -7 —6]I11-3I 0 0 -3 21l 11 0 0 =3 2 |lI=1I
0 1 -8 4/71V-2I 0 0 -9 2/ 1IVv—-1ll 0 0 0 —4/1v-=-3lI

X, —2X; —X3=3 | | 1 -2 -1
2x; —x;+x3=0 | 1I> (2 -1 1

3
Beispiel Rickwaértseinsetzen: lin. GS Ax = b 0)
3X1 - 6x2 - 5x3 =3 111 3 _6 _5 3

1 -2 —-113\ I 3 X3 =3 1 00
:(O 3 3 —6)—2[:U,y=<—6>, 3x2+3-3=—6@3x2=—15(:>x2=—5,L=<2 1 0),

0 0 -=21-6/-3I -6/ x+(-2)-(-5)+(-1)-3)=3=x=—4 3 01
x = (—4,-5,3)T = Umsetzung in Python mit Befehl x = backsubst(U, y), L kénnte man sich sparen

1 -2 -1 3 1 -2 -1\ I
Beispiel Vorwartseinsetzen: lin. GS A = (2 -1 1 ),b = (0) > (0 3 3 >—21 =U

100 3 -6 -5 3 0 0 —2/-3I
L={2 1 0] - Umsetzungin Python mit Befehly =forwardsubst(L, b), danach Rickwartseinsetzen
3 0 1/ um Lésung fur x zu erhalten x = backsubst(U, y), welche gleich ist wie oben.

Beispiel: Zeilenvertauschung, da keine Nullen in der Hauptdiagonalen (Pivot) sein sollen: P-A=L-U

02 21 /210 2 1 01 (2 1 0\ I=I 2 1 0\ I=1I
A=11 2 1]l2=(0 2 2l =0 2 2|p=(0 2 2|U=10_(0 2 2)1=1I -
2 1 0/3 1 21 1 2 VJmr \0 3 1jui—51 \o I 1jm-:n
21 0 1 0 O
0 2 2 )=y=g, L=|0 10} da Zeilentausch vorgenommen wurde!
0O 0 —-= - 21
2 2 4
0 2 2 10 0ys2 1 0 2 10 2 10
2 10 S 3 1/\0 O -2 1 2 1 1 2 1

Beurteilung einer Naherungsldésung
Lin. GS Ax = b mit theoretisch exakter Losung x = A~1b sowie errechneter Naherungslosung %
Der Fehler e := x — X ist im allgemein unbekannt. Erinnerung an das Newton-Verfahren: Residuum.
Auch hier ist Residuum r = b — A - ¥ messbar. Indirekte Fehler-Abschatzung: ||r|| < ||A]ll - llx — X||
Relativer Fehler einer Naherungslosung

lx—%]|

Im 1D-Fall kann man aus dem relativen Fehler e := PR sofern bekannt oder abgeschatzt, auf die Anzahl

korrekter Dezimalstellen von % schliessen. Abschatzung des relativen Fehlers: % < IAll - 1A~ -%

Eine Matrix A mit grosser Konditionszahl x(4) = ||A]l - |A~%|| » 1 nennt man schlecht konditioniert.
Erkenntnis: in der numerischen Umsetzung des Gauss-Algorithmus ist nicht nur das exakte Null-Pivot
storend, sondern auch allgemein kleine Pivots. - deshalb entsprechende Zeilenvertauschung vornehmen

SW8 — Ausgleichsrechnung (Regression)
Interpolation konstruiert Naherungswerte einer Funktion zwischen Punkten, an denen die Funktion exakt
bekannt ist. Regression nimmt an, dass die bekannten Funktionswerte Fehler enthalten. Regression
findet in einer gewahlten Modellklasse (z.B. lineare Funktionen) dasjenige Modell, welches eine Fehler-
funktion (z.B. mittlere quadratische Abweichung) minimiert.
Abwagung bei Modellauswahl (sog. bias-variance tradeoff):

¢ komplexeres Modell: sensitiver gegeniiber Datendnderungen, daflr besserer Fit der Daten

¢ einfacheres Modell: weniger guter Datenfit, dafiir robust bei Datenanderungen und Voraussagen
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Ausgleichspolynome aus Minimierung der Fehlerquadratsumme

Gegeben: Punktpaare (x1,y1), ..., (Xm, ¥m) SOWie vorgegebener Polynomgrad n, typisch: m > n.
Annahme: Messfehler in Ordinaten y4, ..., ¥,,. Gesucht: das beste Polynom p,, vom Héchstgrad n sodass
Fehlerquadratsumme F := X, (p,, (x;) — y;)? minimiert wird.

Matrixformulierung: finde Koeffizientenvektor p € R™*1 fir bestes Polynom p,,, sodass F(p) = |A-p — y|?
(das Quadrat der euklidischen Lange des Vektors) minimal ist, d.h. |[A-p—y|? < |A-q — y|? fur alle g €
R"™*1. p minimiert also Lange des Residuenvektorsr=y—A-p

fiGa)  folx) - f(x)
Designmatrix A: Allgemein A = fl(:xz) fz(:xz) fm(:xz) , Wobei fi, ..., f;, Basisfunktionen sind.
fl(xn) fz(xn) fm(xn)
Normalengleichung: (AT - A) -p = (AT - y) & p = np.linalg.solve(A.T@A, A.T@y)
Beispiel: Ansatzpolynom vom Grad 2 - p,(x) = ax? + bx + ¢ gesuchte Parameter sind (a, b, ¢).
Fehlerquadratsumme: F(a,b,c) = ﬁl(ri(a, b, C))2 =Y" (p,(xi,a,b,¢) —y)? =¥" (ax? + bx; + ¢ — y;)?

ax? + bx, +c i\ I? x2 x; 1\ ,a Y1
2 2
axy +bx, e ) yz = % ! <b> yz =|A-P—7|? =7 - min, # = Residuenvektor
axZ + bx,, +c Ym xZ x, 1/ \m Ym
Gesucht ist , sodass die Fehlerquadratsumme F(p) = |A - p — y|*> - min minimiert wird.
Beispiel: Gegeben Modell: y = mx + b und Daten: | x; | x5 | x3
Gesucht p im Sinn der kleinsten Fehlerquadrate 7 = A - p — y yi | v2 | s
mx; + b 2NE x, 1 Y\ |2
= _ _ 3 2 m e - 2
F(B) = F(m, b) =S, (mx+b-y) = (mxz * b) - <y) = (xz 1) (}) - (y) =145 - Jl
mx; + b V3 x; 1 Y3

Minimale Fehlerquadratsumme wird gefunden durch 1. Ableitung = 0 setzen.

a a
= 0= (may +b—y)? + (mx+b—y)? + (mxs+b—y;)?) =

aom
0=2(mx; +b—y)x; + 2(mxy, + b — y,)x, + 2(mx3 + b — y3)x3
0 = mx? + bx; — y1x1 + mx3 + bx, — y,x, + mx2 + bxz — y3x3
0 =mxf + x5 +x35) + b(xy + X2 + x3) — Y1X1 — Y2Xp — Y33
YiX1 + Yoxp + yax3 = m(xf + x5 +x5) + b(x; + x5 + x3)
=0 =%((mx1 +b—y)? + (mx;+b—y,)* + (mxz+b—y3)*) =
0=20mx;+b—y;) -1+ 2(mx, +b—y,) - 1+2(mx3+b—y3)-1
O=m(x;+x,+x3)+3b—y;, =y, —y3©V; +y, +y3 =m(x; + x, + x3) + 3b
xP+x5+x5 x;+x,+ x3) (m) _ (y1x1 + Yaxz + ysXa)
X1+ x5 + x3 3 b Yity2tys

- Normalengleichung A liefert die gesuchten Parameter. p = (Tg)
F)=WUp-PNT-A-5—-79) Optimalitatsbedingung: VF = 0= (A7 - A) -p = (AT - y)

x 1 V1
AT -A)-p=UT ) & (x11 Xlz xf) <x2 1> (Tl;l) = (9611 xlz xf) (}'z> gibt wiederum LGS von oben!

oF
ob

Lineares Gleichungssystem: (

x; 1 3
Beispiel: Gegeben Modell: y = mx + b und Daten: x | 1 2 3 4
Haben somit f;(x) =xund f,(x) =1,n=4 v, | 6 | 68] 10 | 105
fi(a)  f2(x0) () £ 1 1 1 1
_ | ilx2) falx) | _ [ 1(2) f2(2) 2 1 T _(1 2 3 4H[2 1)_(30 10
4= i) fo(x) | | A £3) (3 1)’ -4 = (1 1 1 1) <3 1) - (10 4)
fi(xs)  f2(x4) fi(4)  f2(4) 41 4 1

11 6
, . 1 2 34 m 1 2 34 _ 30 10\ /m 91.6\ m = 1.67

AT-A)-p=A"-)) = (1 11 1)(% %)(b) = (1 11 1)<61(E)3>=> (10 4)(b) = (33.3)' b =415

4 1 10.5
Verbesserte Berechnung von p mit Orthogonalitat
Umformung der Normalengleichung (A7 - A) - p = (AT - y) durch Distributivgesetz und mit Residuum r zu
0=AT(y—A-p)=(AT 7).
Interpretation via Skalarprodukt: das minimale Residuum ist senkrecht zu den Spalten von A.
Orthogonalprojektion von y auf Spalten Designmatrix A &quivalent, aber numerisch vorteilhafter.
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SW9 — Interpolation
Interpolationsaufgabe kann auf zwei verschiedene Arten geldst werden: entweder anhand eines linearen
Gleichungssystems oder andererseits konstruktiv nach Lagrange.

Polynom-Interpolation als lineares Gleichungssystem

Ein Polynom p(x) = a,, - x™ + ap_q - X" 1 + -+ a, - x + ag vom Grad n hat (n + 1) Koeffizienten.
Interpolationsbedingungen: Samtliche x-Werte x,,x4,...,x, missen im Polynom eingesetzt
p(xy),p(x,), ... die entsprechenden y-Werte y,, y4, ... ergeben. Dies sind (n + 1) Bedingungen!

Dies lasst sich durch das Lésen des linearen Gleichungssystems V x =y erreichen, wobei V =
V(xq, x5, ..., x,) die sogenannte Vandermonde-Matrix ist.

1 xo x¢ - xp
2 n _ 0 “o 0 Qo Yo
ag + ayxg + azxg + -+ ay,xg =Yg 1 2 n a

X1 xi Xq 1 Y1

ag +a;x; + a2x12.+ ot apxt =y V(xy, %2 %) =1 x, x% e xR az | =1 Y2
ap + a1 x, + azxfl + -t apxy =y, \1 x.n x:Z xTrll/ \an/ \yn/
n
Beispiel: Gegeben seien 5 Datenpunkte - X 05| 1 | 15

Brauchen Polynom Grade 4! p,(x) = ag + a;x + a,x? + azx3 + +a,x* y; 1 0 0 3

0
1

1 x x5 % X0\ /q, Yo 1 0 0% 03 1

Xy xf xf xf (ca\ (}ﬁ) (1 05 052 0.53 054\( w (1\

x, x2 x5 x|l R|=|V2|le=|1 1 12 13 1 0 | nun LGS Iésen.

X3 x2 x3 xt \%/ \}’3/ \1 15 152 153 154/\ \0

Xo x2 x3 b Qy Ya 1 2 22 23 3

Nachteil des Verfahrens: Vandermonde-Matrix hat eine schlechte Kondition.

[ =Y

Polynom-Interpolation nach Lagrange
Formel fur Grundpolynome nach Lagrange: [;(x) = %o,

Xi—Xo Xi=Xi—1 Xi=Xi+1 Xi—Xn

XXl X—Xiy1 . X—Xp

Beispiel: Daten mit 3 Punkten - Polynom vom Grade 2

_ XXy XX _ X=Xy X~Xp _ X~Xo X=Xy
lO(x) Xo—X1 Xo—X3' l1(x) X1—Xg Xq1—X3' [ (x) Xy—Xg Xp—Xp

P2(x) =yo - lo(x) +y1 - Li(x) + y2 - (%)
lo(xg) =1, lo(x1) =0, Ly(x) =0 P2(X0) = Yo 1+y,-0+y,- 0=y,
l1(xg) =0, Li(x1) =1, L1(x3) =0 P2(x1) =Y 0+y,-1+y,- 0=y,
L(xg) =0, L(x) =0, L(x) =1 P2(x)=y0-0+y,-0+y, 1=y,
. . ] 1i=j
Dies fuhrt uns zur Regel: L;(x;) = {0 i%j
Beispiel: f(x) = 1 Daten mit 4 Punkten - Polynom vom Grade 3 Xo=1,%=2,x,=3,x3=4
_xxl.xxz.xx3 xxo_xxz_xx3 xxo_xxl_xx3 _ XXo  XX1 XX
ZO(X) Xo—X1 Xo—X2 Xo—X3 1( )_x1—x0 X1—X2 X17X3 2( )_xz-xo X2—X1 X27X3 3() X3—Xg X3—X1 X3—X3
x=2 x=3 x4 _ X7l x-3 x4 _ X7l x-2 x4 _ A1 %72 x-3
lo(x) = ﬁ'1_3'§’ L (x) 221 2-3 2-4’ lZ(x)_3—1 3-2 3-4 l3(x) 4-1 4-2 4-3

lo(x)=—g(x —9x2 + 26x — 24), ll(x)=;(x —8x%+19x — 12), lz(x)=—%(x3—7x2+14x—8), l3(x)—g(x —6x2+11x — 6)

1 1 1 1 5 35 25
p) =11+ L)+ L)+, LE)=——x’+ox*—Zx+
Spline-Interpolation y o,
Polynome kdnnen zwischen Stitzstellen teilweise stark oszillieren. (so(x) fallsx €1y | 7, x __‘( ,
Stlickweise lineare Interpolation s(x) =1481(x) fallsxel, | v “ Y ks
Iy = [x0,x1], I, = [x1, %3], I, = [x, x3] fUhrt zu Bedingungen: 72 s,(x) fallsx € I,
So(x) = ag + bo(x —x0), s1(x) =a; +bi(x—x1), s52(%) =a;+by(x—x3) Colype
Damit sind gesucht: ay, by, a4, by, a,, b, 2 3 -2 = 6 Bedingungen o ') Xk xq
Interpolationsbedingungen: y, = so(xo) = ag, So(x1) = ag + bo(xy — xp) = y1, by = 220 2> Stelgung

X1~

So(x0) =y + + a2 (x —x0), S1(x1) =y + + 20 (x —x1), S(x2) =y, + R (x —x3)

Problem: Auswertung kann nur innerhalb des Ausgangsmtervall stattflnden (kelne Extrapolation!)
Nachteil der stiickweise linearen Interpolation: Funktion hat «Spitzen.
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Stickweise kubische Splines — Kubische Polynome

Idee: Verwendung einer kubischen Funktion (x3) auf jedem Teilintervall.

n Teilintervalle, also 4n Koeffizienten (davon 2n bestimmt durch Interpolationsbedingungen wie lin. Fall)
Zwei Freiheitsgrade pro Teilabschnitt mehr als stiickweise lineare Interpolation; benutzt, um Funktion
«runder» zu machen. Stetige erste und zweite Ableitung, an jedem von (n — 1) Ubergangen:

Si(i)l(xi) = si(])(xi), i=1..,n—-1, j=1,2

Beispiel von oben mit drei Intervallen:

x € Iy: so(x) = ag + bo(x — x¢) + co(x — x0)% + do(x — x¢)3

x €l s;(x)=a; +by(x —x1) +c1(x—x)?+dy(x—x)3 Total: 3 - Anzahl Teilintervalle =

x € Iy: s5(x) = ay + by(x — x3) + ¢ (x — x)% + dy(x — x3)3 = 4 - 3 = 12 Koeffizienten ay, by, ¢, dy,
Interpolationsbedingungen (Stetigkeit):

So(X0) = Yo, So(x1) =¥1 | s1(x1) =y1, 51(x2) =y2 | s2(x2) =¥, s2(x3) =y; > 6 Bedingungen
Glattheitsbedingungen (Stetigkeit der 1. & 2. Ableitungen):

so(x1) = s1(x1), s10x2) =s3(x2) | 59 (xq) =51 (x1), 57 (x2) =55/ (x2) ~ 4 Bedingungen
Zusatzbedingungen:
Naturliche Splines: sy (xg) =0, s5'(x3) =0 - 2 Bedingungen

SW10 — Numerische Integration (Quadratur)
Numerische Integration approximiert ein bestimmtes Integral, ohne dass die Stammfunktion bekannt sein
muss. Die Idee verallgemeinert die aus der Analysis bekannte Untersumme/Obersumme unter Verwen-

dung von Interpolationstechniken. |
Mittelpunktregel (Rechteckregel) i 71

b 5 it 4~ (2. b— ey
I=[ f(x)dx Anngherung mit: A = f( > ) (b—a) f /1
- Polynome vom Grad 1 kénnen mit dieser Methode exakt dargestellt werden. Ao b
Trapezregel: 7 o
I = fabf(x)dx Ann&herung mit: A = w- (b—a) — T
- Polynome vom Grad 1 kdnnen mit dieser Methode exakt dargestellt werden. BN
Beispiel: Berechnen 4, = f_ll 2x dx und A, = f_ll 3x2% dx

1 1 1 1

Exakte Werte: Ay =f_12xdx=x2|_1=0 und A4, = [, 3x? dx=x3|_1=2
Mittelpunktregel:  A; ~ f (=) - (1-—=1) =0 und A~ f(ZE) A--1)=0 FNN
Trapezregel: A = _22+2 -1--1)=0 und A, = % 1--1)=6 NANN

Konstruktion mit Hilfe der Interpolation
Idee: anstatt der Originalfunktion f integriere Interpolationspolynom (welches f gut approximiert).

Aquidistante Unterteilung des Intervalls [a, b] mit h = b;—a txo=a, xy=a+h, x,=a+2h,..,x,=b
Fur gegebene x — y Paare (xg, ¥ = f(x0)), ..., (%n, ¥n = f(xy,)) sind die Grundpolynome [;,0 < i < n nach
Lagrange vom Grad n, [;(x) = —2. 2%t T7wm . X7 ynd das dazugehérige Interpolationspo-

Xi=Xo = Xi~Xi-1 Xi—Xiy1  Xi—¥n
lynom: p(x) = yo - lo(x) + y1 - 1, (x) + -+ yp - L (x)

Benutzen die Approximation: fff(x) dx ~ f:p(x) dx =X o y; f; li(x) dx, wobei f; 1i(x) dx = w;
Mit n + 1 Knoten werden alle Polynome vom Grad n exakt integriert!

Beispiel: Gegeben sei auf Intervall [-1, 1] die Quadraturformel: Q, = wy - f (— %) +w; -f( ) +w,-f G)

1

4
Bestimmen Sie Gewichte w,, w;, w,, sodass alle Polynome vom Hdochstgrad 2 exakt integriert werden:
Die zu den Knoten gehdrenden Lagrange-Interpolationspolynome lauten

1 3
ly(x) = (x341) (x343) =(—x+l)-—z(x—3) =(—x+1)‘(—zx+z)=§x2—%x—%x+§= §x2—§x+%

(-5 () 3 * 4 S
1 = (= () =30 = (r4D) (2 ) =2 de e f= 2t
b =B =22 2(x -2 = G+ (- =t trra—dote et S L dx
f_ll lo(x) dx = f_ll Gx2 —§x+§) dx = (;?xB —%xz +§x) 1L, = 2—2,
Li@d= [ +)de= (=30 + i) b= L@ dx = [ (G0 +5x—5)dr =55
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Simpsonregel:
Beispiel Simpsonregel (n = 2): S, = bT fla)+4- =2 f(“”’) +?-f(b)
Allgemeine Gewichte auf [a, b]: wk:b%a - W

- Polynome bis und mit Grad 3 kdnnen mit dieser Methode exakt dargestellt werden.

Drei-Achtel Regel
Polynome Grad < 3 auf Intervall [a, b]: Q3 = be  fla)+3-== f(z‘”b) +3-— f(“+2b) +”—;“ - f(b)

Zusammengesetzte Newton-Cotes Formeln
Idee: Je kleiner Teilintervalle, desto besser stimmen Interpolationspolynome und Originalfunktion tberein.

Unterteilung Intervall [a, b] in n Teilintervalle der Grésse h = bn;a, Anwendung Originalformel auf jedes
Teilintervall.

Zusammengesetzte Mittelpunktregel: My(h) = h - [f (a+(a+h)) +f (M) 4ot f (w)]

Zusammengesetzte Trapezregel: T; (h) = ﬁ- [f(a) +2f(a+h)+--+2f(a+ (n—1)h) + f(b)]

Zusammengesetzte Simpsonregel: S, (h) = = [f(a) +4f (a+(a+h)) +2f(a+h)+ -+ f(b)]

SW11 — Gewohnliche Differentialgleichungen

Numerische LOsung einer Differentialgleichung

Euler-Verfahren:

Idee zur numerischen Ldsung: Differenzenquotient mit Zeitschrittweite h zur expliziten Berechnung von

y(t+h) ausy(t). Formel: yyyq =yi+h- f(ty,yi)

Beispiel: y' = =2y > f(ty)=—3y,  ¥(0) =100 > t5=0,y, = 100 p
2. Schritte mit Euler-Verfahren mit h = 2.5 L

1t,=to+h=0+25=25, Y1=Yo+h-f(to,0) =100 +25(=3-100) = —25
2. ty=t, +h=25+25=5 Yo =y +h- f(ty,y1) = —25 + 2.5 (—% (—25)) — 625

Beispiel: Berechne zwei numerische Naherungswerte fiir AWP: y’ = 3y — e2* mit y(0.1) = 1 indem zwei

Schritte mit dem Euler-Verfahren im Intervall 0.1 < x < 0.3 durchgefuhrt werden.
b—-a 0.3-0.1

1. Schrittweite bestimmen: / = — = =0.1 Py(xo,v0) = (0.1,1)
n 2

2. Koordinaten von P, (x4, y,) bestimmen: x;, = x,+ 7 =01+01=0.2

yi=vo+ - flxe,vy)=1+01-3-1—-e%%)=1.1778 Py (xy,y1) = (0.2,1.1778)
3. Koordinaten von P,(x,,y,) bestimmen: x, = x; + 1 =x, +21 =01+2- =0.3

Yo =V 40 fl,y) =1.1778 4+ 0.1+ (3-1.1778 — e2%2) = 1.3820 P,(x5,v,) = (0.3,1.3820)

= 1 =—0.5y y1(0) =100

Allgemein awp: 7 = F(6.2) AWP: |, 1 1N

g Z(to) = ZO yz = 05371 - 02y2 y2(0) = 100
= yl 21 yl)_ 05 0 = s = 100
Z= (YZ)’ zZ= (yé = (" 0.5 —o.z)z =f&2, 7= (100)
Euler-Verfahren fur Systeme: Z,.; = Z, + h - [ (ty, Z),), tie1 =t +h

. s 1. 2 _05 0 - = _ 100 — 2 — — l
Beispiel: z' = ( 05 _0.2) z, z(0) = (100) =2Zy tg=0 h = >

L2y =dg+h f(to,2) = Ggg) +%(_0(.)55 —8.2) (188) - (188) + (25_3510) - (17155)

ty=to+h=>

Transformation einer DGL héherer Ordnung in ein System 1. Ordnung
Beispiel: y" +ay’ + by =0

Auflésen nach hochster Ordnung/Ableitung: vy’ = —by —ay’ = f(t,v,y")
" _ . S _ (A o _(m)_(Y\ = y' Z2 _

Trick: setze z; =y, z, =y zZ= (Zz)’ z = (Zé) = (yu) ( by — ay’ ) ( bz, — aZz)
_(0 1\>_ 2
= (—b —a)Z = f(t,2) _
SW12 — Probezwischenprifung 2.0 ulll) = 1,0(0) = 2,u'(0) = 3,/(0) = oo 2 (u? + v 6‘ e sy (u? +0v?)%?
Viel schlimm 2.0.... Gesucht ist fiir das AWP ein aquivalentes System erster rdnung

2,
Zy=U, =V, Z3=U, Z, =V D 2] =23,2) =24, Z3 = Z; + 224 + 22+ )3/2:24 ZZ3+W
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Stand der Arbeit

SW Vorlesung AB/Aufgabe Skript ZF
1 =
2 -
3 =
4 ] -
5 O =
6 = = ZEP = -
7 =
8 -
9 =
10 -
11 -
12 O ] ZEP = O
13 O J Probe SEP - U
14 = = = =

Modulauflagen

Kursnote

Die Semesterendprifung mit Dauer 90 Minuten findet wahrend der Prifungswochen statt und zahlt 100%.
Die Teilnahme an der Semesterendpriifung ist obligatorisch. Unbegriindete Absenz gemal3 der Rahmen-
prufungsordnung fuhrt zu Nichtbestehen. Anspruch auf eine Nachprifung im gleichen Prifungszeitraum
besteht nicht.

Zugelassene Hilfsmittel an Tests und Semesterendprifung
Formelsammlung, selbst geschriebene Zusammenfassung (Test: 5 Blatter, SEP: 10 Blatter), Python,
alle selbst erstellten Python-Programme



