Potenzgesetze ) ) Mengen | B . Skizzieren
a’"xa’s=a"t*s R"/e”ezar{e"m PO yn OI I I e+ a S I S 1. Nullstellen eintragen
a"+a*=a"" ’ 5 - | . 2. Bei Nullstellen lokale Approximation einzeichnen und Verbinden:
N 1 L& t'
arx b= (gb)r o S v Intervalle Bsp: p(x) = 2(x + 1) X (x + 2)
& - b = a GanzZ 0 _y |33 | | AewmshaTensendentT | P i 1= ) und ] = ( Beix; = —1=> 2(—1+ 1)? x (—1 + 2),dominiert, Parabel
(@)® = arﬁg Natiirlich N 2 | 0 B o, T Abgeschlossen: [1,3] =1,2,3 Beix, = 2 = 2(2 + 1)2 X (2 — 2),dominiert, gerade
_1 ~ 1,8 - ' % n2 Offen: (1,3) = 2 gleich wie ]1,3] Dabei asymptotisches Verhalten beachten, hier
aT=—= <_) - 1o B | oo Halboffen: [1,3) =1,2 Dominiert bei grossen x: 2x(x + 1)? ="s" funktion ‘/’/\\:“
r a a 1 Unendlich: [a, oo weil es die Héchste Potenz hat.
[a,)
as = Var , \
Wurzelgesetze Logarithmusgesetze Quadrat vs. Polynomfunktion
Wenn aund b >0: log. P = log P Quadrat Polynom
Vaxb=+vax+b 08a " = loga Funktion y=ax?’+bx+c fx) =ap(x—x7)...(x — x3)
Ja loga=x<b*=a Umformen oder Mitternachtsfor. | Faktor Zerlegung: (x + 1)(x — 2)(x + 3), bei — 1,2und — 3
\/% =7 log, (P X Q) = log, P + log, Q 3 Ly =a(x—x)(x—x,) Ausklammern:2x* — 6x3 — 8x% = x?(2x% — 6x — 8)Eine Nullstelle ist O,
1 P 2 —b + b2 — 4ac dann wie bei Quadrat Funktion rechnen.
Ra = an log,, <6> = log, P —log, Q = 2.x0 = 2a Polynomdivison: Ausprobieren bis 1 Wert gefunden wurde, Division mit (x-
[z - o log, P* = n x log, P =z Wert),wie bei Quad. x3 +3x2 —16x+12=>13+3x12-16x1-12=0
a= va _log, P © G 2 4ac — b? Siehe Integral 7
(%)5 — W logb g - 2a ) 4-(1 ﬁchse:.\sg:r:;:l;;.’.‘sm vy
= _ .2 . 1 s
Funktionen ™ s © Wenny =x +2bx +c s s s
un . Cl_) b . / Punktsymmatisoh
Komposition: (g o f)(x) = g(f (x)) § S= (—5, - (E) +0) = ungerade
Symmetrie:
- Gerade f(—x) = f(x) Polynomdivison
- Ungerade f(—x) # f(x 80
& UASEORSPAC) (Gx?+3x—12) + (x — 4) = +23+—4 2
Monoton: .
- wachsend f(x;) < f(x;), streng < 23x — 12 (x mit 23 *) Eeln

fallend f(x;) = f(x;,), streng >

Konvergent: Grenzwert existiert
Divergent: Kein Grenzwert oder Unendlich
Umkehrfunktion Nur wenn streng monoton und bijektiv

Bsp:y=3x—5:y—5:3x=x=§+§:y=;ﬁ+§

1.

Schritt 1 wiederholen mit 23x — 12 bis zum letzten Term

—(23x —92)
80 (durchx —4)
mit was * um 5x2 zu erhalten? =
und abziehen

, mit x-4 * far

Binomische Formeln

(a+b)? = a2 + 2ab + b?
(a-b)?=a?- 2ab + b?

(a+b)-(a-b) = a2 - b2

In(z-y) =

Nat. Log

Inz+1Iny

111( ” =lnz—Iny

Inz"=n.Inx

In ”/_-—

b
ac=e

-Inz

In (a)
c b




Ableitung+Integration

Bestimmtes Integral

Produktregel: f(x) = u(x) X v(x) = f'(x) = u'(x) X v(x) + u(x) X v'(x)

u’ () xv(x)—u(x)xvr(x)

Quotientenregel: f(x) = ) f'(x) =
Kettenregel: f(x) = (u o v)(x) = u(v(x)) = f'(x) = u'(v(x)) X v'(x)

Rechenregeln

v(x)

v(x)?

fbaf(x)dx = —fbf(x)dx

| reodx = (FGIls = Fb) - Fla)
b

J.af(x)dx =0

[ rear=r@
0

Fldche von Kurve berechnen

Beispiel: f(x) = —x? + 4 Nullstellen sind -2 und 2

Berechnung: f_22 —x?+4dx = [—%xa‘ + 4x]

Wenn es das Vorzeichen wechselt: f(x) = x® — 4x = f_oz

2

2 32|

Ableitung
f(x) f') f(x) ')
c 0 5;1; 10 0
edx a-e e7x 7e7x
ax? p-axP! 5x3; ;3x| 15x%;6%;3
a* a* -In(a) 3a’* 21a” - In(a)
c-ln(ax+b) | ac+(ax+b) | Indx;Inx 1+x
b - cos(ax) —ab -sin(ax) | b-sin(ax) ab - cos(ax)
b - tan(ax) a-b b -sin~tax a-b
((cos(ax))?) V1—a? - x2
b-tan"!ax a-b b -cos™tax a-b
a?-x2+1 V1—a? x?
Vax Va- x%_l V3x R xé—l
b 5
Vax 1+ (2-Vax) V3x 1+ (2-V3%)
log,, ax 1 log, 4x 1+ (x-log2)
x -logio b
x* x*+ (Inx + 1) (ax)P* b(ax)P* -
(In(ax) +1)

Krimmung und Monotonie

f'""(xg) > 0 Streng monoton wachsend, konvex = links gekrimmt

f"(xp) > 0 Streng monoton fallend, konkav = rechts gekrimmt

f"(xp) = 0 Horizontale Tangente, Keine eindeutige Krimmung

Flachen zwischen zwei Kurven berechnen

1. Schnittpunkte berechnen

2. Integral von f(x)-g(x) aufstellen und berechnen
Beispiel: f(x) = —x?2 +4und g(x) = 2x% + 1

Schnittpunkte: -1 und 1

f(X)—g(x)=—x2+4—(2x2+1)=—3x2f3

1
f —3x2+3dx=[-x3+3x]}, =4

-1

a
7" Jex® + fxh

a(cdx® — fhx") a(cdx® " — fhx" — 1)

2bx\/cx® — fxh B

2b,Jcx?d — fxh

Umkehrfunktion: (f™1)(x) =
f(x) = tan(:
f(x) = cot(x)

1

Frif=1(xN

sin(x)

-sin(x)

Integralregeln

o [flx—k)dx
e [flx-k)dx

=F(x—k)+C
=ZF(x k) +C
o [Af(x) +A,9(x) dx = A, F(x) + 2,6(x) + C

Tangentenverfahren

Tpil = Tp

- f' ()

Relative Extrema

Relative Extremal-Stelle: x,, -Punkt: Py, = (x,, y,), Extremum: y,
Berechnung: ' (x,) = 0 und f"'(xy) # 0, fur xy:f’ nach 0 aufl.
Fir Hochpunkt gefundenes x in Originalfunktion einsetzen
Typenbestimmung: f'' (x,) > 0 = Minimun
f"(xy) < 0 = Maximum

Potenzfunktionen

Exponential- und Logarithmusfunktionen

. Jx)dx
 J()
o [(e¥)dx
e [(a®)dx

o J(n () dx
o JQog,(x)dx =

Unbestimmtes Integral

1

=—x"14¢

a+l
=Injx|+C

=e*+C
_
a In(a) +C
=x-In(x)—x+C
x'ln(x]fx+ c
In(a)

Menge aller Stammfunktion +C notig

e [(cos (x)) dx
s [(sin(x))dx
e [(tan (x)) dx

Weitere Funktionen

© G dx
o =) dx

Geometrische Funktionen

=sin(x)+C
=—cos(x)+C
=—In |cos (x)| +C

= arctan(x) + C

= arcsin (x) + C

o (- ﬂ%xz) dx = arccos(x)+C

flxp+h)L

Tangente

Stammfunktion

Wenn dann die Stammfunktion(F) von f ableitet dann

bekommt man die normale Funktion.

f(z) (Integrand) | F(2) (Stammfunktion)
z® (a # —1) %g:— +C
1| log(z) + C
e’ | e+ C
a® E:—:(fa—) +C
sin{a) | —cos(z) + C
cos(z) | sin{a) + C
sinh(z) | cosh(z) + C
cosh(z) | sinh(z) + C
—\—1/1_=$.5 arcsin{z) + C
> /%, arccos(z) + C
1_4—1-—:7 arctan(z) + C'
\—1/17—{2: arcsinh(z) + C
-\Llﬁ arcosh(x) 4 C

Sekantensteigung und Tangente

Sei f eine Funktion von [x,, xo + h] im Definitions-
bereich von f. Ist der Differenzenquotient von f:

AF fr +h) = F(xo)
Ax h
Tangente:y = f'(x,) - (x — xg) + f(xp)




Grenzwert

- Jede monoton wachsende und nach oben beschrankter oder
monoton fallend und nach unten beschrédnkte, Folge reeller Zahlen

besitzt einen Grenzwert.
- Folge x,, mit x,, = x, fiir n - oo aber alle x,, # x,

- Die Funktion y = f(x) hat an der Stelle x, den Grenzwert y,, falls
Fur jede Folge (x,) mit lim x,, = x, gilt
n—oo
- Fir jede solche Folge muss derselbe Grenzwert v, berechnet

werden, sonst kann der Grenzwert nicht berechnet werden.
- Die Funktion f(x) muss an der Stelle x,, nicht definiert sein
Konvergenz: Funktion mit Grenzwert x — oo

Divergenz: Funktion ohne Grenzwert x — o

Bestimmte Divergenz: Funktion mit xlernoof(x) = t+o

2 P
Lien e ; - = Lien = 'Q‘l_ T)
—
ndes N7 4+ e RO P@/'&‘* +%>
—_ o
2
e 5 BT
—=o

Bei Briichen mit Polynomen im Nenner und Zahler gilt:

Zahlergrad < Nennergrad heisst Grenzwert =0

Zahlergrad > Nennergrad heisst Grenzwert = -eo oder +oo

Zahlergrad = Nennergrad heisst Grenzwert =

fiuhrender Term

fiuhrender Term

Xo= A

B foo = x2-1
x =4

E:_‘Mz
x—

/

X+, Lalle x# 4
mr.H A-bi«hlu'l— falts =4

%Mx

= aur d Shizee :

ltm Xl’_ ) (exivhvh olyobl ,CCA wekt oledtnlest W)
x=>A -

. 2_ M&M\ I A = 2
1234 xk -A “"" JL:;"' [x'f =

Kiratn it eclaulh dy

X lmewr # 4 M ner “bul!d.-‘& nabe vouy /1

Grenzwert

lim (¢

N0

(1)

Monoton wachsend und Beschrinktheit [(2) lim (a +b,)

n

beweisen T
(3) lim (¢
n2-1 iyl
n2+1
Monoton wachsend:
1. Strategie: a4

Beispiel: a,, =

-a, =0

(4) lim (! )=

*Qp) =C-

1, - b,) = lim (a,)

Rechenregeln mit Limes

lim a,,

n—4oc

lim (a, — b,) lim (a,)

1400 n—4oc

lim (a,) + lim (b,),

lim (b,,)

n—+ox n—oc

lim (a,,)

n—x

falls ]nn (b,,) # 0 und b, # 0 fiir alle n.

llm (b,)’ n—

n-»

lim (b,)

n—»oc

n+1>1
an

2. Strategie:

(n+1)*-1

n?—1 > 1
(n+1)2+1

lim—-—=10
nZ+1 =

Im Bsp:

n—co
Beschranktheit:

Nach unten beschrankt: Es gibt einen wert s €
Rdass f(x) = sfurallex €D .D=
Definitionsmenge der Funktion. s ist dann die
untere Schranke von f.

Nach oben beschrankt: s € Rdass f(x) <s

Beispiel

Harmonische Folge

Eulerzahl

(1+:

Geometrische Folge n-te Wurzel

limg"=0 (g<1)

n—oo

lim Ya=1 )
n—sco lim

n—oo

Erweitern mit/a(n) + /b(n)

furallex € D
Alle zahlen die grosser/kleiner als s sind, sind
auch Schranken = es gibt unendlich Schranken.

VvnZ +n++vn? - 2n \fn2+n VnZ —2n
lim 4 n2+n—n2—2n= —
no® Vnz +n++n?z —2n 1
1
(\*n2+n) —(an—Zn) 3n n 3n
VnZ+n—+n?2-2n v’n2+n Vat—zn 1 YnZ+n—-+vnZ-2n
n
3n
n 3 3

n

)
=) =e
n

Beschrankt: Es gibt eine zahl r €
Rdie |[f(x)| <r

+n

nI_n 1 1
IR A

Beispiel Grenzwert Erweitern mit% Erweitern mitik
flx)= —1 " a
e k =héchste Potenz e [k = hdchste Potenz

n X, =1——  f(xn) Beispiel e a = grésste Basis

1 0 1 Beispiel

2 05 15 lim 3n2+2n+1

3 0.66 1.66 n—e5n2 + 4n + 2 . gn+l  gn

m-—-—

;L 00.785 11.785 ) 3t on 1 Jlim —2—

10 09 19 n2 3nft2ntl S tiptie 1 3.37 on
100 0.99 1.99 1 snZ+4n+2 5n% 4n 2 3n 3-3"+2" Tgm o tam
1000 0.999 1.999 n? n* " n® n? 1 3n+2 n. 2

mn— oo Xo = 1 2 2 1 3n 3n + 3_n
_ 3tntyz 34040 g 2"
limfG) -2 c 4.2 5+0+0 3m_3+0
i i 1y* : 2 1+0
Erweitern zu lim (1 + _—) 1+ Zm
n—oo an
) 1%\ ?
o m (((1+2))) e
Stetigkeit
Beispiel In Die Kurve macht keine Spriinge und man
( ;NY‘ n=—--a kann sie Zeichnen, ohne den Stift
23\ Ly g 4n 8 abzusetzen
lim(l+—) = 1+ =g = g2 1 =—=—
x—oo 3n 3_‘” - @ 3
7 ;




Differenzierbar

Wenn fiir eine Funktion f an der Stelle x, der Grenzwert

lim 2L = im

fxg+h)—f(xg)
h=04x  h—=0 h

Existiert, so heisst f an der Stelle x; differenzierbar. Den Grenzwert selbst bezeichnet man als Ableitung

Eine Funktion ist differenzierbar, falls

Wende-/Sattelpunkte

Definition
Punkt an dem sich der Drehsinn dndert:

Vorgehen
1. Erste 3 Ableitungen bestimmen
2. 2te Ableitung gleich 0 setzen und nach x, auflésen
3. Prifenob f"""(x,) # 0
- Wenn # 0 ist x, sicher ein Wendepunkt, x, in original Funktion
einfligen um y Wert zu erhalten.
- Wenn =0, ist vielleicht ein Wendepunkt. Dann muss man einen
Wert links(z.b. -1) und rechts(z.b. 1) mit f"” berechnen. Wenn die
Vorzeichen unterschiedlich sind = Wendepunkt, sonst nicht.
- Falls es einen Wendepunkt noch Giberpriifen ob f'(x) = 0 dann

ist es ein Sattelpunkt
Sei n die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung von f(x) an der Stelle x,.

e Die Kurve keine Knicke macht
. g | == |3 "
Graph von f E, / \ \ /
R i \
= l = [E - == ‘/Wendepunkt .
f wiichst /illt P wiichst B wiichst wiichst L wiichst / Sattelpunkt
[ fallt ] fallt ALl [l
T
Vorzeichen von [’ f'(z) =R 0 | fl(z) 8 0 ]f’(.r) el | f'()mesw=f
Kriimmung von [ - l'_“('hh l - '- I [j ':‘"'l”“ )‘] l:-—\
X links ] links PHinks [ links Berechnung
f' wiichst /gllt X “_'.i'u'll*l | L] whckat [ \.\"liivhst Ej wiichst Grundbedingung: x, durch f"'(x) =0
S < il b S P Wendepunkt: zusatzlich f'"'(x) # 0

Vorzeichen von [”

["() 2 0] -) < o f@) 20

- <

Sattelpunkt: Wendepunkt + f'(x) = 0

o ) = () = = fM D) = 0
© M) #0

Wenn n gerade, dann gibt es ein relatives Extremum (f(")(xn) # 0)
Wenn n ungerade, dann hat f(x) an der Stelle x, einen Wendepunkt und damit einen Sattelpunkt.

= 1) Reih
AT eihen
Unendliche geometrische Reihe  Beispiel
Arten Definition o 7 L T T T
- . . a, =——= — 4 —4—-...=
Arithmetische Folge Geometrische Folge neN-a, €R 5= Z Agh1 = - A kT kT 2 48
ay =(2,3,4,5.) >d=1A=2 (1 111 ) 1 A1 (ap) = (ag)ks1(aq, ay, as, ay, ..., a,) =] q - =%—> Die Reihe konvergiert
ae =\|-5:75 | 2q=5,4= — i =4 -7
1'2'4'8 2 A = Anfangsglied Bedingung . 571—177%714
N-tes Glied N-tes Glied d = Differenz . Jgl<1
p q = Quotient q
a,=A+(n—-1)-d _
" ( ) an=A'qnl=E‘qn Grenzwert
Eine reelle Zahlenfolge (a,,) hat einen Grenzwert / Limes falls die Zahl a € R jede noch so kleine Umgebung
. . des Grenzwertes erreicht und nicht mehr verlasst.
Mittelwert Mittelwert
lima,=a< Ve>03INeNVn > N:|a,—a|l<e
a = et lax] = a1 e
e Folgen mit Grenzwert Konvergent a, = % = (1,%,%,% axt))
Partial-Summe Partial-Summe » Folgen ohne Grenzwert Divergent a,=(-D"=(-1,1,-1,1,-1..)
e Beliebig gross («) / klein (—)  bestimmt divergent a,=3+2n=(5,7,911,..)
_ .Gt n-1, _ 1-q" _ , q"-1
Sn n-(4+ 2 ) Sp =4 1-q A q-1 Eine Folge (a,,) besitzt héchstens einen Grenzwert!




Monotonie Untersuchung
Schauen wo die Ableitung negativ und positiv ist. Beispiel: x3 — 9x
1. Ableitung berechnen und nach 0 auflésen f(x)' = 3x2 -9 =0

2. Monotone Abschnitte sind (—o0, —V/3), (=V/3,/3), ('3, ®)

Kurvendiskussion

Extremwertprobleme

Vorgehen

+ Zielfunktion f und Definitionsbereich D
+ Falls f eine Funktion von 2 Variablen, f(x,y)
» Nebenbedingungen in f(x, ¥) einsetzen
e Gleichung f'(x) = 0 Iésen
> relative Extrema im innern des Intervals | finden
+ Bestimmung des gesuchten Maximums/Minimums durch Vergleich der Funktionswerte an den
relativen Extremalstellen sowie an den Randpunkten des Intervalls.

Beispiel

Zielfunktion

TKabe\ (Lange = 50cm)

Uouadrat + Ukreis = 50em
Nebenbedingungen (G £

Uy Adem; + Agreis — Mazimal
* Ubuadrat =45 —25=-F°
= — Uk Erste Ableitung f'(x) =0
¢ Ugpgs=2rm =7 =
- Up=S0-Up  r=TLR . A=l
Nebenbedingungen einsetzen * A(Ug)=0 —Ug~28

Zweite Ableitung "' (x)

o Aya(rs)=st+ri-xm

. A :UQ] = + i — relative Minimalstelle

Newton — Tangenten Verfahren

Sukzessive Approximation der Funktionskurve y = f(x) durch Tangenten, deren Schnittpunkt mit der x-Achse
problemlos berechnet werden kann. Die Folge (X,,)cn konvergiert gegen & der Gleichung f(x) = 0.

Algorithmus vl
Losung £ der Gleichung f(x) = 0 finden.
» Startwert x, nahe bei £ wéhlen

¥» Iterationsvorschrift x,,; = x, — ff -

Beispiel

* Gleichungx =e™*

+ Startwertx, =05
1. Gleichung = 0 setzen

3. Startwert X, einsetzen 5. Startwert X, einsetzen

_ feo)

. X)=0=x—e""* o
flx . - f

2. Gleichung ableiten . 3
4. Gleichung ableiten

* fE=1te o ) =1+e*-—1

Vorgehen
1. Definitionsbereich?

2. Symmetrieeigenschaften, Periode?

3. Schnittpunkt mit Achsen, Nullstellen, Polstellen?

4. Verhalten, wenn x gegen Definitionsbereich strebt?
5. Kandidaten flr Extrema untersuchen

6. Wendepunkte suchen

7. Tabelle von Werten aufstellen falls notig

_E42
Beispiel: f(x) = %

1. R\0

2. ungerade, da alle Exponenten ungerade sind.

3. Nullstellen: (-1,1), Schnittpunkt mit y: keine, Polstellen: 0

4. Grad Nenner > Grad Z3hler: Funktion geht gegen 0 bei +/- unendlich
5. Relatives Max. bei: x; = —/3 Relatives Min. bei x, = /3

6. (-2.45,1.7), (2.45, -1.70)

£

la

Achsensymmetrie zur y-Achse Punktsymmetrie zum Ursprung

Polstelle/Hebbare Licke
X Wert ist nicht im Definitionsbereich:
1. Hebbare Liicke: Kann durch Umformen und
Kirzen der Funktion verhindert werden.
2. Polstelle; Lauft gegen +/-o=, Bsp bei 1:

v

Wenn es die Nullstelle x, im Zahler gibt aber
nicht im Nenner ist es eine Polstelle. Wenn es
sie gibt, dann kommt es auch die Vielfachheit
(wievielmal die Nullstelle in Zdhler und
Nenner vorkommen mit der Faktorzerlegung
Jan. k = Nenner, j = Zdhler

j =k = Hebbare Liicke

j < k,Postelle mit Ordnung k — j
Ordnung gerade = ohne Vorzeichenwechsel

35
30
25

20

y

Fiir Berechnung Nullstellen von Zahler und
Nenner berechnen und vergleichen.




