Gesetze und Umformungen
Distributiv:

Elementare Logik

AN(BVC)=(AAB)V(AAC)
AV(BAC)=(AVB)A(AVC(C)
Assoziativ:
(AANB)AC=AA(BAC)

Glltig/Wahr:

(AvB)vC=Av BV Erfullbar:
De Morgan: -(AAB)= =2AV B Unerfllbar:
Widerlegbar:
Kontraposition: F —- G = =G - —F Konsequenz:

Reihenfolge der Bindung: allgemeingiiltig ist.

Quantoren, (,), -, AV, 2, & Syntax
Partitur

Java Code

VxEM(P(x)) =Vx(x EM—>P(x))
Ax eM (P(x)) =3dx(x €M AP(x))
—Vx P(x) = 3x ~P(x)
Vx ~P(x) = —3x P(x)

Peano-Axiome

Terme einer math. Theorie
Aussagenlogische Formeln

Feynman-Diagramm

Begriffe

unter einer Belegung

Allgemeingliltig: unter jeder Belegung

mind. Unter einer Belegung

unter keiner Belegung

mind. 1 Belegung ist ungultig

A ist eine Konsequenz von B, wenn die Formale A—B

Semantik

Musik (Schallwellen)
Verhalten eines Computers
Math. Objekte

Boolesche Funktionen

Die Struktur (N, +,-)
Wechselwirkungen

ITTT11

Normalformen
Negationsnormalform: Keine Implikationen & Negation die
nicht direkt vor einem Buchstaben sind.

Konjunktive Normalform (KNF):
(AVBYACANAVBV-=C)oder(ANCAB)/(AVCVB)
Disjunktive Normalform (DNF):
(ANB)VC V(AANBA=C)oder(AVCVB)/(AANCAB)

Belegung

B ist eine Ausweitung der Belegung B auf grossere Formeln.
Bsp.: p oder—p
B(p) = true = B(p)
B(p A —p) existiert nicht
B(p A —p) = true, falls B(p)und B(-p)

- B(F AG) = and(B(F), B(G))

- B(Fv @) = or(B(F), B(G))

- B(~F) = not(B(F))

Beweistechniken

Direkter Beweis: A - B

durch Widerspruch: Annahme A ware falsch — Widerspruch
durch Kontraposition: A — B beweisen -B — -A

durch Gegenbeispiel: Beispiel wo nicht stimmt

durch Aquivalenz: A @ B beweisen A=> B und B=> A

Existiert genau ein: 3! x(A(x)) = Hx(A(x)) AVY,z(AW) NA(2) = y = 2)

nicht zwei

mind eins

Symbole
Summe: Y7, x; = X, + Xy + X3 + x4 + X5
Produkt: [T?_; x; X X, X X3 X X4 X X5

Wahrheitstabelle

Aufgabe: Bilde die Wahrheitstabelle von (A v B) = (C A A)
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Zahlenmengen
Natiirliche Zahlen: N = {1; 2; 3} oder Ny, = {0; 1; 2; 3}
Ganze Zahlen: Z = {—2; -1;0; 1; 2; }
Rationale Zahlen: Q = Durch Bruch darstellbar
Reelle Zahlen: R =Alle Dezimalzahlen

Mengen

Begriffe und Beispiele
{} = Menge, Reihenfolge egal
() = Tupel, Reihenfolge wichtig

Disjunkt

Zwei Mengen sind disjunkt, wenn sie kein
gemeinsames Element haben. Wenn es mehrere
Mengen gibt, sind sie paarwiese disjunkt, wenn man

zwei belleblge verglelchen kann und sie disjunkt sind.
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Disjunkt (AN BNC = @), Paarweise disjunkt c is"

nicht paarweise disjunkt AN ﬂc =p

lmmer Lo e

Shm H Meng

Geben Sie folgende Mengen explizit an.
(a) {1,3} x {0,2}

(b) A x {1, A} wobei A = {2}.

(©) P& x {2))

(@) P(P1Y)

(©) P2} x {a,5})

Lisung:

(a) {(1,0),(1,2),(3,0),3,2)}
(®) {(2.1).(2{2h}

()

(d) P({2,{1}})
()

{@} weil @ x {@} =
{2.{e}, {{1}}.{2. {1}}}
P2} x {a.5)) = {2, {(@,0)}, {(2.5)}, {(,a), (2, 5)}}

Mengen

Teilmenge: A = {1;2}, B={1;2;3} A € B Jeds Element von A ist auch in B.

Echt(<) = nicht die gleiche Menge. Im Beispiel ist sie echt.
Schnittmenge: A = {1;2}, B={1;2;3} ANB = {2}
Vereinigungsmenge: A = {1;2}, B={3;4} AU B = {1; 2; 3; 4}
Differenz: A ={1;2},B={2;3}, A\ B = {1}

Kartesisches Produkt: A = {1;2},B={3;4}A X B =

{(1,3); (1,4); (2,3); (2,4); } , Michtigkeit = |AxB| = |A| *|B|
Potenzmenge: P({a, b, c}) = {@,{a}, {b},{c},{a, b} {a,c},
{b,c},{a, b, c}}, Miachtigkeit |P(A)| = 2*|A|

Partitionen und Bl&cke
Eine Partition P = {P;|i € I} Zerlegung in Teilmengen (Beliebige
disjunkte.)

e Die Elemente von P sind nicht leer und paarweise disjunkt

e UegPi=A
e Vereinigung ergibt urspriingliche Menge
e  Partition = Menge aller Aquivalenzklassen

Die Elemente einer Partition werden Blocke genannt.

Beispiel: Natiirliche Zahlen in Partition 1. Gerade und 2. Ungerade
Alle Partitionen von A = {{(1,0)}, {(2,0)}{(3,0)}}
P ={{(1,00},{(2,0)},{(3,0)}}

Py, = {{(1,0),(2,0)},{(3,0)}}
Py = {{(1,0)},{(2,0),(3,0)}}
Py = {{(1,0),(3,0)},{(2,0)}}
Py = {A}

Rechenregeln
Méchtigkeit/Kardinalitét: | X|
0 und {@}|=1 (+{})

Gelten fiir N und U:

Kommutativitat:
AUB=BUAundANB=BnNnA

Assoziativ:

Au(BuC)=(AuB)ucC
An(BnC)=ANB)NC
Distributiv:
ANn(BUC)=ANB)UANC)
AUBNC)=(AUB)N(AUC)
Idempotenz Gesetz:
ANA=Aund AUA=A
De Morgan:
(C\A) N (C\B) = C\(AU B)
(C\A) U (C\B) = C\(AN B)

= Anz. Elemente (| 0| =

181=

Beweis der Mengen Vergleiche

(AUB)\C C AU(B\C).

e

P(ANB)=P(A)NP(B).

rePANDB)ex
= T

ANnB

-
CAAxCB
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< x e P(A)NP(B).
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Eigenschaften zwischen Mengen
Injektiv (linkseundeutig)

Fir jedes Element der Menge A gibt es

genau eine Relation mit einem Element
der Menge B. Es gibt kein Element der

Menge B, welches Relationen mit

mehreren Elementen A hat.

Surjektiv (rechtstotal)

Fir jedes Element der Menge A gibt es
mindestens eine Relation mit einem
Element der Menge B. Es gibt kein
Element der Menge B, welches keine
Relation mit einem Element der Menge

A hat.

Bijektiv

Fir jedes Element der Menge A gibt
genau eine Relation zur Menge B und
jedes Element der Menge B hat genau

eine Relation zur Menge A.

Relationen

und Graphen

Eigenschaften von Relationen

Reflexivitat:

Jedes Element steht zu sich selbst in Relation.

Beispiel: = Relation, 1=1,2=2

Gegen Beispiel < Relation, 1 < 1, 2 < 2 ist falsch

Transitivitat:

~ ist eine Relation, a~b und b~c dann auch a~c

Beispiel: <= Relation 1 <=2, 2 <=3 dann auch 1 <=3

Gegen Beispiel: M alle Menschen, Sich kennen Relation: M1
kennt M2, M2 kennt M3, heisst nicht das M1 kennt M3
Symmetrisch: (Anti: a~b und b~a => a=b)

~ ist eine Relation, a~b dann auch b~a

Beispiel: = Relation2=3=>3=2

Gegen Beispiel: < Relation 2 < 3, 3 < 2 stimmt nicht
Totalitat:

~ ist eine Relation, Es muss a~b oder b~a stimmen

Beispiel: < Relation, 2 < 3, 3 < 2 mindestens eines davon stimmt
Gegen Beispiel: Teiler Relation, 3~7, 7~3 beides stimmt nicht

Ordnungen
Totalordnung: Reflexivitat, Antisymmetrie, Transitivitat, Totalitat
Halbordnung: Reflexivitdt, Antisymmetrie, Transitivitat
Wohlordnung: Ist eine Totalordnung, bei der jede nichtleere
Teilmenge ein kleinstes Element besitzt
Wohldefinierte Funktion: Jedes Element aus Aquivalenzklasse
hat gleichen Funktionswert

Begriffe
Unvergleichbar
Zwei Elemente x, y € M heissen R-unvergleichbar, falls weder xRy noch yRx gilt.
Minimal / Maximal
Ein Element x € X einer Teilmenge X € M von M heisst
e  R-minimal in X, falls es kein anderes Element y € X mit yRx gibt. (Alle
Pfeile zeigen weg davon)
e R-maximalin X, falls es kein anderes Element y € X mit xRy gibt. (Es
zeigen nur Pfeile auf das Element)

Graphen

Die Relation R auf M = {a,b,u, b, x,y, z} sei
durch den Graph (M, R) gegeben.
Minimal (Nur ausgehende Pfeile)
Maximal (Nur eingehende Pfeile) =z

Linkstotal: Mindestens 1 Pfeil nach B fir jedes Element von A
Rechtseindeutig: Maximal 1 Pfeil nach recht fir jedes Element von A
Rechenregeln:

Falls X=>Y Injektiv und Y=>Z Injektiv dann ist auch X=>Z Injektiv

Falls X=>Y Surjektiv und Y=>Z Surjektiv dann ist auch X=>Z Surjektiv

Hasse-Diagramm
Fir Halbordnungen, anstatt Pfeile wird, die die Richtung nach
oben verwendet.
Beispiel: Teilbarkeitsrelation auf der Menge Teilermenge von
28 ({1, 2,4,7,14,28})

28

({)/ \C@ ARNTECT
0

1

2 der Menge {0,...., 7}

Agquivalenzrelation/Klassen
Relation: reflexiv, symmetrisch und transitiv
Klasse: Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir ein a aus X nennt man [a] :=
{x € X |x~a} die Aquivalenzklasse von a.

Beispiel: X = Z und x; ~x,: & 2 | (x; — x,) (wenn die Differenz der beiden Zahlen
gerade ist). Verschiedene Farben sind Klassen, ausser Grau

Zahl in der [] Klammer wird auch Representant gennent.

Bindre Relation
Bindre Relationen sind zweistellige Relationen, also Teilmengen des
kartesischen Produkts A X B der Mengen A und B




Rekursive Strukturen und die natlrlichen Zahlen

Induktion
Wird verwendet, um zu beweisen das A(n) flr alle Natdrlichen zahlen gilt:
Wenn fiir A(n) folgendes gilt:
Induktionsverankerung: A (0) / Priifung auf das kleinste Element
Induktionsannahme: A(n)
Induktionsschritt: vn € N(A(n) - An + 1)),
folgt auch die Gltigkeit von Vn € N(A(n))
n(n+1)
2
Verankerung: (n = 0): A(0) ist wahr weil:
Schritt:
04+1+--+n+(n+1)=0+1+---+n)+(n+1)
Afn) n(n +1)
2

Beispiel: 0 + 1 + -+ n =
=0
Bewiesen, weil bei
beiden n + 1 gerechnet
wurde und es immer

noch stimmt; Ziel ist es in

+(n+1)
_nm+1)+2(n+1)

2 die n+1 Gleichung die |.A.

_(n+1)(n+2)
B 2

Fiir jede Menge X von natiirlichen Zahlen gilt:
Wenn X die Bedingungen:

- Induktionsverankerung: 0 € X

- Induktionsschritt: Vn (n EX=>n+ 1 € X)
erfullt, dann ist bereits X = N.

einzufiigen und die
Gleichung stimmt
weiterhin

Der kleinste Verbrecher

Wenn nicht alle natirlichen Zahlen A(n) erfiillen, misste es einen kleinsten
Verbrecher n geben der A(n) nicht erfillt. Fihrt diese Annahme zu einem
Wiederspruch erfiillen alle n. Zahlen A(n).
Beispiel: jede n. Zahl die min. 2 Teiler hat, hat auch min. einen Primfaktor = A(n)
Wenn nicht gibt es eine Zahl und Menge: =A(n),V = {n € N| =A(n)} # @
Behauptung: Jede nat. Zahl n > 1 hat PF
Beweis: Wenn nicht, dann sei n, = min(k € N | 1 < k A »k hat keine PF»

ny € P(Primzahlen) = nyhat min. 3 Teiler

= 3k(1 < k <ny) Akteiltny = k ¢ V = k hat PF

seip € Pmitp teilt k Ak teilt n,

= p teilt ny, die ist ein wiederspruch mit n, € V

somit hat V kein min. Element und A ist als wahr bewiesen

Rekursion
Explizit: Wert der Funktion direkt erkennbar Bsp: a,, = n * 5
Rekursiv: Wert muss zuerst ausgerechnet werden Bsp: a1 = a, + an_1

Peano-Axiome
n’ = Nachfolger von n
1.vn(n € N — n' € N) Jede natirliche Zahle hat einen Nachfolger (NF)
2.vn(n € N — n' # 0) 0ist kein NF
3.vn,m(n,m € N — (n’ = m' — n = m)) Zahlen mit gleichem NF sind gleich

Abzahlbarkeit

Abzahlbar: Hat gleiche Machtigkeit wie Natrliche Zahlen. Sie kdnnen
durchnummeriert werden. Es kann eine lehre Menge sein. Eine
abzdhlbare Menge A hat:

e E eine surjektive Funktion F: N —» A

e Eineinjektive Funktion F: A - N

e Eine bijektive Funktion F: A - N

e Eine bijektive Funktion F: N - A

Uberabzihlbar: Beispiel Irrationale Zahlen. Zwischen 1 und 2 gibt es
schon gleich viele Zahlen wie in N, davon gibt es dann unendlich viele (2-
3,4-5,...).




Teilbarkeit Z hl th Bézout Koeffizienten/Erweiterter Euklidischer Algo.
Sind x,y € Z — x Teiler von y, falls es kein k € Z gibt mit xk = y. d en eorile sind x,y € Zmit x,y # 0; dann gibt es ggT(x,y) = ax + by
x teilt y © x|y: © 3k € Z(y = xk) Beispiel: ggT(132,28) a=3 b=-14
kgV und ggT Formeln 1. 132=4x28+20 3 20— ix3=-14
n*m = kgV(n,m)*ggT(n,m) 2. 28=1x20+8 2 1=1x-2=3
Euklidischer Algorithmus falls n, m teilerfremd: ggT(n,m) = 3. 20=7x8+4 1 0=2x1=_2
Firn,m € Nmit0<n<mgilt ggT(n, m)=ggT(m, n) 4 8=2%4+0 0 1
99T (n, m) =gg9T(n,m —n) = ggT(m,m —n) ggT(n, m) = ggT(n, m-n) 5. ggT(132,28)=4 Immer minus die gelbe Zahl Schritt 4.
N Erweitert, Beispiel Bézout: ggT(n, m) = ggT(n, m-k*n) . R . e
0T (45, 25) Satz 2 IyT(zn’!_, 20) wird hier Gbersprungen, weil Rest 0, koef, wird fiir Rest 4 berechnet
Satz M o b a = . b +r Primzahlen Primfaktorzerlegung
= (20,7
St 21 99T \ 2 } /0 Ist p eine Primzahl gilt: T(p) = {1,p} und |T(p)| = 2 24=2-2-2-3=23%-3%
=" g9T(5,15) b= qo-10+ 1 Jede Zahl in Z besitzt mindestens einen Primfaktor 520=2-2-2-5-13=12%-5*-13!
Satz 21 99T(5,10) /_|_ Es gibt unendlich Primzahlen
Ttz iy T — * T /ri
MEM g41(5,5) = 5. 0 43 1 2 Modulare Arithmetik
Verkniipfungstabelle . r=smodn =r=,s=s=qgxXn+r
Fir 2/6 Aquivalenzklasse/Restklasse:
Aquivalenzklasse z von =,, heisst Restklassenmenge von z, geschrieben:
(3 3 {l} (2] ;: g 3 [z], oder {x € Z |x =, z} oder k = {0,1,2,...,n — 1}
: PN Ry S} YT Damit kann auch man rechnen:
1(]12345/”\‘4" - . Multiplikation: _
2170 21410124 _ 7 «?,A’J!ti?-'c"ﬁ"' .M-W‘LAL_ u hpl ation: [x]n X [y]n - [X X y]n
TTo0T3 10131003 P Addition: [x], + [¥]n, = [x + ¥]a
4042042 T DT = = - Primes Restklassen: Z */n nur Restklassen die zu n teilerfremd sind
slofslafs]2[]—

Multiplikatives Inverse
Theorem 8. Es sein € N\{1} beliehig. Iolgende Aussagen sind dquivalent:

1. n ist eine Primzahl.

2. Fiir jedes k € Lfn mit k # 0 gibt es genav einr € {0,..,n— 1} mitk-r = 1.
Sind k,7 € Z/n mitk - 7 = 1, so sagen wir T sei invers zu k und schreiben auch (k)"
fur . Bei Restklassen von Primzahlen ist jedes 7 invers zu k.

Ubung 42. Essein € N beliebig, dann heisst k € Z/n invertierbar, falls es zu k inverse
Elemente in Z/n gibt. B = Agix.z} 3-7 SR _?;“_33
4

a) Geben Sie alle invertierbaren Elemente von Z/n fiir n —@"3., 4,5 an. /= { [V
-1

b) Losen Sic 3z —4inZ/7. 3 =§ => == ¢ 2/, ={3)}
{—

¢) Geben Sie das beziiglich - zu 3 inverse Element in Z/11 an. &

Invertierbar: Kann man die Zahl mit etwas multiplizieren zum im Modulo Rest 1 zu
bekommen?

Berechnung: Mit Erweiterter Euklidischer Algo. Muss als Rest +1 geben da ggT von den
Zahlen auch 1 sein muss. [571], = ggT(5,7) =a5+b7 =1 =>3X5+2X7 =
Damit ist die Losung 3

Berechnung Multiplikatives Inverse
Erweiterter Euklidischer Algo.:[771],, = ggT(20,7)

i a b q r X y
1 20 7 2 6 -1 1-2x—-1=3
2 7 6 1 1 1 0—-1x1=-1
3 6 1 6 0 0 1

Hier ist in Spalte 3b der ggT = 1 zu finden. Jetzt ist 1 = 20 X x + 7y gesucht.
1=20X%X—1+4+ 7 x 3 Die Losung ist also 3

Wenn das Ergebnis negativ ist, muss man das Modulo — das Ergebnis Rechnen.
Beispiel 10 mod 11. Ergebnis ist -1 heisst das Inverse ist 11-1 = 10. Oder

Beispiel -2083 mod 665 ist 2083/665 = 3.13.. dann — volle Zahl + 1, also hier -4 =
0.867.. dann * den Modulo also hier 0.867 * 665 = 577




Chinesischer Restsatz
Wenn die Zahlen paarweise teilerfremd sind.

x =3mod7
x=2mod5
x =6mod9
Zuerst l6sen:
x =3mod 7
x =2mod5
Erweiterter Euklidischer Algo.
7=1%X5+4+2
5=2x%x2+1
Bézout Koeffizient:
Ay = ,ay = by,=0,b; =1
-1 x0= 0—1x1=
—2X1= =a 1-2X% =3=b

Erste Losung: vor grossere x/y das kleinere von a/b
x X ax (restvony) +y X b X (rest von x)
x=5X3X3+4+7X xX2=17
Wiederholen mit:
x =17 mod (7 X 5)
x = 6mod 9
losen. Wir teilen sukzessive mit. Rest:
35=3-9+8
9=1-8+41.
Wir erhalten damit:
1-9-8
=9-(35-3-9)
=4-94(-1)-35.
Eine Losung ergibt sich erneut durch
:=17-4-9+6-(—1)- 35 = 402.

Die Lisungsmenge des ganzen Systems ist also [402]35.9 = [87]n15.

x=3mod7 a;=3
x =2mod5 a, =2
x =6mod9 a; =6
x=6modl1l a,=6

Bestimmen von M, :

M;
M,
M;

M,

Bestimmen von N:

Chinesischer Restsatz 2

my =7 m=m; Xm, X mg X my = 3465
m, =05
m; =9
m, =11

m my Xmy XmzXm,

_ml my

m
=—=my Xm3 Xm, =693
m;

m
=—=my Xm, Xm, = 385
ms

= 315
=—=m; Xm, Xmyg =
m, 1 2 3

N, = [Ml_l]ml =[4957"], = [57"], = [3], =3
N, = [M,7"], = 1693715 = [37]s = [2]5 = 2
Ny =[M571] = 1[3857"] = [77"]s = [4], = 4

N, = [M4_1]m4 = [315_1]11 = [7_1]11 = [8]11 =8

Bestimmen von Kongruenzen:

X
X
X
X

ay XM; XNy +a, X My, X N, +---modm

= 31587 mod 3465
= 402 mod 3465

=m, X mg X m, = 495

= (3 X 495 X 3 + 2772 + 9240 + 15120)mod 3465




