Elementar Signale

Einheitssprung (Schritt- oder Heaviside-Funktion)

1 ,t=0 u
u(t):{o 120 “i.

Rechteck-Puls

rect(t) = {1 el < T/Z r(t) = rect(tx)
O ] 1
Twenn unbekannt =1 L { L
Dreieckpuls
_J1-1el el <1
A(t) = {0 =1 /N
] | 3
Konst. Signal
x(t)=1 1

Dirac-Impuls
5(t) = lim (1/7) - r(®)
T—00
Dabei gilt Fliche von ffooo S() =1

Eigenschaften:
¢ Sieb- bzw. Ausblendeigenschaften

o)

o f x(t) - 8(t —to) dt = x(to)

¢ Abtastung

x() - 8(t —to) = x(to) - 8(t — to)
¢ Ableitung des Einheitsprungs

5() = du(t) 1+

dt

Signalklassen

Leistungssignale
¢ Endliche normierte Signalleistung
0 0<P<oo
e Unendliche Signalenergie
o E=o0
¢ Periodische Signale sind Leistungssignale
e Mittlere normierte Leistung (normiert auf z.B. R = 1Q)

T
P, = li ! fl t)|? dt
(@] = —_—
n= o ) O
=T

fxz(t) -dt

To

“T,-R
o Effektivwert

=P

Beispiel: s(t) = A-sin(2mf,t-¢p,) ist ein Leistungssignal

Fldchen F gleich gross mittlere Leistung

N AP e

A

0.
-]

FALTIT,

@y Null setzen und von 0 bis T; integrieren, d.h. p ;‘_ Il:ﬂn (2nf, -4t
Benutze trigonometrische Umformung: sin(a) = 0.5 = 0.5-cos{2a)

Al AT A' T, A
P= —fm.s-n.s-cc,sule;,m-at =_I11.5 dt=2 e o
T3 T3 T 2

Energiesignale
¢ Endliche normierte Signalenergie
o0 O<E<o
¢ Verschwindende Signalleistung
o P=0
e Zeitlich begrenzte Signale sind Energiesignale (Einzelpuls)
e Zeitlich unbegrenzte Signale mit abklingender Amplitude
(gedampfte Schwingungen)
¢ Mittlere normierte Energie (normiert auf R = 1Q)

o E, = flx(t)lzdt

— 00

Beispiel eines Energiesignals: zeige dass x(t) die Energie E = t/2 hat

_ | ettt firtzo - _
x"} B {0 firt<o e I = | A\ J,I" L_

1 L=

1le = 0.37 f---

t

e grosser 1, desto langsamer ist der exponentielle Abfall
der Amplitude bzw. desto grosser ist die Signal-Energie E
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Gerade Signale

e Spiegelsymmetrisch zur vertikalen Achse x(t)
e Fir alle t gilt:
o x(-t) = x(t)
e Cos(...)ist gerade t
0

Die meisten Signale sind eine Mischung aus gerade und ungerade

Ungerade Signale
e Punktsymmetrisch zum Ursprung x(t)
e Firalle t gilt:
o x(-t) =-x(t) : .t
¢ Sin(...) ist ungerade

Signaloperationen im Zeitbereich

Originalsignal x(t)

x(t-2s) Zeitverschiebung um 2s nach rechts

0

3 T 3 T
-1 L l 1 1 | \ 1
=10 -5 0 5 1 -10 -5 i) 1
—1 =+t
x(t+1s) Zeitverschiebung um 1s nach links 2-x(t) Skalierung (Verstarkung) mit 2
3 T T T 6 T T
| Cssmmmssmssssdsssssiaaariienann 4_ ................ - __
0 1]
BT = g ¢ 0 o 3 0 : 1
=t —t

x(-t) (Zeit-) Spiegelung

x(-(t-2s)) (Zeit-) Spiegelung und
Verschiebung um 2s nach rechts




Mittelwerte

Linearer Mittelwert (Gleichanteil bzw. "DC-Wert")

* eines Signals

+ eines periodischen Signals

T/2

1 —
X,= lim — [x(t)-dt =X
T—>o " -T2
1
X0=T—jx(t)-dt

0 TU €——— |Integral iiber 1 Periode T,

Quadratischer Mittelwert (mittlere normierte Leistung P,)

+ eines Leistungs-Signals

» eines periodischen Signals

Werte flir bestimmte Signale

P T2,
X*= lim — [ x“(t)-dt
T —T/2
X2=i [x*(t)-dt
T{]

DC-Wert

Leistung Effektivwert

DC-Signal
x(t) =A

XO=A

X2=A2 Xefsz

Periodisches Rechteck Xo=0

x(t) = rect(t)

X2=A2 Xefsz

Sinus-Signal

x(t) = A - sin(wt + @)

X% = AZ/Z Xeff = A/\/E

Sinus-Betragsignal
x(t) = A - |sin(wt)|

Linearer Mittelwert eines periodischen Signals x(t)

I+ Annahme: 1 Periode T, besteht aus N Abtastperioden T, , d.h. T, = N-T,

>Approximation Integral mit Summe der Rechtecke x(nT,):T,, n=0,...,N-1

x(t) x(nT)

Ty,

T, nT,

«» Approximation des DC-Werts:

X0 = 0;
for n = 1:N,

X0 = X0 + x(n);

end
X0 = X0/N

To

% oder kiirzer X0 = sum(x)/N

Xy =

Ty 1 N-1
t)-dt =—— T)-T
!x() S 2XOT) T,

s n=0
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Fourierreihe
Jede periodische Funktion s(t) kann durche eine Summe
harmonischer Schwingungen dargestellt werden

Linienspektrum (reelle Schreibweise)

e s(t) =

© Gerader Signalanteil
= Cosinus-Amplitudenspektrum

" A =— s(t) cos(wk - t) dt,

To
to
= A = M, - cos(oy)
= A, =Re(cx)

o Ungerader Signalanteil
= Sinus-Amplitudenspektrum

cn=Z |

= s(t) sin(wk - t) dt,
To

to
- Bk = Mk . Sin(@k)
- Bk = Im(Ck)

o Linearer Mittelwert, DC-Anteil

to+To
A _1 J () dt
o= 7, ) °

Beispiele
¢ Rechtecksignal (periodisch, ungerade)

15

B 05 0 05
zent /T,

s(t) = %A[sin(anot)+%sin(2n-3fot)+ésin(2m5f0t) )

e Dreieck-Signal (periodisch, gerade)

Arrpltnn

il s(t)
—_— oximation
Scaneh

el toi), 1. & 3. Harmonische, ™,
% 08 Of 04 02 0 Af 04 LY on 1

Allgemein gilt (siehe z.B. periodisches Dreiecksignal):

Jedes periodische Signal, das stetig ist, aber nicht-differenzierbare
(Knick-) Stellen aufweist, enthélt hochfrequente Harmonische,
deren Amplituden mit 1/k? abnehmen.

Allgemein gilt (siehe z.B. periodisches Rechtecksignal):

Jedes periodische Signal, das unstetige (Sprung-) Stellen aufweist,
enthilt ,hochfrequente Harmonische, deren Amplituden mit 1/k
abnehmen.

w = 21f,

+ Z By - sin(2mfok - t)
=1

Zeit-Signal

cos(2m-fy-t)

el}r + e—lﬂ!

2

sin(21-fy-t)
ir —iz

e’ —e
2i

Betrag-Phasen-Darstellung

. s(t)=M0+2Mk-cos(w-k-t+<pk)
Ak=1

-0

O MO 2

@) Mk = ‘Ai"‘B,%,

By .
—arctan|—], furA, =0
Ay

—arctan| — | + m,
Ay

k>0

O Qi =
sonst

Komplexe Darstellung
1. sg(t) = Ay - cos(wkt) + By, - sin(wkt)
a. Eine Komponente bei k*fg

A . ) B ' _

2. Sk(t) = 7" . (e]wkt + e—]wkt) + 2_k . (ejwkt _ e—]wkt)
Ac  Bi) . ,

3. sk() = (7’( —]7’() - @JWkt 4 . e~ Jwkt

Ck

[oe]

o s(t) = Z Cp - eJ@kt

k=—o0

1 )
= T s(t) - e J@kt gt
to
Umwandlungen mit Ax / B
Ay
(@] = —
Co 2

o ck:%(Ak—j-Bk)=cik
Umwandlung mit My / ¢«

o My =cg

o My =2|ckl,

o ¢ = arg(cy)

° Ck

k>0

zweiseitiges Betrags- und Phasenspektrum

Leistungsberechnungen
Die Harmonischen sind orthogonal
deshalb dirfen DC-Leistung und AC-Leistungen addiert werden

AC-Leistung

oo
s(t) = M0+k§le-cos(2n-kf o)

0
. y 2 AO :
DC-Leistung P, =M; =[c,| = =)
M; > AL +B;
Pk_Tk:‘ck‘ +‘ Kl = k2 k k>0

Satz von Parseval

2 2 2
= =M. (A A +B &
P=Y)P =M+ —~ =[—0 +y —E—k=%c,|
k=0 k=1 2 2 k=1 2 k=—w
Numerische Aproximation der Fourierkoeffizenten
N Abtastwerte pro Periode, d.h. To=N"T;, und numerisch integrieren
2 Tli
A, = ij s(p - cos(2akf, g) dt X
o —
I
2§ m
Agx—-)s -cos(2m- )
" NT, 2, S(@)-cosme=ge )T, : - >t
\ Y s ) Ta n_Ts To
x(nT,) e Lo Ts

Numerische Approximation

T 2 N k-n

A, :T_u'o[ s(t) - cos(2mkf t) dt:i-;s[n]-cos(ﬁr‘ N ) k=0

B, :iT s(t)-sin(2mkf, t) dt mzfs[n]-sin(?-ﬂ-ﬂ) kz1
Tﬂ 0 N n=(0} N

(] angle(cy)
Re{c,} Im{c,}
0.5 0.5 05|
T T f 'fn fo 1 —— f T 1 1
= f | fo fo
Ic,l angle(cy)
Re{c,} Im{c,}
0.5 I w2 0.5 0.5]
fo
| | T f . A . S
T T f 'fﬂ | fo o |
1o fo -r/2 0.5
Betragsspektrum Phasenspektrum
identisch verschieden
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Fouriertransformation (FT) Dualitat Differentiation / Integration

Durch die Fouriertransformation kann man nicht periodische Signale s@®) — S(f) —S(t) (jznf)n ’ S(f)
"periodisch" darstellen Sit) — s(—f) dt"
Dazu kopiert man das signal und lasst den Abstand dazwischen gegen (f)
unendlich gehen. (somit hat man 1 Signal das sich in +/- unendlich e Bsp: f s(n)dr = S(O) 8(f)
wiederholt) o Rect-sinc —o
rect(t) +— sinc(f) o ltun
Definition sinc(t) +— rect(—f) “ o g o
Linienspektrum --> Amplitudendichtespektrum o Dirac-konst } —— weiss
] \ . x(t) xy(t) = x(t) - y(t—1)dt +— X(f)-Y(f)
s(t) S(f) s(t)=46(t) — S(f) =1 0 st o
s(t) =1 — S =0 i Faltung Rechteckpuls der Dauer 1y mit sich selbst
To/2 ( ) f f t y f
0
Ck . 1 —]Zﬂfokt . 11;7,, & 1
S(f) = Tylnoo T |  wobei ¢ = T, s(t) -e de, Frequenzverschiebung o] } e s
To e x(0) =s(@) -2t X(f)=5(f - fo) i
-t — o]
f=k-f, ¢ Dual zu Zeitverschiebung .
e Verschiebt Fequenz um fo nach rechrts .~ ====== [ i
0 pektrum
o) 28d8
= S(f) = f s(t) - e Jj2mft gt * Bsp. Amplitudenmodulation (AM) o =—1
o Nachrichtensignal () _.?_. vy (AM-) Signal 2 : /\ [\ /\ [\
. s(t) = 1+0.5-cos(2m-fr,, 1) o
= s(t) = f S(f)e2taf cos(2m-f. 1) ST o W e % W M 8
Hilfs-Tragersignal
- (engl. carrier)
z A Symmetrie
, Nachricht s(t) "steckt" i
S(f) :-. ejo(f) der A:plrlzzdesdes :'r;;ersl;nals s(t) reell — S(-f) =S*(f)
Fourierspektrum,_, Phasenspektrum o / .. et okt A . z=|z| e /¥
> i ~ - % Z* = |Z| . e](pz
Elgenschaften £ y !
Linearitat 305 s(t) reell, ungerade +— S(f) imaginar (z.B.sin())
x(t)=a-s;()+b-s,(t) — X(f)=a-Si(f)+b-S,(f . |
( ) ( ) ( ) ¢ D2 0 W ol {2 T el el 2 s(t) reell, gerade +— S(f) reell (z.B.cos())
Zeitverschiebung Beispiel Spektrum eines reellen Signals
x(t) = S(t — tO) — X(f) = S(f) . e—jZTEf-tO Multiplikation Nachrichtensignal s(t) mit cos-(Triger)-Signal B WD Mathod: sngie )
e Darstellung in Polarform AM-Signal | / > : ]
o [X()|- 19D = [3(f)] - e oS -2mt e s 30 , TN
= Px (f ) =¥s (f ) — 2nft, oo S(f) g o "
= |X(f)| = |S(f)| a5 Betragsspektrum (gerade Funktion) ~ Phasenspektrum (ungerade Funktion)
Das Betragspektrum bleibt gleich —‘C ' -1 ISCO=1SMN angle{S(-N} = -angle(S(n}
Frequenzverschiebung -, h = 0.5-S(f-f.) + 0.5-S(f+
Das Phasenspektrum erfahrt eine Phasendrehung (Mischung) ,/ m’\. o Gt e
LI\
. . 1
ZeItSkaIIerung hochfrequentes Signal kann <<(( ))>>
f (iber Antenne abgestrahit werden
x(t)=s(a-t) » X S|=
® =s(@-1) ()= (|a|> (a>
e Fall a> 1: Verkiirzung von Signaldauer s(t) [y(0) = s(t) - cos(2miot) o-e Y(f) = 0.5:S(t) + 0.5-S(f+fy) |
<==> breiters Spektrum S(f) Multiplikation mit cos(2mfo-t) o-e Frequenzverschiebung um

+fy (nach rechts) und -f; (nach links)

¢ Fall a < 1: Dehnungvon Signaldauer s(t)
<==>schmaleres Spektrum S(f)
Zeit-Bandbreite-Produkt g T — e oy ey

Beispiel: s(t) ist nicht-periodisches rechteckférmiges Signal

Je ,kiirzer” ein Puls-Signal ist, desto ,grdsser” ist die Bandbreite des
Spektrums. Umgekehrt haben ,lang” dauernde Einzelpulse schmale Spektren.

Bandbreite und Dauer eines Pulssignals kénnen also nicht unabhéngig von . FT
einander gewédhlt werden. Das Zeit-Bandbreite-Produkt ist eine Konstante.

Pulsdauer mal Bandbreite ‘B =1

L —— i
TR con _,{IL
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Signalenergie
Berechnen mit Satz von Parseval (normiert auf 1Q)

o) [o0]

E, = fsz(t) dt = f|S(f)|2df

— 0o

FT eines periodischen Signals

w0 jankf, t -
s = T ¢ e 0" o-e  S(f= ¢, -d(f -kf,)
k=_c0 k=—x
periodisches Signal "Linien"-Spektrum
(Darstellung als Fourierreihe) (Dirac-impulse statt Linien)

Beweis: Verwende

1. Linearitdtseigenschaft der FT

2. Identitét c, o-e c,-8(f)

3. Frequenzverschiebungseigenschaft der FT

Beispiel
Amplitudendichtespektrum des cos-Signals s(t) = cos(2mf;-t)
s(f |

I
(112) (112) b Coe { e rn X
] O SO SE )

<
f L%
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LTI-Systeme

Lineare und time-invariante Systeme

System
Ein System transformiert ein Eingangssignal x(t) in ein Ausgangssignal /
Schrittantwort y(t).

1) : f 1

x(t) —{ System |— y(t) o5}

0] — 0
y(t) = f(x(t))
05 -0.5 3
l . —?T [P S S S
0 50 100 x(t) l c l yit) 0 50 100
Zait/ ms | Zait/ ms

Statische Systeme
Ausgangswert hangt nur vom aktuellen Eingangswert ab. z.B.
Widerstandsnetzwerk

Dynamische Systeme

Ausgangswert hangt vom aktuellen Eingangswert, sowie von alten
Ein- und Ausgangswerten ab.

Es enthalt Speicherelemente (L und/oder C)

Wird beschrieben durch DGL

Beispiel: RC-Tiefpass-Filter 1. Ordnung

r—

X(t)l ? C+ ly(t)
Linearitat

x(6) =ky - x1() + kg - x,(8) = y(0) = ky - y1(0) + y2(0)
¢ Linearitat bei Kapazitat wennu,.(0) = 0
t
1
ue(® = 7 [ ic(@ - dr + 4 (0)
0
e |ntegrator

RC-dy(t)/dt + y(t) = x(t)

Zeitinvarianz
Systemeigenschaften (aussehen der Kurve) andert sich nicht wenn man es
in der Zeit verschiebt.

Kausalitat
Kausalesysteme reagieren erst dann mit einem Ausgangssignal, wenn ein
Eingangssignal anliegt.

Stabibilitat

Bounded input = Bounded output (BiBo)

Ein im Eingang mit Grenze A beschranktes Signal ist im Ausgang um Grenze
B beschrankt.

Stoss- / Impulsantwort h(t)
Die Stossantwort h(t) beschreibt ein LTI-System vollstdandig.
Meist ein Filter (z.B. Tiefpass)

X(t) y(t)

Z ’ j LTI- —
System
t —lr- t

h(t)

beliebiges
Eingangssignal x(t)

Ausgangssignal y(t) kann mit
Hilfe von h(t) berechnet werden

y(t) = x(t)*h(t), siehe unten
Faltungsintegral

y(t)= _[x(r) ~hit—1)dt

X(t) = Ix:r]-ﬁ(r—r}dr
‘=$|m|mevu|| i gangsig = Bummae von g

und zeltverschobenen Dirac-impulsen und

Faltung zu to

to
y(to) = f x(t) - hty —t)de
a
Achtung! Hierto-t ,aist untere grenze (gegeben durch x(t))

Fouriertransformation

y(©) = x(&) * k() > FT = Y(f) = X(f) - H(f)
e Amplitudengang

-

e Phasengang

ou(f) = ov(f) — ox(f)

Zusammenschaltung von LTI-Systemen
Serieschaltung (Kaskadierung)

LTl- LTI- LTI-

X(t) = System 1 System 2 vt = x> System — y(t
h,(t) hy(t) h(t) = hy(t)*h,(t)
Hy(f) H,(f) H(f) = H,(f)-H,(f)

Im Zeitbereich Faltung der Stossantworten.

Parallelschaltung

LTI-
System 1
x(t) OO @y = x—] syatem YO
LTI- h(t) = h,(t)+h(t)
System 2 H() = H,(f+H,()

h,(t) bzw. H,(f)

Zusammenfassung Seite 6



Digitale Signale
x(t)

zeitdiskretes,

e 5N e
, ] [ T I wertkontinuierliches Signal
= —
Quantisierung

. T AEEEEDY ESEEEE
“~1-1-¥F-t-9--- digitales Signal
=11 -1:-{- -{‘ --- (zeit- und wertdiskret)

z.B. binares Signal

analoges Signal
(zeit- und wertkontinuierlich)

I

I

1

Abtastung (Sampling)
Schritte entlang der Zeitachse
Ideale Abtastung

e Zeitbereich
x(t) Xg(t)

KM\‘H |

-T,

s

T, \l\t

x5(t) = x(t) - Z 5(t—n-Ts) :Tl'x(t)' Z ef2mnfst

n=—oo n=—oo

¢ Frequenzbereich

1
()= ), X(F=n-f)
N
n=—oo
1 T T T T T T T
1. Nyquistzone
0.8 - ‘C ~ -
E . iginal Kkt Spi
)F.,, 0.6 | Spiegelspektrum Originalspel r}]m/ piegelspektrum _|
o4 |
0.2 1
0 ;
=10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
'fs ‘f-s"z Frequenz f [kHz] fsfz fs

Reales Sampling
¢ Sample and hold (SAH)
Idee: Zero order Hold (ZOH), Praktisch: SAH

f(t)

¢ Succesive Aproximation (SAR) ADC (Analog zu Digital Converter)

Aliasing & Rekonstruktion
x(t) kann nur aus xs(t) rekonstruiert werden, wenn f; > 2*f.

Ansonsten Gberschneiden sich die Frequenzen. Das fiihrt zu Aliasing

X Atiaci
Fall f,<2f, (0 Aliasing
4 NN N (‘55 \YEAV AR VA
-4f,  -3f,  -26,  -f, f, 21, 3f, 4f,

z.B. Stossantwort = Tiefpass

e ideal ] _ .
Rect --> FT --> sinc A\
-.._./ \._/
.u.sFrequennz . f5: 5 1 = Ze“"l o ] B
Somit: ’
X4(t) x() ot £ 3(3 "
P S 2 idealer n:l:i: fen
1T : ;
b e n
-T, | T \l \
Real mit ZOH
x,(t) fs
/- I IT,I ._\:‘ DAC -~
t mit ZOH
t
'Ts Ts \l

Quantisierung
Schritte entlang der Wertachse

A = Aussteuerbereich (2*Amplitude)
A=A/2" W = Wortbreite ADC in bits

(Nt}
ot

2
out of range

=T}

Zusammenfassung Seite 7

Quantisierungsrauschen
Signal zu Quantisierungsrauschhen SNR

P. = al A= A
€12’ Co2w ,
SNR = _&gﬂ_ = E = £M
- TP A?
Q—Rauschen &

12 - P,
SNRdB =6,02-W+10- 10g10 (A—2>
¢ SNR von Sinus mit Vollaussteuerung
SNR4g = 6,02-W + 1,76
¢ Beinur X anteil Ansteuerung
SNR4g = 6,02 - W 4+ 1,76 — 20 - log,,(X)
z.B.X=1/10,W =10

1
SNRag = 6,02-10+ 1,76 — 20 - logy, (E) =41.96 dB

Mit jedem Bit mehr Wortldnge wird SNR um 6 dB erhéht bzw. A halbiert



Diskrete Fourier-Transformation (DFT)
Die DFT berechnet aus N dquidistanten Stiitzstellen x[n] im Zeitfenster 0...(N — 1) - T

N-1

X[k] = E m[n]-e_j%k“ mit k=0.,1,..., N -1
=0
hat eine Frequenzauflosung
fs 1 1
AN A A ——
I=h=%=~T."1

Die Inverse Diskrete Fourier Transformation IDFT, berechnet aus N komplexen Spektralwerten X[k] im Frequenzbe-
reich 0... (N —1) - fo
N-1

1 227
z[n] = N LE_U X[k] -l ¥kn mitn=20,1,...,N -1
ist die eindeutige Umkehrung der DFT.

Tprr = N - T
Torr = Beobachtungsfenster der DFT

Zusammenfassung Seite 8



Darstellung LTI-Systeme

Zeitbereich Frequenzbereich

Differentialgleichung  Frequenzgang
Impulsantwort Bode-Diagramm
Schritt Antwort Ubertragungsfunktion
Blockdiagramm PZ-Map (Pol-Nulistellen)
Zeitbereich
Dgl
R 1=RC Berechnen wir die ODE-Losung fur
(t) l L} [ & ly o (t)+ (t) = x(t) th) = u(t) Schrittfun.ktion, so dass y(t)
T die Sprungantwort ist
Aus der Mathematik y(t) = yu(t) +y,(t)
homogene Lésung partikuldre Losung
fuir x(t)=0 flir bestimmtes x(t)
Homogene Losung 7 - y,(t) + y,(t) =0 Ansatz: y,(t) =A-e*
A-et[t-s+1]=0 - s=—% - yh(t)=A-e_:
Partikulare Losung 7 - y,(t) + y,(t) =1 Ansatz:  y,(t)=b-1=0b
Losung glltig firt > 0
(um Unstetigkeiten zu vermeiden, und einfachere/kiirzere Schreibweise)

Beide Losungen summieren
Annahme Anfangsbedingungen = 0

und Losung gliltig far t > 0

Einsetzen in Differential Gleichung

YO =y + () =A-eTF +b

t
T

y(t) = —g-e

t t
savem el e ab)wt ShaT yt)=1—e /"

Blockdiagramme
Nicht Priifungsrelevant

x(t) J‘ y(t
N\
Schrittantwort
u(t) y(® Sprung oder
T S——— Schritt
Schritt Antwort
B | t
y
Sprungantwort
Impuls
ht) Antwort
1 _t
, h® =477 t=0
0 t<0

Frequenzbereich Bodediagramm

$-T slm,

H(s) = = -
R 1+s/o, * l+s/o,

___________

1
I+ jo/o,

__________

(===
[H(o)||5 |jo/o, i
| T — ]

Bode Diagram

s=0+tjw, w=2m-f Beispiel
—

Frequenzgang c

Y(f) x(t) R y(t)
H(f) = X( —
f) t=RC = 1/,
e Laplace
X(s) = j x(t) e Stdt 2|

— 0o

X(s) = X(f) wenno =0

Magnitude (dB)
s =

Ubertragungsfunktion aole
Ubertragungsfunktion (UTF, engl. transfer function)

H(s) =
X(s) a, -s"+..+a,-s+a, s
g
Die (b,a)-Systemkoeffizienten charakterisieren die UTF H(s) s
bzw. legen das LTI-Systemverhalten vollstandiq fest. £ 7

e Bsp
Beispiel 1 DGL -dy(t)/dt + y(t) = x(t)

Systemkoeffizienten: a; =t,a;=1,by=1

_Y(s) b -s"+..+b s+b, e

-

10 10’ 10
Frequency (radisec) | g logo(w/wg) —>

wp

10 10 10
Frequency (rad/s)

? 1=RC
| y(t) e Kombination von bekannten Systemen (siehe oben)

x(t) TS
UTF H(s) = b, __1!

a,-s+a, T1-s+l

einzeichen.
Tiefpass H(f)=H(s = jo)= ————
(O=HE=jo)= 1= s
el
Beispiel 2 Ansatz Spannungsteiler (statt DGL)
c 1=RC
x(t) | Ri | |y UTF H(s)= R ___©s __bs
R+1/sC  t-s+1 a -s+a,
_ _ _ . j2n-fo1
a;=t,3=1b;=1 Hochpass H(f)=H(s= jo)=— ——
1+j-2n-f-1
Pol- / Nullstellen
b, (s — zl) C (s — Zm)
H(s) =—-"
an (s=p1)-(s—pn)
zi =Nullstellen (zero)
pi= Polstellen
Darstellung der Lage der Pole und Nullstellen im PN-Schema
Pole werden mit "X" und Nullstellen mit "O" in der s-Ebene eingetragen
Beispiel: _ Beispiel ox e
1=RC I'w ) g
c | E LTI-System mit konjugiert komplexem Polpaar .::ﬁ_\
x(t) R | | y() H(s)=— %0
(s—p)-(s—p) p*X
T8 -0 p;=-1t |z;=0
H(s) = = reell gegeben: p = wy (-cos(T/4) + j-sin(n/4)) und w, = 1000 rad/s
s+l s—(-1l/1)
Zo = 1
p1=-1/t
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¢ Betrag & Phase an verschiedenen Stellen berechnen und



Darstellungsbeispiele

View of LTI 15t Order Low Pass Filter 15t Order High Pass Filter
System
Differential T30 +y(© = k- x() T y(©) +y(©) = k-1-x(t)
Equation

Block diagram

g

o

x(t

y(t)
k ~_?.r‘>_) | _|

Step response
with zero

initial conditions
andfortz0

y(t)=k- [1 - e‘:/r]

y() =k- e

Impulse response
with zero
initial conditions

and fort> 0 Parameters:

k
h(t) = +— e~/

k - gain ; T (tau): time constant

h(t) = 8(t) —%- e~

Frequency _ k _ . dewt _, _jnefr
response H(w) Tjot+1 jemofr+d H©) =k e prere
Bode Diagram Amp 0dB/dec -3dB -20dB/dec An'lp +20dB/dec -3dB 0dB/dec
7 |
Phase: \ Phase: i
0° -45° -90° Dﬁe\r
Allpol-filter
Haben keine Nullstellen
b
H(s) = -

n
a, -s"+..+a -s+a,

Asymptote fiir w—« : n mal -20 dB pro Dekade bzw. -n-1/2

Tiefpass-Approximationen nach Butterworth fuhrt auf Allpol-Filter

Butterworth-TP N. Ordnung

1

IH(f)l =
0 1+ (fg )™

View of LTI 2nd Order Low Pass Filter
System
Differential $(t) + (2dwy) - y(t) + (w(z,) cy(t) = (kwd) - x(t)
Equation
Block diagram
@
x(t) X )
Sl TS T
Frequency 6w kwg k
response W) = 3 : 5= 3
w)? + (2dwy)(jw) + w, . W . W
Parameters:
k : gain ; d : damping constant; we : natural angular frequency [rad/s]
Alternative with Q : quality factor ; and Q: normalised frequency:
k
Glw) = 1
G2 +(5) (@) +1
where Q zid and Q=-
Bode Diagram Amp: 0dB/dec vy
N 420 log(1/20)
-40dB/dec
Phase: N\
0° -90° -180°
Characteristic
Equation s? + (2dwo) - s + (w§) = 0
Roots of the
characteristic . PET) .
equation 5127 —dcuo tjwoy1- d? = %o tjw,
d>1 over-damped
d=1 critically damped
0<d<1 under-damped
Step response
with zero 1
Initial conditions _ .
andfortz0 h(t) =k-[1—Ae™%" -sin(w,t +B)] ; A Vi-az
= arccos(d)
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