Integration durch Substitution

F(u(x)) = fF’(u) *u'(x) dx

Mittelwert

Integra

1 b
| feodx

Beispiel: [ cos(x?) * x dx
1. Substitutionsgleichung fur x wahlen

Bogenldnge

b
J- 1+ (f'(x))?dx

Kreisfunktion

ped=y=r=x

2z 2
r=x ¢ty s v

u(x) = x?
2. Substitutionsgleichung fir dx
' _du _ du
u (X) Tax ur(x)

du

Vol. Rotationskdrpers

Mantelfldche

Partielle Integration

J-(u’(x) *v(x))xdx = u(x) *v(x) — f(u(x) * ' (%)) * dx

b b b
[ @ vt ear=ueo ww0nb - [ oo sy wany

Faustregel

Polynome (x™ + == 4 ¢), In (x)
Exp- (e, ...) / Trigo-Funktionen (sin(x), ...)

Ableitung (v — v")
Integration (1" = 1)

Fiir v sollte der Faktor verwendet werden, der durch eine Ableitung vereinfacht

f(ln (x)x%)dx

R x3 3 1
J(.;,- ‘In(x))dx = 3 In(x) — J( ; .;) dx
'l‘j -In(x) — J (g) dx =In(x) - 4‘;73 —%3 = In(x) _2TX3

Partialbruchzerlegung
1. Nullstellen von N(x) bestimmen und Bruch zuordnen:
p(x) A B, B
N o + -’ e v 2 + o
q(x) x-—x;i 2 (r —2x)(x —x3)
doppelte Nullstelle Xy

+

2. f(x) gleich mit der Summe der Briiche setzen

3. Konstanten bestimmen, x einsetz. damit ein Bruch =0
4. Einsetzen in urspriingliche Gleichung

Nullstellenform im Zdhler

x+1 _ x+1
¥ —Bx2+8x—4 (x—1(

2)?
Zuordnung eines Partialbruchs zu jeder Nullstelle

x+1
G-DG&

Koeffizienten bestimmen

A
D(x—2) x—-1 +.‘=’

B2
e Gx-2)

x+1=A0 - 2)(x—2)+ B, (x — D(x —2) + B (x — 1)
A=2, B, = -2, B, =3
Einsetzen in urspriingliche Gleichung
2 2 3
=152 -G -2)
Integral zu berechnen (nicht teil des Verfahrens)
J%: 2+In|x — 1| — 2 -In|x — 2| _x%}2+ C

u’(x)=2x=>dx=3 b , b e
_— . ) ) T * x))*dx 27T * x) *4/1 "(x))2 dx werden kann.
3. Substitution einsetzen, dabei muss eine unbe- J; () J;f( ) + ()
kannte gekirzt werden kénnen, sonst funktio-
niert es nicht. Massentragheitsmoment Schwerpunkt Vol.
du du | i t ; x [ s
cos(u) * x i cos(u) - Jo =57 Jy dx = 5 7@ - J[j(_x)] dx =y | = f(z)*dx
ICOS(u) i a P
= u Rechenregeln
2 J;-=%M"jﬂdy:%M)-J[g(,v)l‘d_v Rechenregeln
Bei bestimmtem Integral muss u(x) auch auf die p c a * f f)dx = f a* f(x)dx
Grenzen angewendet werden. £(x) | F(x)
/2 u(m/2) cos(u) Va—a | Eyade L aint J(f(x) +d(x)) = ff(x) + J d(x)
f cos(x?) x x dx = f du 2 z p 1 .
0 u(0) 2 1 arcsin = j_ - @@
4, Integration in u ? — 2 a xm (n—1)*xn1
cos(u) 1 1 Vara Xvaras N 1
f 5 du =§fcos (w) du =Esm(u)+C Ad VA d+ ek Vit o) w—a | Wlx—al
1 1 x—a
5. Riicksubstitution bei unbestimmtem Integral Vaza | ™ e+ Vid + @) a8 | a—b | =—b (ak®
1 1 1 1
Esm(u)+C=§sm(x2)+C == %1.-'——2#9__%1:1“_'_ Ve —at| (:cfla)2 i
- . pry— E]n o (x|>lal)
. . 1
Schwerpunkte von Flichen sin & 7 Gr—sinxcosz) ——— | In|x—al | iR Uxl<lab
LN . 1 X 1t x—a 1 1
A= f (Fx)—g(x)-ax sinx Intan 5 | B | a=5 | w=s exbl 1 oy 7"““3"1
a 1 1 1
—_— —cotx - 2
1 b B sin? x (x—a)? x—a ax-+ b — V{ax+ by
x =—-f (x- (e -g@))-ax | _1 (i 1) ! LI il (i1 > lal) .
“a 14 sinx tan 2 4 x% — gt Enx+a * N 1 i ax+ b
1 - ! —mt(—’-‘-—i) ! L et Uxl<lal S 2
Vs = E[ ()% — g0 -dx 1—sinx 2 4 a? — a2 2 a—=x V2 —a %\fm—%lnizﬂ Va—a|
A da sin x — cos x 1 1 x
— arctan — 1
2t Vg
. / sin? x l(x—-sinx:osx) “+ ! z m In ‘ x4 Va? z!
2 2
ax+ b — Via=+ 8P 2
! In tani| da Va2 — x2 % Va2 — x2 + %arcsin%
s | sin x 2 1 2
1 —_— | — Vax+b 1 X
Swa | e Vax+b | @ Va—e | %
1 an | 24 2 X /3 -ﬁln 2 i+ k2
oy |t (2 4) ?1_; -1 x:— S VaFa i (xd Vit )
1 1 x 9w Jat —a
5 g —co:(—i———T) Veis In(x+ Va2 + &)




Erste Art
e b (e
I f(x)-dx, [f(x)~dx, f f(x)-dx, (f (x): stetig)

Integration Uber [a, /]
l=f f(x)-dx, I1(4) =f f(x)-dx
Grenzlibergang ;li_)mwl(l)
1= [ ax= imioy = m ([ e -ax)

Falls der Grenzwert ;li_’rgl(/l) existiert, heisst das Integral fam f(x)-dx

konvergent, sonst divergent.

Beispiel

Integration Gber [1, 1]

0= B e 3] =2+

Grenziibergang lim I(1)

1(2)_}m(f(xiz)-dx)_}m(—%+ 1):1
1

Der Grenzwert }im I(1) existiert — konvergent
—0o0

Uneigentliche Integrale

Reziprokenregel (Kehrwertregel) anwenden:

[u(lx)][ -5

u(z)?
Potenzregel anwenden:
[w(@)") =n-u(z)" - u'(2)

Beachte: Hier wurde die Kettenregel angewendet:
Multipliziere mit der inneren Ableitung «'(z).

1
In{u(z))]' = — - u'(z
@) = 2o ()

fn (lnfvtl)‘f'(;) kl_ﬂ;oe fbl('m[x))--'é‘()_()‘

= Il
2D o

Mantelfldche um y Achse

Bei Rotation um die y-Achse:
max|f(1),f(b)]

M, =2n I T -
min|[f(a),f(b)]

1+ (:1:’)2 dy

Zweite Art

Vorgehen zur Berechnung f(x), mit Pol bei x = a

| ) dx

Integration tber [a + ¢, b]

b b
1) = f G- dr=lim1() = gigg}( [ reo- dx)

Beispiel
e [
Lﬁdx
fl I N T, -
0+c‘/; €

Im Grenziibergang ¢ — 0 ergibt sich

= O
——-dx=lim<] —-dx>=lin3(2—2\/?)=2
0 E—=

0 VX €0 +e VX




Quotientenkriterium

Erfillen die Glieder einer unendliche Reihe Y.;°_; a,,mit a # O fir alle n die

Bedingung: lim |a2—+1| = g < 1 ist Reihe konvergent, wenn > 1 dann divergent
n—-oo n

OCXnJrl)

klein mit grosen n

Tay | O rrEI h e n Alles spater ist zusammen

hochstens x"*1 => Sehr

Konvergenzbeweis
Zerlegen in Partialbriiche und Partialsumme kiirzen
1 A B An+1)+B=xn
an:n(n+1)zﬁ+n+1= nn+1)
1=A(n+1)+B*xn;n=0=>A=1n=-1=>B= -1

; - -t _r_1
Somit zerlegt = a,, = mr D n
n=A re L
A L)
= ParHa\suw\m Z_a = E_J T owia
n=

-G /ﬁ@/& (e T

=4- k*’/‘ \ (quglafmwu)

SMMM&"W“% 9"“%‘\ gk = l\\yy\ ( — A 5'__. /1
S '3 S) d ,1 )

Somit konvergiert zu 1.

Potenzreihen im Konvergenzbereich

Ist sie eine stetige Funktion. Man darf wie mit Summen rechnen sowie Poly-
nomdivision. Ableitung und Integration ist moglich. Koeffizientenvergleich

moglich. Bei mehreren Reihen die Schnittmenge nehmen.
Rechnen: P, = 1+ x + %xz +0x3);P,=1+ %x + %xz +0(x®)

P(x) + P,(x) = (1+ 1) + (1 +%)x + (%+%)x2 +0(x)

3 3
Pi(x) xPy(x) =1+ =x+=x%+ 0(x3); Alles mit > x3ersetzt 0(x3)

2 2

Taylorreihe

" (x0) 2

(XO) (x-%)' + T (x — xo0)

f(x) = f(x0) +

xo: Entwicklungszentrum oder Entwicklungspunkt

Wenn =0 ist es die Maclaurinsche Reihe

Taylorpolynom bestimmen
Taylorpolynom n-ter Ordnung von f(x) an der Stelle x,
n

Pa) = ) i (x =)

k=0
Vorgehen
1. n-te Ableitung berechnen
F(x) = -
2. x,in Ableitungen einsetzen
flnl(.. )=
3. Vorfaktoren a, — a, bestimmen
1)
an =
k!

4. Taylorreihe &, (x) bestimmen
tr(x) =ag+a, - (x—x))+ay (x—2 P+t (x— )t

f(x) = e* Jede Ableitung ist e*und somit mit x = 0 auch 0

= a.= {20 = A
n! n

ok

X

- K__gl_+i_x+-4—X'f =2 e !
e 0 At 2! k=0

Das Taylor-Polynom dritten Grades ist:

Ty(x) = £(0) + f'(0)z +

Xo wenn x, nicht = 0

Regel von Bernoulli-de I’Hospital

. 0 oo
Ausdriicke der Form 3 oder —
o=

tim £ _ g £
x—=xg g(x) x—xg [ (X)

Vorgangige Umformungen

¢ 0o f(x)- g(x)—-i—T

o w0 fx)- g = L2

flx)- g;x)

Berechnen Sie den Grenzwert

e.x'_l OBH ex 60
() -5 2 iy () x0T -

i x2—4 oo BH i 2x 1
— |==5 -y — ooi—
i \2x2+3x+7) = xl-ﬂ(4x+3) x 2

Potenzreihen
(o)

P(x) = Zak *xk = Z ak(xk _xo)k
k=0

k=0
a = Koeffizienten, x = Entwicklungspunkt
Konvergenzbereich: Menge von X bei der die
Reihe konvergiert, O ist immer drin. Bereich ist
immer ein symmetrisches Intervall zum 0
Punkt

I'=(xg—p, %o +p)

Konvergenzradius p:

| = lim

= lim
p= l k—oo K |ak|

k=0 " Qpyq
[x| <r=konvergiert
[x| > r=divergiert

Fir die obere zweite Variante x — x,

A
ZL:/I—PXI*_ZT-* ,ak_"ﬁ‘q"“:m
k=o

= r=llm | 2 l:“vv\

o |, Laoe

\A/tk__ﬁ_l
k! 4

= lim |423—%K (k+A) LN \kM\ —>
ke | 2 PN
Diese Reihe konvergiert fur alle x

N a2 G AV e
Eérzgfr‘*” i

Subitdhuon . wu=x-4
o e [ I
:32{-4\ o = 0, = =y [ ]

= 13
vech )
= = M = lim \ A _(E_L-l‘
L ki”m e | e A

/Iff‘/:)l =y

'lm l |22 P X
kAt

Fur u wieder x einsetzen, heisst Reihe konver-
giert fur |x-1| <1
Bept S (2o A b b e verlarglan B = Sebhbinu="2x-0)

k=0

b Z ‘-"k = Q=4 Qu«A:A
k=0
=, = lim !L oy
e oo wra

= kamerert P alle lul<4
= onveget foe alle |Lx—A( <4

== Ecﬁnﬁéuﬁluﬂuu( nacl X M{fm:

_‘\XH—‘d.—

= 't:m\vua‘d fr xe (0,0




Restglied

Fiir die Abschatzung des Fehlers bzw. Restglieds

MaclLaurin Reihe

2 = J(0)+ £(0) -2+ 2 1(0)- 7 ..

Umformen fur BH

Rp(x) = f(x) = P =0 Jt
Es gibt ein & zwischen x;, und x, so dass fir das Restglied R,, (x) gilt: Funktion 1. Niherung 2. Niiherung
M) + —x
[Bncel| < | Gy @ = %™ € I —x |- x++x2
2
Beispiel 2
L a* 1+ (Ina)x 1+(1nﬂ)x+—(]na) x?
Fehler bei Approximation von f(x) = e* durch p3(x) = 1 +x +x? + x? im Intervall [0, 1]
1
4 In(l + x x x— —x’
R0 = 1700~ pa0l <152 1oyt a+ 2
1
el e In(1 — x) —x —x — —x?
Sﬂ5ﬁ~ 0.113 2
x=1el =271828.. In G +x) 2 2x 4 2y
—x
p3(1)=1+1+%+é=2.667—)&:0.0516((0.113) .
— sinx X X — 3 x3
- | ] (n), n
060 = PO6) + 906 () 416 e+ 06 (e | L, L
A) 2! ] ‘ cos X I ——x l — —x" 4+ —x
n. 2 2 24
uhd &r du eljlall'd RV\&S a\\H‘ Aaun tan x x X + %)’3
n+A) . 1
R = 270 (g, wedx | wnr | = b
(h)! - - !
\ \ — = — = 3
Eine Funlhsu {‘&) Yoo den -Fc\al.«lu B»Cd-lkaw-jlh arccos x 5 SR
W e Maelaur- Iom.,_Tmy(or—Qa'L._ enhortlee] boas 1,
arctan x x X = —x
) 4?(7‘) W L gvr‘w:o\:lunalruuu (0 bay, %) 3
\teht 5 )
res 0 OB d‘;ﬂtrcWﬁvLar, arccot x % —x % - x+ %x‘
2) Es 8“!:: “m 2“&) =0
n2 ) 1 3
. . . ) sinhx x X+ —x
Wird besser desto grosser n und x ndher am Entwicklungspunkt 6
ist. Denn Beim Entwicklungspunkt ist es 0 coshx 4L - %xz n i,ﬁ
Binominal Reihe tanh x x 1—% 3
FO0) = (142 . L,
« a a “ arsinh x x X — —x°
) =1+ (k)x + (k) X%+ (k) x? Z (k)x;‘
n N N, R n artanh x x x+—=x3
(1+x)" = 1+(k)x+(k)x + 4 k)x
Beispiel
1 o a-(a-1)-(a—2)-(@—3)-..-(a—k+1)
a=za=(})= 1]
_ 0.5y 1
%=(0)-
1
0.5 a 3 1
a=(1)=m=%=3
1 1
_ {05 _a-(a—1)_(§'*§)_ 1
az_(z)_ ke 20 8

1 71 1
05y a-(a—1) (a—2) _-[_—1)-(7—2) 1
‘33:(3): k! =22 3! - 16

Funktion ¢(x) Grenzwert lim ¢(x) Elementare Umformung
) o) X+ Xg (0}
%) 7
- G”° |
(A) u(x) - v(x) bzw. (}rx:~0\ @ bzw. 1—\——-’ .
X \) (l _— \‘( g (-
0 w S W )¢
o
@@
B) u(x) —v(x) o0 —
G-
© u@®"®, (0°) ®, 1= er@)huto) o ()
6 V(,)‘ln(m\) ( A
-0 e N =g )
\
~0o
——)
: X S
Bce.-. [ivm E—,__:.A —> T]P 0
x=20 X 0
K@“' ; " 3
Ll (A w2 e’ = A
*~0 o)’ XD0 A
\ u ks
Bap: Nim ‘)1(_2_):_11_)_ N Typ =
K= e‘X o
5 g o @
L i A~
-_‘\é- [im L_]"‘_“ﬁ:ﬁ), = l'm x4
Y ) (,e,")’ L= b cx
x> (1x=A)€
A Ta "pQ-boL
R A i —
%‘-&l E-V:‘o (')'g :‘w(xh 7'9
W
Usoeruns (8)
] .
_&_ \ gin(xe) = X TR Q
L, lim _ " 2
120 X+ Sin(x)
BH P“‘AW Haw
L (emba=x) .l_=|.'m _f'i“_"}L’l—) — Tyr‘ %
20 (g 400 sherxel
Kg' (cosbd 2 i — cinly)
0 Cos) =lhm _— A
'ero (st (3 + x-catld)’ 220 carl) +cosl) = X:Sin6d D = O
ih \ et = = = = e
— At4 220 2 -




Definition
DGL in n-ter Ordnung: F(x,y',y",y™) =0
Explizit: nach y" aufgelést y™ = G(x,y’,y™"™ 1)
Implizit: nicht explizit
Allgemeine Losung: Menge aller Lésung von DGL
Spezielle/Partikuldre Losung: Losung des Anfangswertproblems
Unbestimmtes Integral: Das Richtungsfeld ist unabhangig von y
Autonome DGL: Das Richtungsfeld ist unabhangig von x

Differentialgleichungen

Separierbar DGL
dy , )+ h
_— = = k
-y =9k o)

1. Alle x und y Terme auf Seiten verschieben: ﬁdy = h(x)dx

2. Beide Seiten Integrieren: fﬁdy = [h(x) dx
3. Wenn moglich explizit 16sen
oo dy X
Beispiel: Lo Yxe
1.§dy = e*dx 2. f%dy =[e*dx=>In(y) =e*+C
3.y=e® xef
X

_— d
Beispiel 2: 2-_ZI
dx y

1.y*dy=—x*dx2.=>§y2+61=17_x2+62
3.y2 = —x?+2C=>y=1+VK — x2

Beispiel DGL Beispiel 2 AWP

Differentialgleichung (DFG): "=x+9 '=x—4
Y AWP: {y 2) =9

Losung zu priifen: y; = e* — 1 y -
e Linke Seite LS y =(e*—1) =e* y= J‘(“ —4)-dx

* Rechte Seite RS xty=x+(e*-1)

1
LS # RS — Keine Losung der DFG y = Exz —4x+C

Lésung zu priifen: y, = —x — 1 y(2)=2-8+C=9—C=15

e Linke Seite (S
* Rechte Seite RS

y=(x-1)"=-1 1
chy=x4(x-1)=-1 y=5xi—4x+15

LS = RS — Losung der DFG

Anfangswertproblem
Finden einer Losung, welche die Anfangsbedingung erfiillt.

d
DGL: 7 = f(,) AB: ¥ (t) = ¥o
Beispiel: % =3y AB:y(0) =2
Lésung der DGL ergibt: y = e¢ x e3¢

Jetzt muss 2 = e¢ * e3*0 ergeben.
Somit ist die L&sung des DGL mit AB: y(t) = 2 * e3¢

Konstante Lésung
Falls f(yg) = 0, ist y = ¥, eine konstante Losung der autonomen DGL V' = f(y). Um die
konstante Losung der DGL zu finden, miissen wir die Gleichung f(y) = 0 Iasen.

+ Stabil Benachbarte Lésungen werden angezogen
s Instabil Benachbarte Losungen werden abgestossen
+  Semi-Stabil Anziehung auf einer, Abstossung auf der anderen Seite
Beispiel
y=y2-1
e f(-1) =(-1)*—1 =0-y=1: Konstante Lésung
« f(1) =(1)2-1 = 0 - y = —1: Konstante Losung
Werte in der Nahe der Konstanten Ldsung einsetzen
« (@ =(@?*-1 =3 YR NN R
LIS ELEL LS FFLT
. f(1.5) =(1-5)271 =125 F AP/
o f(1) =(1)*-1 = 0 — Instabil A== SR
MERRNNNNSNSNSNSNSNSSNSSNS
. f(0-5) = (0-5)2 -1 =-075 NN R RN NN NN NN Y
. f(()) =(0)2—1 =1 \‘\\:\\‘-\‘.‘\\\
o f(-05) =(-08?2*-1 =075 oo B o
s f(-1) =(-1)?-1 =0- Stabil e
B s B yryyyryyy. Py
* f(=15) =(-15)°-1 =125 SN ENE NN
« f(-2) =(-2*-1 =3 BEl ol WL A L)
ftrEr bt st )

Lineare ODE
y' () +p(x) xy(x) = g(x)
Y darf nur hoch 1 vorkommen und darf nicht selbst von y ab-
héngig sein, dann ist die Gleichung linear in Y. p und g dirfen
nur von x abhangig sein. Dann kann so gel6st werden:

y(x) = % * (f u(x) * g(X)dx) julx) = el P(ax
Beispiel: t * (%y(t)) +2y@®) =t —t+1;y(1) = 2
Beide Seiten durch t dividieren:

dy r Lyl = t—/'“%
~— ;ZBL’*‘J )
40 N lbwaar . y
2-ln (IED

de N
‘YP = e& 3 = e =6

= /J,(B -e
> ply= ;(e‘"('“))L =(t1) =
Pojwa-Regd
= ylB) = /_:‘_&;(j;ua oL +c)

= F({eteaetii +4

- (((e-e0 +9

&

A l:"_f-z-fi + C
3

B\e &
allgtmel Loafog

J .8
=>y(i—)=_t_2—%+’7:+”gz

: S

Randwertproblem
Bei DGL von 2. Ordnung Wie AB Problem jedoch mit 2 Wer-
ten/Randern:

Flz,y.v.y",.... y'l) = 0 (a<zx<b)
yla) = a
ylb) = B

Beispiel: y"(x) = —y(x) AB: y(0) = 0und y(m) =0
Loésung von DGL ist: y(x) = A * cos(x) + B * sin (x)

Jetzt A und B bestimmen mit RW. Damit folgt A=0und B =
belieb und das DGL mit RW zu I8sen.

Analytische Verfahren

Die Allg. Lésung der inhomogenen DGL

y' + )y =g()

Ist gegeben durch

y=e " -f(g(ﬁ.‘»')-e: 7)-dx

Wobei F (x) eine Stammfunktion von f(x) ist.

In Formel einsetzen

——In (x) 1 —In (x
y=e ). J‘(F -e £

Integral berechnen
1 1

y
y-=— y=en ( —x5—1+C)
£ ’ 541
1 1 1
f(x)*_z g(x)*xj }-’=x-(—ﬁ+c)
- 1 d L 1 .







