Analysis 2 - ZHAW FS 2024

Integration Fortsetzung:

/f(x—k)dx_F(x—k)+C (k € R) /f(k-x)dx=%F(k-x)+C (k #0)

Partielle Integration: (bei Funktionsprodukt)

fur bestimmte Integrale:

/u’(x)v(x) dx = u(x) - v(x) — /u(x)v’(x) dx

b b
() ()| — /a u(x) - v/(x) dx

a

u und v geschickt wahlen! Ziel: zweites Integral soll I6sbar sein
Also: kein Produkt mehr oder ein bekanntes Produkt oder auf dem Weg dahin

Tricks: Potenzen senken, bis x wegfallt (ableiten) | In(x)

zu 1/x | cos/sin Kreislauf nutzen

I Teilweise sind mehrere Durchgénge natig !

Partialbruchzerlegung: (bei komplexereﬁ Bruch-Integralen)

1. Nullstellen des Nenners bestimmen 52 * / S HA A 2
(evtl. mit Polynomdivision) ol e | e | e
2. Kirzen des Bruchs? (gemeinsame Nullstellen?) S b - G

3. Jede Nullstelle einem Partialbruch zuordnen. [ .-
. . ¢ v 2(x-A)- ) [ pli
(doppelte Nullstellen: beim zweiten Bruch (...)2 Wit Hanphaennes (=(x-A) G +23) wilbiphviosed
4. Mit Hauptnenner Multiplizieren = Sx+A = @dsmmy+ & EEE)
=> Brliche fallen weg - A L
. ) = Ax +2A + Bx— B
5. Sortieren nach den verschiedenen Graden = (A+B)x+ (2A-B)
6. Koeffizienten bestimmen
7. Partialbriche einzeln integrieren =7|5= A+ R o A A2
Tlpp:/ ! dx = In|x—xi|+ C, A 2A- B—Cg 3A B=23
X — Xq _L
B 1 1 = + - T .
(x —x)" 1 )y € (r=2) X'A — 7 enzela inegelerea
x—p 1 2 Funktioniert nur, wenn Grad-Nenner echt grésser als Grad-Zahler!
_/(X_B)2+f),2dx §In((x_ﬂ) +’7)+Ca -0

)
/(X—ﬁ)2+72dx

X=F ¢

— arctan

Polynomdivision ->

A

N

K xE —x +

O x 4

— =) Parhalbruch ..
>A )é)t—x -x t+/ ) ]

ol N
—> XCxCox A -xFtxt A
X +xE =x tA

Substitution:
Durch Ersetzen eines Ausdruckes einen

anderen heraus ,,kirzen“ kdnnen:

1.

Substitutionsgleichung:
2. u= g(x) £ _ gI(X) dx = du f S(ABS{' "U\{’AOH d d
I Y T g)| | Ak T e R o (2
3. In Integral einsetzen. Xt A n=x +A dx 72X dx=
4. Integrieren A /1
5. RuUcksubstituieren!!! = ré é“ = T Au =7 ivtear ef@n +C
u(x)
Bei bestimmten Integralen: f
uly odes Ji (el Stammbualbion weder sekzen)

Mittelwert einer Funktion:
- Durchschnitt aller Funktionswerte ->

po= [ f)dx

b—a
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Rotationsvolumen:

- Volumen, wenn man Kurve um Achse dreht: rotation um x-Achse / y-Achse

d
V= ﬂJ [g("]*dy

rotation um y-Achse: Funktion nach y auflésen! b
NCERE

Bogenlange einer Kurve: a

- Approximation durch unendlich feine Unterteilung — — — —>

- Intervall [a, b]

Mantelflache:
- durch Rotation um x-Achse ->

b
A= 24 f(x)\/ 1+ (f ) dx

b
L =J A1+ (f(x)*dx

Schwerpunkt von Flache:

b

XSZ%L x-[f(x)—g)]dx
N 2 2

ys=aL x-[fx)"—gk)dx

Reminder:

= j [f(x)—g)]dx

Schwerpunkt von

Rotationskorper:

T

Vv

b
J x ‘
a

[f(0)]* dx

y Koordinate liegt a

uf x-Achse (=0)

Uneigentliche Integrale -> Integrale mit unendlichem Intervall oder Polstelle
Unendliches Intervall: falls Grenzwert existiert -> konvergent, sonst divergent

| = /oo f(x)dx = /\Ii_)moo I(\) = )‘Ii_)moo (//\ f(x) dx)

1

—za’x—hm .

X A—00

Bsp.: J’
1

Dasselbe mit Intervall [-o0, a] einfach

Polstelle: Intervall [a, b] und Polstelle x = a
Statt Uber [a, b] integriert man Uber [a+€, b]
Konvergent, falls Limes existiert (sonst div)

()

= lim
A—o0

(o)

mit A—-o , und:

/_oof(x)dx:/_cOo

f(x)dx + /oo f(x) dx|

+Stetigkeit auf (a, b))

o so-ml]

S

f(x) dx)

Taylorreihen: (mit jedem Polynom wird die eigentliche Kurve an xo besser angenahert)

J(x) = f(xp) +f (xp)(x — xp) + f ( 0)

(x — 0)3

(—o)2

fu/( 0)
3!

=)

n=0

f (n)(xo)

(x — xp)"

- gerade Funktion: Taylorreihe enthélt nur Potenzen mit geraden Exponenten
- ungerade Funktion: Taylorreihe enthalt nur Potenzen mit ungeraden Exponenten

Binomialreihe: (spezielle Taylorreihe)
<k> _kk—=1D(k=2)-(k—n+1)

n n!

0 )
Bernoulli- de I’'Hospital: (nur bei 0 oder — )

o0

1+x0f=)

n=0

k

n

(1)

(1+x)”=1+<’11>x+<

n
2

>x2+ - <>

(6]
. f@ L )
lim = lim -> falls neuer Grenzwert immer noch vom Typ ist: nochmals anwenden
e g(X)  x—e g')
Varianten:
- L Jf(x) 8&)
: . g fW lim f(x) - g(x) =0- 0o = lim —— oder =lim
lim f(x) — g(x) = 00 — co = lim 1 x—>cf( ) 8 = x—c x—c L
x—=C x—=c
70200 8(x) fx)
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Taylor-Approximation ist nicht perfekt: -> Restglied
-> Taylorpolynom n-ten Grades von f(x) und x0
-> dann gibt es ein & zwischen x0 und X, sodass das Restglied Rn(x):

D) it
TR

|R,(0)| <

Konvergenz von Potenzreihen:

Werte eine Potenzreihe (Taylor) werden immer ungenauer, je weiter weg sie vom approximierten

Zentrum sind.

-> Konvergenzradius: Alle Werte flr x innerhalb: konvergieren, ausserhalb: divergieren Grenzen

mussen einzeln getestete werden! L 1

Konvergenzradius p einer Potenzreihe Z a(x =x0)" : | p = lim oder p = lim — —
— \Tay

k=oo | Gy

Es kann sein, dass eine (oder beide) Grenzwerte nicht definiert sind
(wenn beide: kompliziertere Formeln)

Differentialgleichungen:
- Lésungsmenge ist keine Zahl, sondern Menge von Funktionen
(Menge aller Lésung = allgemeine Lésung)

@ Ein Anfangswertproblem einer DGL n-ter Ordnung ist DGL n-ter Ordnung braucht n

: . ) ) verschiedene Anfangswerte
B Y ety R = RO (XY e () -> DGL 1. Ordnung = ein
y(Xo) = ¥ Anfangswert
/
) y' (%) = wn
. L&sung Anfangswertproblem:
Spezielle/partikulare Lésung

\ y"(x) = Yot
@ Anfangswertproblem fir explizite DGL 1. Ordnung:

{ y = G(xY¥), (xy,y)eQCRxR?

y(x) = Yo
y' = f(x, y) > 2.B.: 3, y(3)
@ DGL:y' =x—y
- Richtungsfeld: f(x, y) = Steigung der o ENEIT e = G e
Lt')sungskurve im Punkt (X, Y)i @ Richtungsfeld mit Lésungskurven:

-> Alle Steigungen ergeben ein Vektorfeld: =>
Tangenten an die Lésungskurven

Typen:

- Unbestimmtes Integral: Richtungsfeld ist
unabhéngig von y

- Autonomes DGL: Rlchtungsfeld ist unabhangig
von X Nt 7 HHHHHH: TRRRN

5
4
3
2
1
o,
\\
1
2
3
4
5

“““““““““““

Abbildung: Unbestimmtes
Integral Abbildung: Autonome DGL
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Spezielle L6sung: falls f(yo) = 0, ist y = yo eine konstante Lésung
-> Nullstellen der Funktion finden

© Betrachtung des Graphen der Funktion f(y) = (y - 2)(y ~ 5)

e DGL: "
y'=yly-2)(y-5) :

@ Konstante Lésungen: y;1 =0, yo =2, y3 = 5. = Nuilsie/(en

@ Richtungsfeld dieser DGL:

— @ Das Vorzeichen von f(y) gibt die Anderungstendenz von

Lésungen an, die sich am entsprechenden Wert befinden!
I

@ Man sieht, dass y» = 2 eine stabile konstante Lésung ist,
wahrend y» = 0 und y3 = 5 instabile konstante Lésungen sind.

@ Stabilitat/Instabilitét bedeutet, dass benachbarte Lésungen
angezogen/abgestossen werden.

@ Es ist auch Semi-Stabilitat méglich, d.h. Anziehung auf der einen
Seite und Abstossung auf der anderen Seite.

Separierbar: falls DGL als Produkt eines x- und y-Anteils geschrieben werden kann

->y’ = g(x) x h(x) (Autonome DGL [-> y’ = f(y)] sind separierbar!)

Allgemeine LOsung: ., _ ﬂ _ ) (Falls h(yo) = 0, dann ist y = yo L6sung von DGL)
y=-"= gx) - h(y)

1
Trennung aller x- und y-Terme: m dy =g(x)-dx -> Integration: Jm dy = Jg(x) dx
y X
Auflésen nach y, Anfangsbedingungen einsetzen:J ——ds=| gk dt
Y0 Y X0

Wenn nach speziellen Lésungen gesucht: Wert flr x und y einsetzen. Ziel: C = ...
-> Da C die Hohe der vielen Losungskurven bestimmt!

5—553 dy = de =7 [w|‘¢5| §XZ+C

\
N
N
B
iy
Y
F
i§
Qb
o
@
A

Lineare DGL 1. Ordnung: Inhomogen y’ + f(xX)y = g(x) -> Homogen: y’ +f(x)y = 0

Formel fur inhomogen | y = (Jg(x)eF(x)dx> e ™ (F(x) = Stammfunktion von f(x))

Losungsverfahren *Variation der Konstanten’ fiir lineare Differentialgleichunger
osungsverfahren "Variation de onstanten 1eare erentialgleichungen BC\SP\Q'\ S L‘U+ _>U L(U e

(I) Vergleich der gegebenen Differentialgleichung mit der allgemeinen Form

y' + f(z) -y = g(z) und Bestimmung von f(z) und g(z). ( Vorzeichen)
I) fy==t =" [[)dca==

(IT) Bestimmung der Stammfunktion F(z) von f(z).

(III) Einsetzen in die Formel yy = C'-e~ 7 liefert die Losung der zugehérigen homogenen -(.L‘,‘) qx
Differentialgleichung. HI:) 130 . = C E) (d K(X)

(IV) Das Ersetzen von C' durch eine noch zu bestimmende Funktion K(z) fithrt zum

folgenden Ansatz fir die allgemeine Losung: J — -x
34 8 g _ T "b( J X L
] E) K(X)-Ie e dx 'J‘C dx T e +C
y=K(z) e F@
(V) Die Funktion K (z) lisst sich durch die folgende Formel berechnen. E 3 = (.—C.x + C) o qu = ‘ij + C— e“)‘

K(z) = / g(x) -eF@ dz

( Integrationskonstante nicht vergessen!)

(VI) Einsetzen von K(x) in den Ansatz aus (IV) ergibt die allgemeine Losung.

Moritz Feuchter Analysis 2 - ZHAW FS2024 Seite 4 von 5



Numerisches Verfahren: (approximativ)
- Nur mit Anfangswertproblem (AWP), da allgemein keinen Sinn ergeben wiurde.

DGL 1. Ordnung [y’ = f(x;y)] mit Streckenabschnitt-Lange h und Startpunkt P(xo, yo):

Pr (xi/ ){szxk_lJrh — > [oder : x, =X+ k- hl
Xi/YK):
i Ve = Y1 1 f i3 Vit — > [fCg_1s Yk—y) =y = Steigung]
Bejge‘\di A\/\\? LO = — . 1—
V\:OJA nL)"
Xk’ Ko“"u \/\ Xo~= O
‘Ok‘vk4+\«\(lxu4bk_A) Yo = A

g Comagt) = e 0G0 R =g

(.= 0+2.0A=02
=yt b (-2xa0yy) = A+OA-(-2:0,4 - A%) = 0.3¢

Uz*"‘( le ‘37) 0.38+ 0,A- (-2 - 0L 0%8") =0,8445

Dabei entsteht immer ein Fehler! Der Fehler wird, wenn die Schrittgrésse halbiert wird ebenfalls
ungeféhr halbiert! (Proportional!)
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