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1 - Lineare Gleichungssysteme und Matrizen 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Multiplikation 

• Bedingungen für 𝐴 ∙ 𝐵  𝐴𝑐𝑙𝑚−𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 = 𝐵𝑟𝑜𝑤−𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡  

• Resultat von 𝐴 ∙ 𝐵  𝐴𝑐𝑙𝑚−𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 × 𝐵𝑟𝑜𝑤−𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 

(
1 2 3
4 5 6

) ∙ (
0.1 0.2
0.3 0.4
0.5 0.6

) = (
2.2 2.8
4.9 6.4

) 

 

Addition und Subtraktion 

Dimensionen beider Matrizen identisch sind. 

(
1 2
3 4

) + (
5 6
7 8

) = (
1 + 5 2 + 6
3 + 7 4 + 8

) = (
6 8
10 12

) 

 

Skalare Multiplikation 

Multiplikation eines Skalars mit einer Matrix.  

5 ∙ (
1 2
3 4

) = (
5 ∙ 1 5 ∙ 2
5 ∙ 3 5 ∙ 4

) = (
5 10
15 20

) 

 

LGS: m x n (m lineare Gleichungen, n unbekannte) 

Äquivalent: wenn zwie LGS gleiche Lösungsmenge 

haben 

Transponierte einer Matrix 

(
#1 →
#2 →
#3 →

)

𝑇

= (
#1 #2 #3
↓ ↓ ↓

) 

(
1 11
2 12
3 13

)

𝑇

= (
1 2 3
11 12 13

) 

 

 Bestimmung der Lösungen aus der reduzierten Zeilenstufenform 

• Führende Unbekannte  Spalte mit führender Eins 

• Freie Unbekannte Spalte ohne führende Eins 

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4     

( 
 1 −2  0  3
 0 0  1  1

  |  
5
3
)

 

Auflösen nach der führenden Unbekannten 

• 1𝑥1 − 2𝑥2 + 0𝑥3 + 3𝑥4 = 5 𝑥2 = 𝜆 𝑥1 = 5 + 2 ∙ 𝜆 − 3 ∙ 𝜇 

• 0𝑥1 + 0𝑥2 + 1𝑥3 + 1𝑥4 = 3 𝑥4 = 𝜇 𝑥3 = 3 − 𝜇 

𝑥⃗ = (

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

) = (

5 + 2 ∙ 𝜆 − 3 ∙ 𝜇
𝜆

3 − 𝜇
𝜇

) = (

5
0
3
0

) + 𝜆 ∙ (

2
1
0
0

) + 𝜇 ∙ (

3
0
1
1

)

⏟                
𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟𝑑𝑎𝑟𝑠𝑡𝑒𝑙𝑙𝑢𝑛𝑔

 

 

Zeilenstufenform (Gauss) 

1. Nullzeilen stehen zuunterst 

2. Die erste Zahl ≠ 0 ist eine führende Eins 

3. Führende Einsen, die weiter unten stehen → nach rechts versetzt 

Reduzierte Zeilenstufenform (Gauss-Jordan) 

• Spalten mit führender Eins enthalten sonst nur Nullen 

 

Berechnen: Zeilen Substrahieren /Addieren mit Faktor, und dividieren :Faktor 

 

Rang einer Matrix 

Rang 𝑟𝑔(𝐴) einer Matrix 𝐴 (Zeilenstufenform) mit 𝑛 = Anzahl Spalten.  

𝑟𝑔(𝐴)  =  𝐴𝑛𝑧𝑎ℎ𝑙 𝑍𝑒𝑖𝑙𝑒𝑛 –  𝐴𝑛𝑧𝑎ℎ𝑙 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑧𝑒𝑖𝑙𝑒𝑛 

• Lösbar 𝑟𝑔(𝐴) = 𝑟𝑔(𝐴|𝑐) 

• Genau eine Lösung 𝑟𝑔(𝐴) = 𝑛 

• Unendlich viele Lösungen 𝑟𝑔(𝐴) < 𝑛 

 



Linda Riesen (rieselin)   Seite 2 von 10 

2 - Vektorgeometrie 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Kollinear (Parallel) 

Sind zwei Vektoren kollinear, so ist ein Vektor an Vielfaches des anderen. 

Komplanar (Auf gleicher Ebene) 

Drei Vektoren sind komplanar, wenn sie auf der gleichen Ebene sind. / Es eine Ebene gibt auf 

der sie alle sind 

Orthogonale Projektion von 𝑏ሬ⃗  auf 𝑎⃗ (0 ≤ 𝜑 ≤
𝜋

2
) 

𝑎⃗ ∙ 𝑏ሬ⃗ = 0 → 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 

Orthogonale Projektion 𝑏𝑎ሬሬሬሬ⃗  eines Vektors 𝑏ሬ⃗  auf einen Vektor 𝑎⃗ 

𝑏𝑎ሬሬሬሬ⃗ =
𝑎⃗ ∙ 𝑏ሬ⃗

|𝑎⃗|2
∙ 𝑎⃗, |𝑏𝑎ሬሬሬሬ⃗ | =

|𝑎⃗ ∙ 𝑏ሬ⃗ |

|𝑎⃗|
 

Einheitsvektor 

Gegeben ist ein Vektor mit Betrag 𝑎 = |𝑎⃗|. 

𝑎⃗ ∙
1

|𝑎⃗|
= 𝑒𝑎ሬሬሬሬ⃗  

 

Vektorprodukt 

• ห𝑎⃗ × 𝑏ሬ⃗ ห = |𝑎⃗| ∙ ห𝑏ሬ⃗ ห ∙ sin (𝜑)  

• 𝑎⃗ × 𝑏ሬ⃗  ist orthogonal zu 𝑎⃗ und zu 𝑏ሬ⃗  

• 𝑎⃗ × 𝑏ሬ⃗  ≠ 𝑏ሬ⃗ × 𝑎⃗  

(

𝑎𝑥
𝑎𝑦
𝑎𝑧
) × ቌ

𝑏𝑥
𝑏𝑦
𝑏𝑧

ቍ = ቌ

𝑎𝑦 ∙ 𝑏𝑧 − 𝑎𝑧 ∙ 𝑏𝑦
𝑎𝑧 ∙ 𝑏𝑥 − 𝑎𝑥 ∙ 𝑏𝑧
𝑎𝑥 ∙ 𝑏𝑦 − 𝑎𝑦 ∙ 𝑏𝑥

ቍ 

 
Fläche des aufgespannten Parallelogramms 

• ℎ = ห𝑏ሬ⃗ ห ∙ sin(𝜑) 

• 𝐴 = |𝑎⃗| ∙ ℎ = |𝑎⃗| ∙ ห𝑏ሬ⃗ ห ∙ sin(𝜑) = ห𝑎⃗ × 𝑏ሬ⃗ ห 

 

Ein Vektor ist ein Objekt, das ein Betrag und eine Richtung hat.  

• 0ሬ⃗ = Nullvektor Vektor mit dem Betrag 0 

• 𝑒 = Einheitsvektor Vektor mit Betrag 1 

• −𝑎⃗ = Gegenvektor von 𝑎⃗ 𝑎⃗ +(−𝑎⃗) = 0ሬ⃗  

• 𝑟(𝑃) = 𝑂𝑟𝑡𝑠𝑣𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑣𝑜𝑛 𝑃 

• Linearkombination: /lamda*a + /beta*b * …. => 

Matrizengleichung!!!!  

 

Räumliches Koordinatensystem 

ℝ3 = 𝑅ä𝑢𝑚𝑙𝑖𝑐ℎ𝑒𝑠 𝐾𝑜𝑜𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒𝑛𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚 

• 𝑂 = Ursprung 

• 𝑒1ሬሬሬ⃗ = Einheitsvektor 

• 𝑒2ሬሬሬ⃗ = Einheitsvektor um 90° gedreht 

• 𝑒3ሬሬሬ⃗ = Einheitsvektor  

o Orthogonal zu 𝑒1ሬሬሬ⃗  und 𝑒2ሬሬሬ⃗  

o Rechtwinklig zu 𝑒1ሬሬሬ⃗  und 𝑒2ሬሬሬ⃗  
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Kollinear Gemeinsame Punkte 

Ja Nein 

Ja Identisch Echt parallel 

Nein Schneidend Windschief 

 

Lage von Geraden im Raum 

1. Richtungsvektoren kollinear? 

2. Gemeinsame Punkt(e)? 

 

 

 

𝑔: (
2
−3
7
) + 𝜆(

1
1
−4
) , ℎ: (

8
2
−2
) + 𝜇 (

3
2
3
) 

Die Richtungsvektoren sind nicht parallel.  

→ 𝑆𝑐ℎ𝑛𝑒𝑖𝑑𝑒𝑛𝑑 𝑜𝑑𝑒𝑟 𝑊𝑖𝑛𝑑𝑠𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓 

Eine Ebene kann durch drei Punkte festgelegt werden 

• Die Vektoren 𝑃𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑃𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  gilt, sie sind komplanar 

• 𝑃𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜆 ∙ 𝑃𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝜇 ∙ 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  

𝑟(𝐴) = 𝑟(𝑃) + 𝜆 ∙ 𝑃𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝜇 ∙ 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  

 

Gerade in der Ebene und im Raum 

• 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝑃) + 𝜆 ∙ 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  

• 𝑔: 𝑟(𝑃) + 𝜆 ∙ 𝑎⃗ 

Der Punkte 𝑃 heisst Aufpunkt, der Richtungs-Vektor 𝑎⃗ = 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  von 𝑔. 

 
Koordinatendarstellung der Ebene 

𝐸: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

𝑛ሬ⃗ = ቆ
𝑎
𝑏
𝑐
ቇ , 𝑛ሬ⃗ ⊥ ቆ

𝑥
𝑦
𝑧
ቇ , ቆ

𝑥
𝑦
𝑧
ቇ ∙ ቆ

𝑎
𝑏
𝑐
ቇ = 0 

 

Normiert: alles Teilen durch |n| 

 

Parameterdarstellung der Ebene 

𝐸: 𝑟(𝑃) + 𝜆 ∙ 𝑎⃗ + 𝜇 ∙ 𝑏ሬ⃗  

𝐸: 𝑛ሬ⃗ = 𝑎⃗ × 𝑏ሬ⃗  

𝐸: 2𝑥 + 7𝑦 − 4𝑧 + 1 = 0 

Punkte einsetzen (1; 0; 𝑧), (0; 1; 𝑧), (0; 0; 𝑧) 

𝐸: 2 ∙ 0 + 7 ∙ 0 − 4 ∙ 𝑧 + 1 = 0 → 𝑃 = (0; 0; 1/4) 

𝐸: 2 ∙ 1 + 7 ∙ 0 − 4 ∙ 𝑧 + 1 = 0 → 𝑃 = (1; 0; 3/4) 

𝐸: 2 ∙ 0 + 7 ∙ 1 − 4 ∙ 𝑧 + 1 = 0 → 𝑃 = (0; 1; 2) 

𝐸: (
0
0
1/4

) + 𝜆 ∙ (
1
0
2/4

) + 𝜇 ∙ (
0
1
7/4

) 

𝐸: (
2
4
1
) + 𝜆 ∙ (

1
3
1
) + 𝜇 ∙ (

2
2
−4
) 

𝑛ሬ⃗ = (
1
3
1
) × (

2
2
−4
) = (

−12 − 2
2 + 4
2 − 6

) = (
−14
6
−4

) 

𝐸: − 14𝑥 + 6𝑦 − 4𝑧 + 𝑑 = 0 

Aufpunkt einsetzen: −14 ∙ 2 + 6 ∙ 4 − 4 ∙ 1 + 𝑑 = 0 → 𝑑 = 8 

 

Abstand Punkt-Gerade (Fusspunkt) 

𝐴 = (𝑥𝐴; 𝑦𝐴; 𝑧𝐴), 𝑔: 𝑟(𝑃) + 𝜆 ∙ 𝑎⃗ 

𝐿 =
ห𝑃𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ × 𝑎⃗ห

|𝑎⃗|
 

Abstand Punkt-Ebene 

𝐴 = (𝑥𝐴; 𝑦𝐴; 𝑧𝐴), 𝐸: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

𝐿 =
|𝑎𝑥𝐴 + 𝑏𝑦𝐴 + 𝑐𝑧𝐴 + 𝑑|

|𝑛ሬ⃗ |
 

Schnittpunkt: 

(Bsp. Ebene/ Gerade: Gleichsetzen => Gleichungssystem) 

Koordinatendarstellung der Gerade 

𝑔: (
2
−5
) + 𝜆 (

−3
1
) 

(
2 −3
−5 1

|
𝑥
𝑦) →

(1) 𝑥 = 2 − 3𝜆
(2) 𝑦 = −5 + 𝜆

} 

Additionsverfahren anwenden 

(1) + 3 ∙ (2) = 𝑥 + 3𝑦 = 2 − 15 

𝑥 + 3𝑦 + 13 = 0 
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3 – Quadratische Matrizen 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Inverse einer Quadratischen Matrix 𝐴 

𝐴 ∙ 𝐴−1 = 𝐴−1 ∙ 𝐴 = 𝐸 

𝐴 ∙ 𝑥⃗ = 𝑏ሬ⃗  

𝐴−1 ∙ 𝐴 ∙ 𝑥⃗ = 𝐴−1 ∙ 𝑏ሬ⃗  

Beispiel 

(
1/2 0
0 1/3

)
⏟        

𝐴−1

∙ (
2 0
0 3

)
⏟    

𝐴

∙ (
𝑥
𝑦)⏟
𝑥

= (
1/2 0
0 1/3

)
⏟        

𝐴−1

∙ (
4
5
)

⏟
𝑏ሬ⃗

 

Inverse einer 2x2 

(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)
−1

=
1

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
∙ (
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

) 

Invertierbar falls 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0! 

 

Inverse einer Quadratischen Matrix 𝐴 

𝐴 ∙ 𝐴−1 = 𝐸 

(
4 −1 0
0 2 1
3 −5 −2

)
⏟          

𝐴

∙ (

𝑥1 𝑦1 𝑧1
𝑥2 𝑦2 𝑧2
𝑥3 𝑦3 𝑧3

)
⏟        

𝐴−1

= (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
⏟      

𝐸

→ (
4 −1 0
0 2 1
3 −5 −2 

| 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ) 

Zeilenstufenform (linke Seite) 

(
1 −1/4 0
0 1 1/2 
0 0 1 

| 
1/4 0 0
0 1/2 0
−6 17 8

 ) 

Reduzierte Zeilenstufenform (linke Seite) 

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1 

| 
1 −2 −1
3 −8 −4
−6 17 8

 ) → 𝐴−1 = (
1 −2 −1
3 −8 −4
−6 17 8

) 

 

Matrizen umformen 

Bestimmen Sie die Matrix 𝑋 (X muss immer links stehen (am Ende), für 

jede Zahl muss E eingefügt werden, «:» = ^(-1)) 

 

 

 

Linear unabhängig 

Die Vektoren 𝑎1ሬሬሬሬ⃗ , 𝑎2ሬሬሬሬ⃗ , … , 𝑎𝑘ሬሬሬሬ⃗  sind linear unabhängig, wenn gilt:  

• 0 ∙ 𝑎1ሬሬሬሬ⃗ + 0 ∙ 𝑎2ሬሬሬሬ⃗ + ⋯+ 0 ∙ 𝑎𝑘ሬሬሬሬ⃗  ist die einzige Linearkombination, die 0ሬ⃗  ergibt 

• 𝜆1 ∙ 𝑎1ሬሬሬሬ⃗ + 𝜆2 ∙ 𝑎2ሬሬሬሬ⃗ + ⋯+ 𝜆𝑘 ∙ 𝑎𝑘ሬሬሬሬ⃗ ≠ 0ሬ⃗  (𝜆 > 0 ∧ 𝜆 ∈ ℝ) 

Die folgenden Aussagen sind äquivalent: 

• det(𝐴) ≠ 0 

• Spalten von 𝐴 sind linear unabhängig 

• Zeilen von 𝐴 sind linear unabhängig 

• 𝑟𝑔(𝐴) = 𝑛 

• 𝐴 ist invertierbar (wenn Aij ungleich 0) 

• Das LGS 𝐴 ∙ 𝑥⃗ = 𝑐 hat eine eindeutige Lösung 

 

 

Matrizen Formen (Definition) (Quadratische Matrizen) 

• Diagonale Matrizen: alle Elemente auf Diagonale 

• Einheitsmatrizen (E) 

• (obere/untere) Dreiecksmatrix: alle Elemente oberhalb / 

unterhalb Hauptdiagonale 

• Symmetrische Matrix (A = AT): symm. bez. hauptdiagonale 
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Determinante  

 

Determinante einer 2 × 2 − Matrix 𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)  

 det(𝐴) = |𝐴| = 𝑎 ∙ 𝑑 − 𝑏 ∙ 𝑐 

Determinante einer 3 × 3 − Matrix 𝐴 = (

𝑥1 𝑦1 𝑧1
𝑥2 𝑦2 𝑧2
𝑥3 𝑦3 𝑧3

)  

det(𝐴) = |𝐴| = 𝑥1 ∙ 𝑦2 ∙ 𝑧3 + 𝑦1 ∙ 𝑧2 ∙ 𝑥3 + 𝑧1 ∙ 𝑥2 ∙ 𝑦3 − 𝑧1 ∙ 𝑦2 ∙ 𝑥3 − 𝑥1 ∙ 𝑧2 ∙ 𝑦3 − 𝑦1 ∙ 𝑥2 ∙ 𝑧3 

Geometrische Interpretation der Determinante 

Der Betrag einer Determinante entspricht … beschrieben wird. 

• dem Flächeninhalt, der durch eine 2x2-Matrix 

• dem Volumen, das durch eine 3x3-Matrix 

 𝐴 = ห𝑎⃗ × 𝑏ሬ⃗ ห = |det (
𝑎1 𝑏1
𝑎2 𝑏2

)| 

Determinante 𝒏 × 𝒏 − Matrix 

Um die Determinante einer 𝑛 × 𝑛-Matrix zu berechnen, wählen wir 𝑖 = Zeilen, 𝑗 = Spalten 

Entwicklung nach der 𝑖 −ten Zeile 

det(𝐴) =∑(−1)𝑖+𝑗
𝑛

𝑗=1

∙ 𝑎𝑖𝑗 ∙ det (𝐴𝑖𝑗) 

Tipp: Entwickeln nach Spalte / Zeile mit vielen Nullen!  

Entwickeln nach Zeile / Spalte 

(

1+ 5 9 13
2− 6 10 14
3+ 7 11 15
4− 8 12 16

) = 1(
6 10 14
7 11 15
8 12 16

) − 2(
5 9 13
7 11 15
8 12 16

) + 3(
5 9 13
6 10 14
8 12 16

) − 4(
5 9 13
6 10 14
7 11 15

) 

(
6 10 14
7 11 15
8 12 16

) = +6 ∙ (
11 15
12 16

) − 7 ∙ (
10 14
12 16

) + 8 ∙ (
10 14
11 15

) = 6 ∙ −4 − 7 ∙ −8 + 8 ∙ −4 = 0 

(
5 9 13
7 11 15
8 12 16

) = +5 ∙ (
11 15
12 16

) − 7 ∙ (
9 13
12 16

) + 8 ∙ (
9 13
11 15

) = ⋯ 

(
5 9 13
6 10 14
7 11 15

) = +5 ∙ (
10 14
11 15

) − 6 ∙ (
9 13
11 15

) + 7 ∙ (
9 13
10 14

) = ⋯ 

  

n = Anz Spalten. 
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4 - Vektorräume 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Reeller Vektorraum 

Ein reeller Vektorraum ist eine Menge 𝑉 (≠ ∅) mit zwei Verknüpfungen: 

• +:𝑉 × 𝑉 → 𝑉: (𝑎⃗; 𝑏ሬ⃗ ) ↦ 𝑎⃗ + 𝑏ሬ⃗  Addition 

• ∙  ∶ ℝ × 𝑉 → 𝑉: (𝜆; 𝑏ሬ⃗ ) ↦ 𝜆 ∙ 𝑏ሬ⃗  Skalare Multiplikation 

• Der Nullpunkt muss zwingend enthalten sein! 

 

Eine Teilmenge 𝑈 eine Vektorraums 𝑉 heisst Unterraum von 𝑉, wenn 𝑈 selbst auch ein 

Vektorraum ist.  

Unterraumkriterien (0-Vektor muss immer enthalten sein) 

1. Für beliebige Elemente 𝑎⃗, 𝑏ሬ⃗ ∈ 𝑈 ist 𝑎⃗ + 𝑏ሬ⃗ ∈ 𝑈 

2. Für jeden Skalar 𝜆 ∈ ℝ und jeden Vektor 𝑎⃗ ∈ 𝑈 ist 𝜆 ∙ 𝑎⃗ ∈ ℝ 

 

Dimensionen 

Für jeden reellen Vektorraum 𝑉 gilt: Jede Basis von 𝑉 hat gleich viele Elemente.  

Die Anzahl Vektoren, die eine Basis von 𝑉 bilden, heisst Dimension von 𝑉 = dim (𝑉). 

• Eine Basis von ℝ𝑛 hat 𝑛 Elemente → dim(ℝ𝑛) = 𝑛 

• Bilden a,b,c die Basis ? => hat gleich viele Vektoren wie Dim(n)? sind Linear 

Unabhängig (Det != 0)? Bilden ein Erzeugendensystem 

• Dimension von R^2x2 => 4 => Basis kann Dim(0-4) gross sein 

 

Erzeugendensystem 

Eine Menge {𝑏1ሬሬሬ⃗ , 𝑏2ሬሬሬሬ⃗ , … , 𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗ } von Vektoren 𝑏𝑘ሬሬሬሬ⃗  im Vektorraum 𝑉 heisst Erzeugendensystem 

von 𝑉, wenn gilt: (in alle benötigten Richtungen (mit Rang)) 

𝑉 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑏1ሬሬሬ⃗ , 𝑏2ሬሬሬሬ⃗ , … , 𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗ ) 

Schreibt man die Vektoren 𝑏𝑘ሬሬሬሬ⃗ ∈ ℝ
𝑚 nebeneinander so entsteht die 𝑚 × 𝑛 – Matrix 𝐵. 

Folgende Aussagen sind dann äquivalent: 

1. Die Vektoren 𝑏𝑘ሬሬሬሬ⃗  bilden ein Erzeugendensystem ℝ𝑚 

2. Das LGS 𝐵 ∙ 𝑥⃗ = 𝑎⃗ ist für jedes 𝑎⃗ ∈ ℝ𝑚 lösbar 

3. Es gilt 𝑟𝑔(𝐵) = 𝑚 

 

Linearer Spann 

Menge aller Linearkombinationen der Vektoren 𝑏1ሬሬሬ⃗ , 𝑏2ሬሬሬሬ⃗ , … , 𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗  in einem 

reellen Vektorraum 𝑉. 

𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑏1ሬሬሬ⃗ , 𝑏2ሬሬሬሬ⃗ , … , 𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗ ) = {𝜆1 ∙ 𝑏1ሬሬሬ⃗ + 𝜆2 ∙ 𝑏2ሬሬሬሬ⃗ + 𝜆𝑛 ∙ 𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗  ห 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 ∈ ℝ} 

Jeweils vorstellen wie Ebene / Gerade aussieht die von Vektoren 

aufgespannt wird (mit beliebigem Skalar), dann bei 2 Ebenen 

Normalvektoren vergleichen 

Für ist im Spann jeweils Gleichungssystem aufstellen 

Schreibt man die Vektoren 𝑏𝑘ሬሬሬሬ⃗ ∈ ℝ
𝑚 nebeneinander so entsteht die 

𝑚 × 𝑛 – Matrix 𝐵. 

Folgende Aussagen sind dann äquivalent: 

1. Die Vektoren 𝑏1ሬሬሬ⃗ , 𝑏2ሬሬሬሬ⃗ , … , 𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗  sind linear unabhängig 

2. Das LGS 𝐵 ∙ 𝑥⃗ = 0ሬ⃗  hat nur eine Lösung nämlich 𝑥⃗ = 0ሬ⃗  

3. Es gilt 𝑟𝑔(𝐵) = 𝑛 
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Basis erstellen: Einheitsmatizen mit bedingungen unten 

Eine Menge 𝐵 = {𝑏1ሬሬሬ⃗ , 𝑏2ሬሬሬሬ⃗ , … , 𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗ } von Vektoren 𝑏ሬ⃗ 𝑘 im Vektorraum 𝑉 heisst Basis von 𝑉, wenn: Löst 

Gleichungsystem 

1. 𝐵 = {𝑏1ሬሬሬ⃗ , 𝑏2ሬሬሬሬ⃗ , … , 𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗ } ist ein Erzeugendensystem von 𝑉 

2. Die Vektoren/Matrizen 𝑏1ሬሬሬ⃗ , 𝑏2ሬሬሬሬ⃗ , … , 𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗  sind linear unabhängig 

Change of Base Matrix: ist ausschlaggebend für Richtung ob ^-1 oder nicht 

Folgende Aussagen sind dann äquivalent: 

1. Die Vektoren 𝑏1ሬሬሬ⃗ , 𝑏2ሬሬሬሬ⃗ , … , 𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗  bilden eine Basis von ℝ𝑛 

2. 𝑟𝑔(𝐵) = 𝑛 

3. det(𝐵) ≠ 0 

4. 𝐵 ist invertierbar 

5. Das LGS 𝐵 ∙ 𝑥⃗ = 𝑐 hat eine eindeutige Lösung 

 Standardbasis von ℝ𝑛 

𝑆 = {𝑒1ሬሬሬ⃗ , 𝑒2ሬሬሬ⃗ , … , 𝑒𝑛ሬሬሬሬ⃗ } 

Monomonbasis von ℙ𝑛[𝑥] 

𝑀 = {1, 𝑥, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} 

Polynom-Vektorraum ℙ3[𝑥]  

• Basis mit 𝑛 + 1 = 4 Elementen 

• dim(ℙ3[𝑥]) = 4 

• dim(ℙ𝑛[𝑥]) = 𝑛 + 1 

𝐵 = ൞ (

𝑥1
𝑦1
⋮
𝑧1

)

𝑆

; (

𝑥2
𝑦2
⋮
𝑧2

)

𝑆

ൢ , 𝑎⃗ = (

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

)

𝑆

 

𝐵 ∙ (

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

)

𝐵

= (

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

)

𝑆

 

𝐵 ∙ 𝐵−1 ∙ (

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

)

𝐵

= 𝐵−1 ∙ (

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

)

𝑆

 

(

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

)

𝐵

= 𝐵−1 ∙ (

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

)

𝑆

 

𝐵 = ൜ (
1
1
)
𝑆
; (
−1
0
)
𝑆
} , 𝑎⃗ = (

−7
−4
)
𝑆

 

 

(
1 −1
1 0

) ∙ (
𝑎1
𝑎2
)
𝐵
= (

−7
−4
)
𝑆
 

 

(
1 −1
1 0

) ∙ (
1 −1
1 0

)
−1

∙ (
𝑎1
𝑎2
)
𝐵
= (

1 −1
1 0

)
−1

∙ (
−7
−4
)
𝑆
 

 

(
𝑎1
𝑎2
)
𝐵
= (

0 1
−1 1

) ∙ (
−7
−4
)
𝑆
 

(
−4
3
)
𝐵
= (

0 ∙ −7 + 1 ∙ −4
−1 ∙ −7 + 1 ∙ −4

) 

 

𝐵 = ൞ (

𝑥1
𝑦1
⋮
𝑧1

)

𝑆

; (

𝑥2
𝑦2
⋮
𝑧2

)

𝑆

ൢ , 𝑎⃗ = (

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

)

𝐵

 

𝑎⃗ = 𝑎1 ∙ 𝑏1ሬሬሬ⃗ + 𝑎2 ∙ 𝑏2ሬሬሬሬ⃗ + ⋯+ 𝑎𝑛 ∙ 𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗  

 

𝐵 = ൜ (
3
1
)
𝑆
; (
−1
0
)
𝑆
} , 𝑎⃗ = (

2
3
)
𝐵

 

 

𝑎⃗ = 2 ∙ (
3
1
) + 3 ∙ (

−1
0
) = (

3
2
)
𝑆
 

 

Beliebige Basis 𝐵 → Standard-Basis 𝑆    

Standard-Basis 𝑆 → Beliebige Basis 𝐵   
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5 – Lineare Abbildungen 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Überprüfung der Linearität 

𝑓:ℝ → ℝ: 𝑓(𝑥) = (
𝑥1
𝑥2
) → (

𝑥1 + 2𝑥2
𝑥2

) 

• 𝑓 (
𝑥1 + 𝑦1
𝑥2 + 𝑦2

) = (
𝑥1 + 𝑦1 + 2 ∙ (𝑥2 + 𝑦2)

𝑥2 + 𝑦2
)  

• 𝑓 (
𝑥1
𝑥2
) + 𝑓 (

𝑦1
𝑦2
) = (

𝑥1 + 𝑦1 + 2𝑥2 + 2𝑦2
𝑥2 + 𝑦2

) → 𝑂𝐾 

• 𝑓 ቆ𝜆 ∙ (
𝑥1
𝑥2
)ቇ = (

𝜆 ∙ 𝑥1 + 2 ∙ (𝜆 ∙ 𝑥2)
𝜆 ∙ 𝑥2

) 

• 𝜆 ∙ 𝑓 (
𝑥1
𝑥2
) = (

𝜆(𝑥1 + 2𝑥2)
𝜆 ∙ 𝑥2

) → 𝑂𝐾 

Die Abbildung ist linear.  

 𝐴 = (
−1 0 2
1 6 4
3 3 −3

) → 𝐴 = (
−1 0 2
1 6 4
3 3 −3

|
 0
 0
 0
) = (

1 0 −2
0 1 1
0 0 0

|
 0
 0
 0
) 

Spalten mit führenden Unbekannten bilden das Bild (ablesen) 

𝑖𝑚(𝐴) = (𝑥⃗ ∈ ℝ3|𝑥⃗ = 𝜇 (
−1
1
3
) + 𝑣 (

0
6
3
) , 𝜇, 𝑣 ∈ ℝ) 

Spalten ohne führenden Unbekannten werden verwendet, um den Kern zu berechnen 

𝑥1 = 2𝜆, 𝑥2 = −𝜆, 𝑥3 = 𝜆 

ker(𝐴) = {𝑥⃗ ∈ ℝ3|𝑥⃗ = 𝜆 (
2
−1
1
) , 𝜆 ∈ ℝ} 

 

 

Das Bild 𝑖𝑚(𝐴) einer 𝑚 × 𝑛 -Matrix 𝐴, ist der Unterraum des m-dimensionalen Vektorraum 𝑊, 

der von den Spalten 𝑎1ሬሬሬሬ⃗ , 𝑎2ሬሬሬሬ⃗ , … , 𝑎𝑛ሬሬሬሬ⃗  der Matrix aufgespannt wird: 

𝑖𝑚(𝐴) = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑎1ሬሬሬሬ⃗ , 𝑎2ሬሬሬሬ⃗ , … , 𝑎𝑛ሬሬሬሬ⃗ ) = {𝜆1𝑎1ሬሬሬሬ⃗ + 𝜆2𝑎2ሬሬሬሬ⃗ + ⋯+ 𝜆𝑛𝑎𝑛ሬሬሬሬ⃗  |𝜆1 ∈ ℝ} 

Der Kern einer 𝑚 × 𝑛 -Matrix 𝐴 ist die Lösungsmenge des homogenen LGS 𝐴 ∙ 𝑥⃗ = 0ሬ⃗ . Der Kern 

ker (𝐴) ist der folgende Unterraum von 𝑉-> Aufstellen, Lösen, dann Allg. Lösung in Vektor(en) = 

ker(𝐴) = {𝑥⃗ ∈ 𝑉|𝐴 ∙ 𝑥⃗ = 0ሬ⃗ } 

Für jede 𝑚 × 𝑛 – Matrix 𝐴 gilt: 

dim(𝑖𝑚(𝐴)) = 𝑟𝑔(𝐴)  𝑢𝑛𝑑 dim(ker(𝐴)) + dim(𝑖𝑚(𝐴)) = 𝑛 

 

Wir betrachten zwei lineare Abbildungen 

• 𝑓: 𝑈 → 𝑉 mit Abbildungsmatrix 𝐴 

• 𝑔: 𝑉 → 𝑊 mit Abbildungsmatrix 𝐵 

𝑈 →⏞
𝑓

𝑉 →⏞
𝑔

𝑊
𝑥⃗ ↦ 𝑓(𝑥⃗) ↦ 𝑔(𝑓(𝑥⃗))

𝑥⃗ ↦ 𝐴 ∙ 𝑥⃗ ↦ 𝐵 ∙ 𝐴 ∙ 𝑥⃗

⏞                  
𝑔∘𝑓

 

Die Verknüpfung 𝑔 ∘ 𝑓 ist wieder eine lineare Abbildung mit der 

Abbildungsmatrix 𝐵 ∙ 𝐴. 

 

Gegeben sind zwei Vektorräume 𝑉 und 𝑊. Eine Abbildung 𝑓: 𝑉 → 𝑊 heisst lineare Abbildung, 

wenn für alle Vektoren 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ 𝑉 und jeden Skalar 𝜆 ∈ ℝ gilt 

1. 𝑓(𝑥⃗ + 𝑦⃗) = 𝑓(𝑥⃗) + 𝑓(𝑦⃗)  

2. 𝑓(𝑥⃗ ∙ 𝑦⃗)   = 𝑓(𝑥⃗) ∙ 𝑓(𝑦⃗) 

 

Erlaubte Operationen 

• 𝜆 ∙ 𝑥𝑖  

• 𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 

Verbotene Operationen 

• 𝑥𝑖 + 𝑐 

• 𝑥𝑖 ∙ 𝑥𝑗 

 

• (𝑥𝑖)
𝑛 

• cos (𝑥𝑖) 
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Abbildungsmatrix 

Vektorräume ℝ𝑚 und ℝ𝑛, mit der jeweiligen Standardbasis. Dann lässt sich 

jede lineare Abbildung 𝑓:ℝ𝑛 → ℝ𝑚 durch eine 𝑚 × 𝑛 – Matrix 𝐴 darstellen 

𝑓(𝑥⃗) = 𝐴 ∙ 𝑥⃗ 

Die Spalten der Matrix 𝐴 sind die Bilder der Standardbasisvektoren von ℝ𝑛: 

𝐴 = (𝑓(𝑒1ሬሬሬ⃗ ) 𝑓(𝑒2ሬሬሬ⃗ ) … 𝑓(𝑒𝑛ሬሬሬሬ⃗ )) =

(

  
 
𝑓(

1
0
⋮
0

) 𝑓(

0
1
⋮
0

) … 𝑓(

0
0
⋮
1

)

)

  
 
  

Beispiel 

𝑓:ℝ2 → ℝ3: (
𝑥1
𝑥2
) → (

𝑥1 − 𝑥2
3𝑥2
−4𝑥1

) = (
1𝑥1 − 1𝑥2
0𝑥1 + 3𝑥2
−4𝑥1 + 0𝑥2

) → 𝐴 = (
1 −1
0 3
−4 0

) 

 
Wir betrachten zwei endliche Vektorräume  

• 𝑉 mit Basis 𝐵 = {𝑏1ሬሬሬ⃗ ; 𝑏2ሬሬሬሬ⃗ ;… ; 𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗ } 

• 𝑊 mit Basis 𝐶 = {𝑐1ሬሬሬ⃗ ; 𝑐2ሬሬሬ⃗ ; … ; 𝑐𝑛ሬሬሬሬ⃗ } 

Jede lineare Abbildung 𝑓: 𝑉 → 𝑊 durch eine 𝑚 × 𝑛 – 

Matrix 𝐴𝐶 𝐵 darstellen 

(𝑓(𝑥⃗))
𝐶
= 𝐴𝐶 𝐵 ∙ 𝑥⃗𝐵 

Die Spalten der Matrix 𝐴𝐶 𝐵 sind die Bilder der 

Elemente von 𝐵 in der Komponentendarstellung 

bezüglich der Basis 𝐶: 

𝐴𝐶 𝐵 = ቌ(𝑓(𝑏1ሬሬሬ⃗ ))
𝐶

(𝑓(𝑏2ሬሬሬሬ⃗ ))
𝐶

… (𝑓(𝑏𝑛ሬሬሬሬ⃗ ))
𝐶
ቍ

𝐵𝐶

 

Beispiel (Kann mittels Inverser oder Gauss berechnet werden) 

𝑓:ℝ2 → ℝ3: (
𝑥1
𝑥2
) → (

−𝑥2
2𝑥1

𝑥2 − 𝑥1
)  𝐵 = ൜(

2
5
)
𝑆
; (
−1
3
)
𝑆
} , 𝐶 = {(

1
0
1
)

𝑆

; (
0
2
1
)

𝑆

; (
1
−4
1
)

𝑆

} 

 𝐴𝐶 𝐵 =

(

 ቆ𝑓 (
2
5
)ቇ
𝐶

ቆ𝑓 (
−1
3
)ቇ
𝐶
)

 

𝐵𝐶

ቆ𝑓 (
2
5
)ቇ
𝐶

= ቌ(
−5
4
3
)ቍ

𝐶

= (
1 0 1
0 2 −4
1 1 1

|
−5
4
3
)

= (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
−11
14
6
)ቆ𝑓 (

−1
3
)ቇ
𝐶

= ቌ(
−3
−2
4
)ቍ

𝐶

= (
1 0 1
0 2 −4
1 1 1

|
−3
−2
4
)

= (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
−11
15
8
) 𝐴𝐶 𝐵 = (

−11 −11
14 15
6 8

)

𝐵𝐶

 

 

Die Abbildungsmatrix 𝑇𝐵 𝑆 für den Basiswechsel 

von 𝑆 nach 𝐵 

• 𝑇𝐵 𝑆 = ( 𝑇𝑆 𝐵)
−1

 

• 𝐴𝑆 𝑆 = 𝑇𝑆 𝐵 ∙ 𝐴𝐵 𝐵 ∙ 𝑇𝐵 𝑆 
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Orthogonale Projektion auf die Ebene 

• 𝐸: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 0 

• 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 1  

𝑃 = (
1 − 𝑎2 −𝑎𝑏 −𝑎𝑐
−𝑎𝑏 1 − 𝑏2 −𝑏𝑐
−𝑎𝑐 −𝑏𝑐 1 − 𝑐2

) 

𝑃 = 𝐸 − 𝑛ሬ⃗ ∙ 𝑛ሬ⃗ 𝑇 

 

 

Zentrische Streckung 

• Faktor 𝜆  

(
𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

) 

 

 

Spiegelung an der Ebene 

• 𝐸: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 0 

• 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 1  

𝑆 = (
1 − 2𝑎2 −2𝑎𝑏 −2𝑎𝑐
−2𝑎𝑏 1 − 2𝑏2 −2𝑏𝑐
−2𝑎𝑐 −2𝑏𝑐 1 − 2𝑐2

) 

𝑆 = 𝐸 − 2𝑛ሬ⃗ ∙ 𝑛ሬ⃗ 𝑇 

Rotation um den Winkel 𝜑  

𝑥 − 𝐴𝑐ℎ𝑠𝑒: (

1 0 0
0 cos (𝜑) −sin (𝜑)
0 sin (𝜑) cos (𝜑)

) 

𝑦 − 𝐴𝑐ℎ𝑠𝑒: (
cos (𝜑) 0 sin (𝜑)
0 1 0

−sin (𝜑) 0 cos (𝜑)
) 

𝑧 − 𝐴𝑐ℎ𝑠𝑒: (
cos (𝜑) −sin (𝜑) 0
sin (𝜑) cos (𝜑) 0
0 0 1

) 

 

 

 

Rotation um den Winkel 𝜑 um die Achse durch den Ursprung, deren Richtung durch den normierten Vektor 𝑎⃗ festgelegt ist. 

𝑥 − 𝐴𝑐ℎ𝑠𝑒: ቌ

cos(𝜑) + 𝑎1
2(1 − cos(𝜑)) 𝑎1𝑎2(1 − cos(𝜑)) − 𝑎3sin (𝜑) 𝑎1𝑎3(1 − cos(𝜑)) − 𝑎2sin (𝜑)

𝑎1𝑎2(1 − cos(𝜑)) + 𝑎3sin (𝜑) cos(𝜑) + 𝑎2
2(1 − cos(𝜑)) 𝑎2𝑎3(1 − cos(𝜑)) − 𝑎1sin (𝜑)

𝑎1𝑎3(1 − cos(𝜑)) − 𝑎2sin (𝜑) 𝑎2𝑎3(1 − cos(𝜑)) + 𝑎1sin (𝜑) cos(𝜑) + 𝑎3
2(1 − cos(𝜑))

ቍ 

 

 

 

Rotation ℝ2 → ℝ2 um 𝜑 um den Ursprung 

(
cos (𝜑) −sin (𝜑) 0
sin (𝜑) cos (𝜑) 0
0 0 1

) 

 

Translation ℝ2 → ℝ2 um den Vektor 𝑎⃗ = (
𝑎1
𝑎2
) 

(
1 0 𝑎1
0 1 𝑎2
0 0 1

) 

 

Rotation und Translation in einem Raum 

(
cos (𝜑) −sin (𝜑) 𝑎1
sin (𝜑) cos (𝜑) 𝑎2
0 0 1

) 

 

• Um den Ursprung  

• Winkel 𝜑 = 90° 

(
0 −1
1 0

) 

 

 

 

Rotation 

• Um den Ursprung  

• Um den Winkel 𝜑 

(
cos (𝜑) −sin (𝜑)
sin (𝜑) cos (𝜑)

) 

• Geraden 𝑔: 𝑥 + 7𝑦 = 0 

• Normiert 𝑔:
1

ξ50
𝑥 +

7

ξ50
𝑦 = 0 

1

50
∙ (
48 −14
−14 −48

) 

 

Streckung 

• 𝑥-Richtung 𝜆1 

• 𝑦-Richtung 𝜆2 

(
𝜆1 0
0 𝜆2

) 

Orthogonale Projektion 

• Gerade 𝑔: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 0 

• Mit 𝑎2 + 𝑏2 = 1 

(1 − 𝑎
2 −𝑎𝑏

−𝑎𝑏 1 − 𝑏2
) 

Spiegelung 

• Geraden 𝑔: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 0 

• Mit 𝑎2 + 𝑏2 = 1 

(1 − 2𝑎
2 −2𝑎𝑏

−2𝑎𝑏 1 − 2𝑏2
) 

Scherung 

• In 𝑥-Richtung 

• Mit Faktor 𝑚 

(
1 𝑚
0 1

) 

 
• 𝑥-Richtung 3 

• 𝑦-Richtung −1 

(
3 0
0 −1

) 

• Gerade 𝑔: 2𝑥 − 𝑦 = 0 

• Normiert 𝑔:
2

ξ5
𝑥 −

1

ξ5
𝑦 = 0 

1

5
∙ (
1 2
2 4

) 

• In 𝑥-Richtung 

• Mit Faktor 3 

(
1 3
0 1

) 

 

Für Gerade: n (p->p) berechenen -> a,b 


