1 - Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Addition und Subtraktion

Dimensionen beider Matrizen identisch sind.

(é 421)+(§ g):(éig 212)2(160 182) 5@ 42}

Skalare Multiplikation
Multiplikation eines Skalars mit einer Matrix.

SR H

LGS: m x n (m lineare Gleichungen, n unbekannte)
Aquivalent: wenn zwie LGS gleiche Lésungsmenge
haben

15 20 Transponierte einer Matrix

Multiplikation

Acim-count = Brow-count

e BedingungenfirA-B

* ResultatvonA-B Acim—count X Brow-count

0.1 0.2
G200 0r)-C2 2)

T
(ié :) :(#f #lz #l:%)

0.1 0.2
l—- (0.3 0.4) #3 -
T
l v | \os5 06 (1 11)T (1 ) 3)
2 3 2.2 2.8 2 12| =
5 6) (4.9 6.4) 3 13 Hodz

Zeilenstufenform (Gauss)

1. Nullzeilen stehen zuunterst
2. Die erste Zahl # 0 ist eine fiihrende Eins
3. Flihrende Einsen, die weiter unten stehen — nach rechts versetzt

Reduzierte Zeilenstufenform (Gauss-Jordan)

e Spalten mit flihrender Eins enthalten sonst nur Nullen

Rang einer Matrix
Rang rg(A) einer Matrix A (Zeilenstufenform) mit n = Anzahl Spalten.

rg(A) = Anzahl Zeilen - Anzahl Nullzeilen

rg(A) =rg(A|c)
rg(A) =n
rg(Ad) <n

e Lbsbar
e Genau eine LAsung
e Unendlich viele Losungen

Linda Riesen (rieselin)

Bestimmung der Losungen aus der reduzierten Zeilenstufenform

Spalte mit fihrender Eins
Spalte ohne fiihrende Eins

e Fiihrende Unbekannte
e Freie Unbekannte

X1 Xy X3 X
(o 0 1 113

Auflésen nach der fiihrenden Unbekannten

o 1x;,—2x,+0x3+3x,=5 X, =2 %X =54+2-1-3-pu
o Ox;+0x, +1x3+1x,=3 Xy =U X3 =3—U
X1 54+2-1-3-pu 5 2 3
> [ X2 ) _ A 0 1 0
X = o | = 3y =15 + A 0 +u 1
Xy u 0 0 1

Parameterdarstellung
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2 - Vektorgeometrie

Ein Vektor ist ein Objekt, das ein Betrag und eine Richtung hat.

° 6 = Nullvektor
e @ = Einheitsvektor

Vektor mit dem Betrag O
Vektor mit Betrag 1

e —d = Gegenvektor von d d+(-a)=0

e 7(P) = Ortsvektor von P

e Linearkombination: /lamda*a + /beta*b * .... =>

Matrizengleichung!!!!

Orthogonale Projektion von b auf @ (0 <¢p< g)

d-b =0 - orthogonal
Orthogonale Projektion E; eines Vektors b auf einen Vektor @

|d@ - b
]

S|

— d) "

b, =

“d,  |bgl =

la|z

Wichtige Eigenschaften des Vektorproduktes

Fiir beliebige Vektoren @, b und ¢ und fiir jede beliebige Zahl 4 € R gilt:
(1) @ und b sind genau dann kollinear, wenn axb=0.

(2) axa=0

(3) Antikommutativ-Gesetz: dxb= —(!; xd)
(4) Distributiv-Gesetze: ax (5 +&)=dxb+ax¢ und (a +5)x G=axc+bxé
(5) Gemischtes Assoziativ-Gesetz:  A-(dx 5) =(A-d)x b=idx (A -5)

(6) Das normale Assoziativ-Gesetz gilt im Allgemeinen nicht: @ x (5 xC)#(a XE) xC

Einheitsvektor

Gegeben ist ein Vektor mit Betrag a = |a|.
1

d-Tze_’
lap

Vektorprodukt
. |&x5|=|c’i|-|5|-sin((p) axh =
e d X bist orthogonal zu G und zu b
o dxb #bxd G

a, b, a,*b,—a,-b,
(ay)x b,|=|(a, b,—a, b,

a;) \b, a, b, —a,-b,

Raumliches Koordinatensystem
R3 = Raumliches Koordinatens

e O = Ursprung
e ¢, = Einheitsvektor
e e, = Einheitsvektor um 90° gedreht
e e = Einheitsvektor
o Orthogonal zue; und e,
o Rechtwinklig zue; und e;

Flache des aufgespannten Parallelogramms

h
. A=|c‘i|-h=|d’|-|l_9)|-sin(go)=|Ei><l_5|

Y

Kollinear (Parallel)
Sind zwei Vektoren kollinear, so ist ein Vektor an Vielfaches des anderen.
Komplanar (Auf gleicher Ebene)

Drei Vektoren sind komplanar, wenn sie auf der gleichen Ebene sind. / Es eine Ebene gibt auf
der sie alle sind

Inda Riesen (rieselin)
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Gerade in der Ebene und im Raum

o #(A)=#P)+1-PQ
e g:7(P)+A-a

0 n
Der Punkte P heisst Aufpunkt, der Richtungs-Vektor @ = P(Q von g.

e Die Vektoren ﬁ, ﬁ?), P—Q) gilt, sie sind komplanar
e PA=1-PR+ u: P—Q)

Eine Ebene kann durch drei Punkte festgelegt werden

__________________

7(4) =7#(P) +A-PR+pu-PQ ©

Lage von Geraden im Raum

1. Richtungsvektoren kollinear?
2. Gemeinsame Punkt(e)?

Kollinear Gemeinsame Punkte
Ja Nein
Ja Identisch Echt parallel

Nein Schneidend Windschief

() (2)(0)

Die Richtungsvektoren sind nicht parallel.

— Schneidend oder Windschief

Parameterdarstellung der Ebene
E:#(P)+A-d+pu-b

E:ni=dxb

E:2x+7y—4z+1=0

Punkte einsetzen (1; 0; z), (0; 1; 2), (0; 0; 2)

E:2-047-0—4-241=0-P = (0;0;1/4)
E:2-1+7-0—4-2+1=0-P = (1;0;3/4)

E:2:0+7-1—4-2+1=0-P = (0;1;2)

0 1 0
E:<0 >+/1-< 0 >+u-< 1)
1/4 2/4 7/4

Koordinatendarstellung der Ebene

E:ax+by+cz+d=0
a X X a
=) () 0
c z z c

Normiert: alles Teilen durch |n|

Abstand Punkt-Gerade (Fusspunkt)
A= (505 24) g:7(P)+1-a

_[PAxal

lal

G0 0)
()

E: —14x+6y—4z4+d=0

Aufpunkt einsetzen: —14-2+6-4—-4-1+4d=0->d =8

Abstand Punkt-Ebene

A:(XA;yA;ZA)J Eax+by+CZ+d=0
_lax, + by, +cz, +d|
|7
Schnittpunkt:

(Bsp. Ebene/ Gerade: Gleichsetzen => Gleichungssystem)

Koordinatendarstellung der Gerade
(2 -3
9(—5)+l(1,)

- (D)x=2-34
(_25 13|§) ~©) ; =5 +,1}

Additionsverfahren anwenden
M+3-2)=x+3y=2-15
x+3y+13=0




3 — Quadratische Matrizen

Inverse einer Quadratischen Matrix A
A-A1=A"1-A=E
A-X=h

A Ai=A"1p

Beispiel
(162 1(/)3)'(3 g>'@=(162 133)'@
S T S ¢

Inverse einer 2x2

(Ccl Z)_l - ad i bc (—dc _ab)

Invertierbar falls ad — bc # 0!

Inverse einer Quadratischen Matrix A

-1 0 X1 Y1 7y 1 0 O 4 -1 0
2 1 |+ X2 Y2 Zz =10 1 0)]—={0 2 1
-5 =2 X3 Y3 Z3 0 0 1 3 =5 =2

A A1 E

Zeilenstufenform (linke Seite)

Reduzierte Zeilenstufenform (linke Seite)

1 -1/4 0 ]1/4 0 0

(0 1 1/2| 0 1/2 0)
0 0 11 -6 17 8
10 0] 1 -2 -1 1
<0 1 ol 3 -8 —4>—>A—1=<3
0 0 11l-6 17 8 -6

= o o
N——

-2 -1
-8 —4
17 8

Matrizen umformen

jede Zahl muss E eingefiigt werden, «:» = A(-1))

X-(C+3E)=D & X=D-(C+3E)™*

Bestimmen Sie die Matrix X (X muss immer links stehen (am Ende), fur

A-X+B=2X ©& B=2X-A-X=QE-A)-X e X=QR2E-4A)"1B

Matrizen Formen (Definition) (Quadratische Matrizen)

e Diagonale Matrizen: alle Elemente auf Diagonale

e Einheitsmatrizen (E)

e (obere/untere) Dreiecksmatrix: alle Elemente oberhalb /
unterhalb Hauptdiagonale

e Symmetrische Matrix (A = AT): symm. bez. hauptdiagonale

Linear unabhangig

Die Vektoren a;, ay, ..., @y sind linear unabhéngig, wenn gilt:

e 0-a +0-a + -+ 0-ay ist die einzige Linearkombination, die 0 ergibt
e M mH+A G4+ arEz0A>0A1ER)

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

o det(4d) #0

e Spalten von A sind linear unabhdéngig

e Zeilen von A sind linear unabhdéngig

o rg(A)=n

e Aistinvertierbar (wenn Aij ungleich 0)

e DaslLGSA-X = ¢ hat eine eindeutige Lésung
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Determinante Determinante einer 2 X 2 — Matrix A = (Ccl Z)

Wichtige Eigenschaften der Determinante
(1) Fiir die Einheitsmatrix £ gilt: det(E) =1 det(A) = |A| =a-d—b-c

(2) Fiir eine nxn-Dreiecksmatrix U gilt: det(U)=u,, -u,,-...-u,, X1 Y1 74

(3) Fiir jede quadratische Matrix 4 gilt: det(A”) = det(4) Determinante einer 3 X 3 — MatrixA = | X2 Y2 22
X3 V3 Z3

(4) Fiir alle nxn-Matrizen 4 und B gilt: det(A-B)=det(A4)-det(B)

o . . ; 1 det(A) = |Al =x1 Yy 23+ Y1 Zy X3+ 20" X" Y3 —Z1 " Yo " X3 — X1 " Zp " Y3 — V1" Xp " Z3
(5) Fiir jede invertierbare Matrix 4 gilt: det(4 )=
det(A)
(6) Fiir jede nxn-Matrix 4 und jedes A€ R gilt: det(i-A)=A"-det(4) Determinante n X n — Matrix
Koeffizientenmatrix, Determinante, Losbarkeit des Gleichungssystems
Filr eine quadratische 7xn-Matrix 4 sind die folgenden Aussagen &quivalent: Um die Determinante einer n X n-Matrix zu berechnen, wahlen wir i = Zeilen, j = Spalten

(1) det(4)=0 . . .
(2) Die Spalten von A sind linear unabhiingig. EntWICklung nach der i —ten Zeile

(3) Die Zeilen von A sind linear unabhingig. n
22 fflg(;:t)i:l:eﬂierbar, det(A) - Z(_l)H—J ‘ aij ‘det (Aij)
(6) Das lineare Gleichungssystem A4-X =¢ hat eine eindeutige Lisung. =1

_ Tipp: Entwickeln nach Spalte / Zeile mit vielen Nullen!
Geometrische Interpretation der Determinante

Entwickeln nach Zeile / Spalte

Der Betrag einer Determinante entspricht ... beschrieben wird. 1+ 5 9 13

_ 6 10 14 5 9 13 5 9 13 5 9 13
e dem Fldcheninhalt, der durch eine 2x2-Matrix 226 10 14)_ (7 17 151=2(7 11 15)+3(l6 10 14)-=4l6 10 14
+
e dem Volumen, das durch eine 3x3-Matrix 3 7 11 15 8 12 16 8 12 16 8 12 16 7 11 15
4= 8 12 16
A=|ixb|= |det(z1 Zl) b 6 10 14 11 15 10 14 10 14
2 2 — . — . . — A — I —q =
g g 12 o (12 16) 7 (12 16)+8 (11 15) 6:—4—-7--8+8--4=0

9 13
Lo - . 11 15 9 13 9 13
Kriterien fiir die Anzahl Lisungen eines LGS 11 15| = +5- -7~ + 8- =
| Gilt () —ra(4] 0)? 12 16) (12 16) (12 16) (11 15)

5
7
8
2 e 5 9 13
6 )=+5-(
7

| Gilt zusitzlich rg(A)=n ? | Das LGS hat keine Losung. ‘ 10 14

s e 11 15

Das LGS hat genau eine Lisung. | | Das LGS hat unendlich viele Lésungen. |

1 o15) ¢ 1)+ (o 1) ="

n = Anz Spalten. Seite 5 von 10




4 - \ektorraume

Reeller Vektorraum

Ein reeller Vektorraum ist eine Menge V (# @) mit zwei Verknipfungen:

o +:VxV-V:(&b)»da+h Addition
o - :RXV-V: (/1; 5) - A-b Skalare Multiplikation
e Der Nullpunkt muss zwingend enthalten sein!

Eine Teilmenge U eine Vektorraums I/ heisst Unterraum von V, wenn U selbst auch ein

Vektorraum ist.
@ V

Unterraumkriterien (0-Vektor muss immer enthalten sein)

1. Fir beliebige Elemente @, beUistd+beU
2. Firjeden Skalar A € Rund jeden Vektord € Uist1-d € R

Linearer Spann

Menge aller Linearkombinationen der Vektoren b4, b,, ..., b,, in einem
reellen Vektorraum V.

span(by, by, .., by) = {1 * by + Ay " by + Ay * by | 11,23, ., Ay € R}

Jeweils vorstellen wie Ebene / Gerade aussieht die von Vektoren
aufgespannt wird (mit beliebigem Skalar), dann bei 2 Ebenen
Normalvektoren vergleichen

Fur ist im Spann jeweils Gleichungssystem aufstellen

Schreibt man die Vektoren E() € R™ nebeneinander so entsteht die
m X n—Matrix B.

Folgende Aussagen sind dann dquivalent:

1. Die Vektoren bT, bj, . E{ sind linear unabhdngig

2. DasLGS B -x = 0 hat nur eine Lésung namlich X = 0
3. Esgiltrg(B) =n

Erzeugendensystem

Eine Menge {b_l), E, . E{] von Vektoren E; im Vektorraum V heisst Erzeugendensystem
von V, wenn gilt: (in alle bendtigten Richtungen (mit Rang))

V= span(b_l),b_z), ,E{)
Schreibt man die Vektoren E; € R nebeneinander so entsteht die 71 X n — Matrix B.
Folgende Aussagen sind dann dquivalent:

1. Die Vektoren E bilden ein Erzeugendensystem R""
2. DaslLGSB:xX = distfirjedesa € R |dsbar
3. Esgiltrg(B) =m

Linda Riesen (rieselin)

Dimensionen
Fir jeden reellen Vektorraum V gilt: Jede Basis von V' hat gleich viele Elemente.
Die Anzahl Vektoren, die eine Basis von V bilden, heisst Dimension von V = dim (V).

e Eine Basis von R" hat n Elemente —» dim(R"") = n

e Bilden a,b,c die Basis ? => hat gleich viele Vektoren wie Dim(n)? sind Linear
Unabhangig (Det != 0)? Bilden ein Erzeugendensystem

e Dimension von RA2x2 => 4 => Basis kann Dim(0-4) gross sein
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Basis erstellen: Einheitsmatizen mit bedingungen unten
Folgende Aussagen sind dann dquivalent:

Eine Menge B = {b;, by, ..., b, } von Vektoren by, im Vektorraum V heisst Basis von V, wenn: Lést

Gleichungsystem 1. Die Vektoren bT, b_z), ,E{ bilden eine Basis von R"
2. rg(B)=n
1. B ={by,bs,..., by} ist ein Erzeugendensystem von V 3. det(B) #0
2. Die Vektoren/Matrizen b_l) b_z) b_n) sind linear unabhangig 4. Bist |nvert|e_)rbar_)
5. Das LGS B - x = ¢ hat eine eindeutige Losung
Change of Base Matrix: ist ausschlaggebend fiir Richtung ob ~-1 oder nicht standardb -
tandardbasis von
Beliebige Basis B — Standard-Basis S Xod = AXnow  (Spuc)” = Sc-s S={ej e, .., e}
X1 X2 a; 3 (1 - _ (2 Monomonbasis von PP, [x]
_ Y1 Y2 - | az B_{(l)s’(o)s}’ a_(3)3
B=yl" )¢ @=)|: M={1,xx2 ..,x"}
z z a
Vs /s "B Polynom-Vektorraum P[x]
d=ay b, +ay b, +-+ay b, d’=2-(3)+3-(_1)=(3)
R noon 1 0 2/ e Basismitn + 1 = 4 Elementen
e dim(P;[x]) =4
Standard-Basis S — Beliebige Basis B Xold = AXnew (Sp.c)! = Scus o dim(P,[x])=n+1
X1 X2 a; { 1 -1 } o -7
B = ; , a=
B = 3’:1 ; J’:z ' i= a:2 (1)5 ( 0 )s (—4)5
: ) ’ a,, ,,....,a, und !;],.’;:,.,.,ER
21 S 22 S n S in ihrer Komponentendarstellung
. _ bzgl. & einsetzen in
a, as (1 1) ' (Zl) = ( 7) d=a,-b+a, b +..+a,-b,
g %) 2| L0/ el = Al e
: : Komponentendarstellung bzgl S Komponentendarstellung bzgl B
an B an S 1 1 a @,
1 -1 1 -1\ (a1 1 -1\ (=7 io|® G- %
a a . . = . a=l . a=| .
Iy Iy (1 0 ) (1 0 ) (az)B (1 0 ) (_4)5 : :
B-B~1| 2| =Bt e 1 Lo e
an B an S a, 0 1 7 N 2 a
— e . a, — ‘-‘fz
a; a, (az)B B (_1 1) (_4)5 LS B :
a2 _ -1 az a, )y a, ).
=B (_4) _ ( 0-—74+1-—-4 ) nach ¢, a,,..., a, aufldsen.
an/ an/ . 375 -1-=7+1--4

Linda Riesen (rieselin) Seite 7 von 10



5 — Lineare Abbildungen

Gegeben sind zwei Vektorrdume VV und W. Eine Abbildung f:V — W heisst lineare Abbildung,
wenn fiir alle Vektoren X,y € V und jeden Skalar A € R gilt

L feip=r@e e (@) (Gl

)) _ ( Cx1 + y1)(xz + y2)
ey + 1) — (x2 + ¥2)

_ xlxz +x1Ve + yi1x2 + Y1YZ)
2. fE9) =f® G moAn o
r(G)+ f((yz)) =G G = (B

Das Bild im(A) einer m X n -Matrix 4, ist der Unterraum des m-dimensionalen Vektorraum W,

der von den Spalten aj, a3, ..., @, der Matrix aufgespannt wird:
im(A) = span(ay,a, ..., a,) = {A a7 + a5 + -+ 1,a,, |1, € R}

Der Kern einer m X n -Matrix A ist die Lésungsmenge des homogenen LGS A - X = 0. Der Kern
ker (A) ist der folgende Unterraum von V-> Aufstellen, Losen, dann Allg. Losung in Vektor(en) =

-

ker(A) ={Xx e V|A-x = 0}

Fiir jede m X n — Matrix A gilt:

dim(im(A)) =rg(A) und dim(ker(4)) + dim(im(A)) =n

— V)

Erlaubte Operationen Verbotene Operationen
o A-x; e x;+c o ()"
* x;tx; * XX e cos(x;)
A
Uberpriifung der Linearitit
xl <x1 + 2x2>
R R:f(x) = -
f @ =) .
f(xl ‘|‘3’1) :( 1+ +2- (X2+YZ)>
X2ty X2 Y2
X1 _ yl + ZXZ + Zyz)
¢ f(x2)+f _( x; + Y, oK
. X1 _ A- + 2" (/1 XZ)
 f </1 (X2)> - ( A-x, )
) X1 _ A(Xl + 2X2)>
s A1f (Xz) - ( A-x, 0K

-1 0 2 -1 0 2|0 1 0 200
A=<1 6 4>—>A=(1 6 4 0>=<0 1 1 0)
3 3 -3 3 3 -=3I0 0 0 o010

Spalten mit flihrenden Unbekannten bilden das Bild (ablesen)

#=u(1)v(s) wen)

Spalten ohne fiihrenden Unbekannten werden verwendet, um den Kern zu berechnen

-1
1

im(A) = <£ € R3
3

X1 = 2/1,3(2 = _A,x3 :A

2
ker(4) = {X € R3|X = /1(—1),/1 € R}
1

Die Abbildung ist linear.

Wir betrachten zwei lineare Abbildungen

f:U — V mit Abbildungsmatrix A
g:V — W mit Abbildungsmatrix B

gef
f g
u 3 v 3 w
X e @ e g(f®)
X > A% o B-A-%

Die Verknipfung g o f ist wieder eine lineare Abbildung mit der
Abbildungsmatrix B - A.

Linda Riesen (rieselin)
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Abbildungsmatrix

Vektorrdume R™ und R™, mit der jeweiligen Standardbasis. Dann |3sst sich
jede lineare Abbildung f: R™ — R™ durch einem X n —

FE) =A%

Die Spalten der Matrix A sind die Bilder der Standardbasisvektoren von R™:

1
A=<f(e_1’) @) f(a;>>= Y r
0

Beispiel

1x1 - 1x2
0xq + 3x,

X1 — X2 1 -1
f:]R%Z—>]R{3:(z1)—>< 3x; )=< >—>A=<0 3)
2 —4x, —4x, 4 0x, -4 0

Matrix A darstellen

0 0 ¢
1 0 1
0 1 0

ORrRrOo O Fr o

Wir betrachten zwei endliche Vektorraume

e I/ mitBasis B = {b_l), b_z); ,b_n)}
e W mitBasisC = {c;;¢Cy;...;Cn}

Jede lineare Abbildung f:V — W durch einem X n —
Matrix ~Ap darstellen

(f(f))c = Ap '553

Die Spalten der Matrix Ay sind die Bilder der
Elemente von B in der Komponentendarstellung
bezlglich der Basis C:

s = (D). (F@2)), - (r(@0).

c B

Die Abbildungsmatrix ;T fir den Basiswechsel
von S nach B

SAS
; 20 £
; — e
BAB

Linda Riesen (rieselin)

_ oo Rk OO

Beispiel (Kann mittels Inverser oder Gauss berechnet werden)

X1
f:R%? > R3: —>< 2%, )B
(xz) X2 — X1

(@6 ={0)

J06)-((£) -2 )
Je)-((3) -2 R
Jon= (3 5)

) 6) A, L), =

ok
(L e ) A
(l

)Ll

I -2
,_(l
(=3

) s e

G

)

\G
1)

S




Flr Gerade: n (p->p) berechenen -> a,b

Streckung Orthogonale Projektion Spiegelung Rotation Scherung
e x-Richtung 4, e Geradeg:ax+by =0 e Geradeng:ax+ by =0 e Um den Ursprung e In x-Richtung
e y-Richtung 1, e Mita?2+h%2=1 e Mita?2+h%2=1 e Um den Winkel ¢ e Mit Faktor m
(/11 0) (1—a2 —ab ) (1 —2a% —2ab ) (cos (¢) —sin (w)) (1 m)
0 4 —ab 1-b? —2ab 1-2b? sin (¢)  cos (¢) 0 1
e x-Richtung 3 e Geradeg:2x—y =20 e Geradeng:x +7y =0 e Um den Ursprung e In x-Richtung
-Richtung —1 iert g:2x — — vy = iert g ——x + ——vy = Winkel ¢ = 90° Mit Faktor 3
¢ y-kichtung ° Normlertg.\/gx =Y 0 ° Normlertg.mx + Y 0 * Inkel @ C It Faktor
3.0 1 48 -14 0 -1 1 3
1 .
(0 —1) - (1 2) 50 (—14 —48) (1 0 ) (o 1)
5 \2 4

Zentrische Streckung

e Faktor A

A 0 0
0 4 0
0 0 1

Orthogonale Projektion auf die Ebene

o Fax+by+cz=0
e a?+h?+c?=1

1 —a? —ab —ac
P=| —ab 1-b% —bc
—ac —bc 1-c?

P=E—ii il

Spiegelung an der Ebene

o Fiax+by+cz=0
o a’?+hr+c?=1

1—2a% —2ab —2ac
S=| —2ab 1-2b%* —2bc
—2ac —2bc 1 — 2¢?

S=FE-2n-n’

Rotation um den Winkel ¢

1 0 0
x — Achse: <0 cos (¢) —sin ((p))

0 sin(p) cos (@)
cos (p) 0 sin(p)

y — Achse: ( 0 1 0 )
—sin (¢) 0 cos (@)
cos (p) —sin(p) O

z — Achse: (sin (p) cos(p) 0)
0 0 1

x — Achse:

cos(¢) + a?(1 — cos(@))
a;a,(1 — cos(p)) + assin ()

Rotation um den Winkel ¢ um die Achse durch den Ursprung, deren Richtung durch den normierten Vektor d festgelegt ist.

a,a,(1 = cos(p)) — asin (¢)  ajaz(1 — cos(@)) — azsin ()

cos(p) + a3 (1 — cos(p))

a;a3(1 = cos(9)) — apsin (¢)  azaz(1 — cos(@)) + a;sin (@)

a,as(1 — cos(p)) — assin (@)
cos(¢) + a3 (1 — cos(¢))

sin (¢)

(Cos )
0

Rotation R? —» R? um ¢ um den Ursprung

—sin (¢) O
cos () 0)
0 1

L, sa
Translation R? - R? um den Vektor @ = (a;)

1 0 a4
0 1 a,
0 0 1

Rotation und Translation in einem Raum

cos () —sin(p) a4
<sin () cos(p) az)
0 0 1

Linda Riesen (rieselin)
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