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1 Vorlesung 01/02 (Skript 1)
Stichprobe, Stichprobengrée, Grundgesamtheit:

* Stichprobe: Teilmenge einer Population zur Untersuchung.

* Stichprobengrol3e: Anzahl der Elemente in einer Stichprobe.

* Grundgesamtheit: Gesamtheit aller moglichen Elemente in einer Studie.
Merkmal, Merkmalstyp:

* Merkmal: Eine beobachtbare Eigenschaft eines Elements.

* Merkmalstypen: Kategoriell, metrisch, nominal, ordinal, diskret, stetig.
Merkmalsarten:

* Kategoriell: Daten in Kategorien, z.B., Farben (Rot, Blau).

* Metrisch: Messbare Werte, z.B., Gewicht in Kilogramm.

* Nominal: Kategorien ohne Reihenfolge, z.B., Geschlecht.

* Ordinal: Kategorien mit Reihenfolge, z.B., Bildungsniveau.

» Diskret: Ganzzahlige Werte, z.B., Anzahl der Kinder.

* Stetig: Unendlich viele mogliche Werte, z.B., Grof3e in Zentimetern.

Merkmalstyp

[ 1
Kategoriell Metrisch
Es wird eine Ausprigung und kein Es wird ein Ausmass angegeben
Ausmass angegeben. Insbesondere gibt Das Ausmass wird mit Zahlen
es nur endlich viele Ausprigungen angegeben.

!—‘—\!—k—\

Nominal Ordinal Diskret Stetig
Reine Ordnung endliche viele alle
Kategorisierung. vorhanden, oder abzihlbar Ausprigungen in
keine Ordnung Rangierung unendlich viele einem reellen

moglich Ausprigungen Intervall

Abbildung 1: Ubersicht Diagramm Merkmalsarten

Absolute und relative Haufigkeiten:
» Absolute Haufigkeit: Anzahl des Auftretens eines Werts.

* Relative Haufigkeit: Anteil der absoluten Haufigkeit an der Stichproben-
grofe.

Klassierte und nichtklassierte Daten:

* Klassierte Daten: In Intervalle (Klassen) gruppierte Werte, z.B., Altersgrup-
pen.

* Nichtklassierte Daten: Einzelne, nicht gruppierte Werte, z.B., individuelle
Altersangaben.

Faustregeln fiir die Klassierung von Daten:
* Mindestens 5-10 Klassen fiir klassierte Daten.
* Klassenbreite sollte dhnlich sein.
* Klasse ohne Daten sollte vermieden werden.

Dichtefunktion = Haufigkeitsfunktion (PDF/PMF): diskrete Merkmale: PMF
(probability mass function) stetige Merkmale: PDF (probability density functi-
on) h = Z— und f = g— [mit h = Hohe des Rechtecks = absolute Haufigkeits-
Dichte, f = relative Haufigketsdichte, d = Klassenbreite]

* PDF fiir stetige Daten, PMF fiir diskrete Daten.



PDF/PMF beschreibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Summe/Integral iber PDF/PMF ist 1.

PDF gibt die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Werts an.

Bei nichtklassierten/klassierten Daten ergibt sich die relative Haufigkeit
eines Wertes grafisch aus der Hohe des Stabes/der Saule (PMF) / Histo-
gramm (= Continuous Sdulendiagram) (PDF) im Diagramm der PMF/PDF

Berechnung und Eigenschaften der CDF fiir Stichproben:

- CDF: F(z) = H(z)/n

- F(x) = >, f(r), mit der relativen Haufigkeitsfunktion (PMF) =
f(r)/n = (Anzahl aller Stichprobenwerte x; = r)/n

— Fiir alle reellen Zahlen x gilt 0 < F'(z) < 1.
— F(x) ist monoton wachsend

— Der Graph von F(x) ist eine rechtsseitig stetige Treppenfunktion
(nicht klassiert) / Polygonzug = Linien mit Punktengraph (klassiert).

— Es gibt eine reelle Zahl x mit F(x)= 0.

— Es gibt eine reelle Zahl y mit F(y) = 1.

— Der Anteil aller Stichprobenwerte xi im Bereich a < zi < b berechnet
sich als F(b)-F(a)

Die Lagemasse (Mittelwert) gibt an, wo die Daten zentral tendieren.

Die Streuungsmasse (Varianz oder Standardabweichung) zeigt, wie stark
die Daten um den Mittelwert herum streuen.

Berechnung von p-Quantilen (= p*100tes Perzentil) :

1. Daten sortieren (aufsteigend)

2. Falls n*p eine ganze Zahl: R = 1/2(2y.q + Tnsq+1), falls nicht ganze
Zahl wird aufgerundet

3. Falls zwei Werte den gleichen Rang haben, wird zufillig einer zuge-
ordnet

Der Median ist der mittlerste Wert in einer geordneten Datenliste. 0.5
Quantil

Perzentile sind Werte, unter denen ein bestimmter Prozentsatz der Daten
liegt.

Der Interquartilsabstand (IQR) ist die Streuung der mittleren 50% der Da-
ten und wird als Differenz zwischen Q3 und Q1 berechnet.

Die obere/untere Antenne erstreckt sich bis zum maximalen/minimalen
Datenwert innerhalb von 1,5-facher Interquartilsabstand von der Box.

Im Boxplot werden die Kenngrossen Median (2. Quartil) Q2, erstes Quartil
Q1, drittes Quartil Q3, das Minimum und das Maximum der Stichprobe
graphisch dargestellt:

Stichprobenmittelwert (Sample Mean):

Z?:l i

n

T =

Stichprobenvarianz (Sample Variance):

SZ — Z?:l(xi — j)2

n—1

Stichprobenstandardabweichung (Sample Standard Deviation):

Korrigierte Stichprobenvarianz (Bessel-Korrektur):

S2 — Z?:l(xi B j‘)2

n—1

Korrigierte Stichprobenstandardabweichung:

Modus gibt haufigsten Stichprobenwert an: Modus(z1,...xzn) = zmod



2 Vorlesung 03 + 04

2.1 Multivariante / Bivariante Datenmenge (2 vs mehr Datensets)

Zusammenhénge zw. Verschiedenen Datentragern (bsp Grosse/Gewicht)

2.1.1 Mogliche Darstellungen

* Kontingenztabellen: (fiir beides eine Achse in Tabelle, anz.mit diesen bei-
den Merkmalen jeweils reinsortieren)

* Mosaikplot: Felder der Kontingenztabelle in Block-Diagramm

* Boxplots, Histogramm, Stripchart: Kennwerte ausrechnen, nebeneinander
in Diagram aufreihen

» Streudiagramm (Scatterplot): Punkte verteilen (geht schlecht b. grossen
Datenmengen) dabei konnen Form, Richtung und Stédrke erkannt werden
2.2 Korrelation
Zusammenhang linear zw 2 metrischen Merkmalen (v.a. bei grésseren Stich-
proben) = > Korrelationskoeffizienten
2.2.1 Pearson-Korrelationskoeffizient

Empirische Standardabweichung [mit z = arithm. Mittel]:

Kovarianz .
1 _ _
Soy = —— > (i — T)(yi — 1)
n—1 4
=1
Korrelationskoeffizient (Pearson)
Toy = ooy

Sz * Sy

Interpretation Korrelationskoeffizient nahe 1: stark positiver Zsmenhang,
xWerte nehmen mit yWerten zu

Korrelationskoeffizient nahe -1: stark negativer Zsmenhang, xWerte nehmen
mit yWerten ab Korrelationskoeffizient nahe 0: kein linearer Zsmenhang zwi-
schen den beiden Merkmalen

2.2.2 Spearman-Rangkorrelationskoeffizient

Streuungsmass um eine beliebige monotone Kurve (muss nicht linear sein):
Nichtparametrisches Korrelationsmass

mit [r = Rang der sortierten Eigenschaft: da isch da 1,2,3 etc. wo du jdm wert
en rang zueordnisch (nachdems sortiert hesch eif de reihe na ufezelle u wenn
2 gliichigi hesch denn bi beidne de durchschnitt aneschriebe als rang)]

Sruy
Tgp = —————
Sty * Sr,

Interpretation gleich wie bei Pearson, aber Zsmhang monoton muss nicht
linear sein

2.3 Probleme mit Koeffizienten

Falsch Positiv/Negativ: kann noch v. drittem Merkmal abhéngen, Daten miissen
Visualisiert werden da s durch Ausreisser etc. beeinflusst wird

3 Vorlesung 05
3.1 Definitionen
e Startwert 0! =1
* n! =n*(n-1)!

* Binominalkoeffizient (}) = ﬁlk),



3.2 4 Grundlegende Abzihlverfahren d Kombinatorik
3.2.1 Zahlenschlossproblem

6 Zahlenkranze mit jw 10 Ziffern, Zahlen konnen mehrfach vorkommen, Rei-
henfolge ist wichtig (entspricht auch Bitproblem (Wieviele Zahlenkombinatio-
nen konnen mit 64 Bits (= 2 Zahlen) dargestellt werden))

P =10°

3.2.2 Schwimmwettkampf

Platzierungen von 10 Schwimmern auf 3 Platzen, Reihenfolge ist wichtig, Platze
koénnen nicht mehrfach vergeben werden

10!

P=10%9%8= —— _
TS T 10— 3!

3.2.3 Lotto

Ziehung von 6 aus 49, Reihenfolge spielt keine Rolle, Zahlen kénnen nicht mehr-
fach vorkommen

Moglichkeiten = 49 x 48 x 47 * 46 * 45 x 44 = 1%

bei 6! Verschiedenen Arten diese Anzuordnen

49 49!
P = =
(6) (49 — 6)! x 6!

3.2.4 Zahnarztproblem

5 Schiisseln mit Verschiedenen Objekten, 3 Objekte diirfen ausgesucht werden:
Losung durch Ersatzproblem: 3 Objekte = XXX und 5 Schalen IIII als Abtre-
nunngen dazwischen => Verteilung von XXXIIII = Lottoproblem

"= @ B (Z) - 3!1!4!

3.2.5 Fussballmanschaft wiahlen mit xx Frauen und xx Mannern

Multiplikation von jeweiligen Wahrscheinlichkeiten

3.2.6 Teilmengen

Wieviele Teilmengen kann man bilden = Potenzmenge = Zahlenschlosspro-
blem

3.3 Systematik: Einteilung in 4 Klassen

Variation: mit Reihenfolge
Kombination: ohne Reihenfolge

* Variation von k aus n Objekten mit Wiederholung (Bsp: Zahlenschloss):
P=nk

* Variation von k aus n Objekten ohne Wiederholung (Bsp: Schwimmwett-
kampf): P =

n!
(n—k)!

* Kombination von k aus n Objekten ohne Wiederholung (Bsp: Lotto): P =
(%)
* Kombination von k aus n Objekten mit Wiederholung (Bsp: Zahnarztpro-

blem): P = ("*lljfl)

3.4 Binominalkoeffizient Eigenschaften
L=
* (1) =G
* Reihe von () bis () ist symmetrisch

* Rekursionsformel: (711) = (7) + (,7,)

Pascals’sches Dreieck kann zur Berechnung d Binominalkoeffizienten verwen-
det werden
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Vorlesung 06

4.1 Begriffe

Das Mengenkalkiil beschaftigt sich mit der Theorie von Mengen, die als
Sammlungen von Objekten betrachtet werden. In der Mengenlehre sind
grundlegende Konzepte wie Vereinigung, Schnittmenge, Differenz, Kom-
plement und Kartesisches Produkt wichtige Bestandteile

Das Zahlenkalkiil bezieht sich auf die mathematischen Operationen und
Eigenschaften von Zahlen, insbesondere ganzen Zahlen, rationalen Zahlen,
reellen Zahlen und komplexen Zahlen.

Ergebnisraum: Menge aller moglichen, sich gegenseitig ausschliessenden
Ergebnisse eines Zufallsexperiments (Ergebnisraum ist diskret falls end-
lich/abzéahlbar unendlich)

Zahldichte rho: Funktion rho => [0, 1] mit Summe = 1, gibt Wahrschein-
lichkeit fiir moglichen Ergebnisse des Zufallsexperiments an

Ereignis A: Zusammenfassung v. gewissen Ergebnissen zu einer Menge
(Teilmenge von {2 mit [{} = unmogliches Ergebnis, {2 = sicheres Ergebnis]

Ereignisraum 2°: Menge aller moglichen Ereignisse (= Menge aller Teil-
mengen von {?)

Wahrschenlichkeitsmass P: Funktion P : 2 => [0, 1] mit [P(M) = Summe
von p(w)] Wahrscheinlichkeit d Ereignis welches durch Menge M beschrie-
ben eintritt

Laplace Raum: Ein diskreter Ergebnisraum {2 in Kombination mit einem
Wahrscheinlichkeitsmass P wird als diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (€2,
P) bezeichnet. Wenn die Zahldichte p fiir jedes mogliche Ergebnis densel-
ben Wert hat, wenn also alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind, dann
nennt man (€2, P) einen Laplace-Raum.

Zufallsvariable X: eine Variable, die Werte aufgrund von Zufallsexperimen-
ten annimmt, und diese Werte konnen verschiedene Wahrscheinlichkeiten
haben. Mit PMF(X) und CDF(X) lassen sich Wahrscheinlichkeiten von Aus-
sagen systematisch berechnen

Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
Jeder diskrete Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) hat die folgenden Eigenschaften:

(A1) (Unmégliches Ereignis) P({}) = 0
(A2) (Sicheres Ereignis) P(Q) = 1
(A3) (Komplementires Ereignis) P(C\A) = 1 — P(A)
(A4) (Vereinigung) P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANnB)
(AS) (Sigma-Additivitat) P(A; U Az U A3 U....) = P(Ay) + P(A) + P(A3)+..
falls die Ereignisse A;, A5, A5, ... paarweise disjunkt sind.
|M]

Ist (©, P) ein Laplace-Raum, so gilt: P(M) = al

Abbildung 2: Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum Rechenregeln

Satz (Zuflallsvariable, PMF, CDF)
Gegeben sind ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (€, P) sowie eine Zufallsvariable
X:Q = . Dann haben PMF und CDF von X folgende Eigenschaften:
(1) ¥ f(X) =1 und F(z) = Yi__. [(x)
(2) limF(x)=1und lim F(x)=0

X—weh o,
(3) Monotonie: Aus x < y folgt F(x) < F(y)
(@) [() = F(x) = lim F()
(5) Pla<X<b)y=Fb)-=F(a) und Pla< X < b) = F(b) - limF(x)
(6) P(X>b)=1=F()und PX 2b)=1- Iir}n F(x)

X=D

Abbildung 3: Berechnung CDF(Kumulative Verteilsungsfunktion) PDF (Dichte-
funktion)

5 Vorlesung 07: Kenngrossen

Bsp: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung: Werden eingeteilt in La-
gemasse und Streumasse

Statistik: Merkmale innehalb Stichprobe, Stochastik: Verteilung Zufallsvaria-
blen

5.1 Definitionen
e Erwartungswert: » . P(X = z) * « (Lagemass d Verteilung v X)

* Varianz: ), P(X = z) * (v — E(X))? (Streumass d Verteilung v X)



» Standardabweichung: /V(X) (Streumass d Verteilung v X)
* Tschebyscheff’sche Ungleichung [k > 0]:

S(X)?

P(IX — BX)| < k) 21— 25

Satz (Kenngrissen)

X:Q — E. Dann haben die Kenngrossen von X folgende Eigenschaften:
(1) Linearitiit des Erwartungswertes:

EX+Y)=EX)+EY)und E(aX) = ak(X), mita € K.
(2) Verschiebungssatz fiir die Varianz

V(X) = E(X*) - (E(X))* = (Z P(X = x) - x*) — E(X)?

xeR

(3) V(aX + ) = a?-V(X) mita,f € R.

Gegeben sind ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) sowie eine Zufallsvariable

Abbildung 4: Kenngrossen Zufallsvariablen

6 08: Bedingte Wahrscheinlichkeiten/Stochastische

Unabhiéngigkeit

6.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

dh. 2 Wahrscheinlichkeiten die miteinander verkniipft sind

« P(RIF) = £ (FOR) R unter Voraussetzung dass F (Bedingte Wahrschein-

P(F)
lichkeit)

* P(ANZ) = P(A) « P(Z]A) = P(Z) x P(A|Z) Pfadwahrscheinlichkeit

(Wkeitsbaum)

* P(B) = P(A)xP(B|A)+P(A)xP(B|A) Satz d Totalen Wahrscheinlichkeit

* P(A|B) = % Satz von Bayes

P( :f‘.n/m\}w} A) P(B Qzl\w A)

[2]

Abbildung 5: Wahrscheinlichkeitsbaum

6.2 Stochastische Unabhangigkeit

wenn Eintreten eines Ereignis keinen Einfluss auf das Eintreten des anderen hat

Definition
* esgilt: P(B) # 0 => P(A|B) = P(A) und P(A) # 0 => P(B|A) = P(B)

* esgilt: P(ANB) = P(A)* P(B)

f Zufallsvariabeln: P(X =z AY =y)=P(X =2)*x P(Y =vy)

Die Zufallsvariablen X und Y sind dann stochastisch unabhéngig, wenn jede
Wabhrscheinlichkeit in den inneren Feldern der Tabelle gleich dem Produkt
der entsprechenden Randwahrscheinlichkeiten ist.

Satz (Stochastische Unabhiingigkeit — Ereignisse)

‘Wir betrachten einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) und zwei Ereignisse A und
B cSQ.

Folgende Eigenschaften sind dquivalent:

(1) A und B sind stochastisch unabhingig.

(ii) A und Q\B sind stochastisch unabhiingig.

(iii) Q\A und Q\B sind stochastisch unabhiingig.

Abbildung 6: Satz Stochastische Unabhéngigkeit, Gleichbedeutend



| diskrete Z | stetige Z
Satz (Stochastische Unabhiingigkeit — Zufallsvariablen) Drehefunkiion f) = P(X =) FO=F@) # PX =)
Wir betra_chten einen d_lslueten Wahxscl_x_emlu.hkensmmn (€, P) sowie zwei stochastisch Kumulaiive Verti- | £ = Py 0= 3 109 | oy = p(x < ) = f i
unabhiingige Zufallsvariablen X, ¥:Q — & lungsfunktion/ CDF = | - .
y
« Falls die Erwartungswerte E(X) und E(Y) existieren. so gilt: Wakrscheinlichkeiten | P(a <X <b) = Yosrsp f(¥) | PlasX<b)= f f(x)dx
E(X-Y)=EWX)- E(Y) B o / Stabiagramn Graph
+ Falls die Varianzen V (X) und V(Y existieren, so gilt: R 0 = Z x s f’/(*)‘XdX
S >
VIX+Y)=V(X)+ V(¥ | | -
( ) S @) Varianz ORDWICRCET, V(X>=f FQ) - (x = ECX))?dx
& .

. . . . . . Fiir diskrete und stetige Zufallsvariablen X und ¥ gelten die folgenden Regeln:
Abbildung 7: Satz Stochastische Unabhéngigkeit, Zufallsvariablen 1) Lineriti ds Erwartungswerts
E(X +Y) = E(X) + E(Y) und E(aX) = aE(X) mita € &.
2) Verschiebungssatz fiir die Varianz: V(X) = E(X?) — (E(X))*
mit E(X?) = [° f(x) - 2 dx
3) V(aX + ) =a® V(X) mita,p € R
4) Sind X und ¥ unkorreliert (COV(X,Y) = 0), so gilt: V(X +¥) = V(X) + V(¥)

7 09: Spezielle Verteilungen Abbildung 8: Stetig vs Diskret Gegeniiberstellung
7.1 Stetige oder Diskrete Verteilung 7.2 Diskrete Verteilungen
° diSkret: €s gibt LﬁCken’ Stetig: €s glbt keine LﬁCken w den Werten Iypergeometrische Vert, Binomialverteilung Pmssonvcrlciltm&_;
o I I L) =
sonst 0 (‘:D x) pre(1=p)tr =x= x
* Definition v. stetig iber PMF geht nicht da dann fiir P(X=x) = 0, Definition g n nep A
uber CDF Varianz n‘%-(l —%)x:;l nop-(1-p) A
2/‘3::3'1‘\‘;;:[’ Jm n-p-(1-p) VA
 PDF (stetig): f(z) > O [fiir alle x in R] und F(z) = P(X < 2) = S ma e :
2 flw)du =1 Abbildung 9: Diskrete Verteilungen Ubersicht
s u=EX)= f—oooo f (@) * xdx 7.2.1 Hypergeometrische Verteilung

Urne mit [N Objekten, davon M Objekte einer bestimmten Sorte (Merkmalstra-

o« 2 _ oo B 27— .2 ger), Stichprobe n (ohne Zuriicklegen)]
" =VI(X) = LOO @) * (@ = B(X))"dz = 27 f(z) Geschrieben: X H (N, M,n)

* Stetig mit Grenzen:




7.2.2 Bernoulliverteilung

Bernoulli Experimente sind Zufallsexperminente mit nur 2 moglichen Ergeb-
nissen (0, 1)
PX=1)=pund P(X=0)=1-p=gq

* BE(X)=p
* BE(X*)=p
* V(X)=pq

7.2.3 Binominalverteilung
Fiir Binominalverteilung wird dasselbe Bernoulli-Expermient n-Mal hinterein-
ander durchgefiihrt , Wahrscheinlichkeiten sind stochastisch unabhéngig (Ku-
gel wird zurlickgelegt (oder N ist sehr gross, sodass Vernachlassigt werden
kann: n < &)): p = & und Schreibweise: X B(n, p)
) xp”xqn —x

« Bsp: P(X <2)=P(X=0)+P(X =1)+ P(X =2)

* E(X)=nxp

* V(X)=nx%xpxq
Niaherung durch Poisson Fiir grosses n und kleines p (n 2 50 und p < 0.1):
B(n,p) ~ Poi(n *p)
7.2.4 Poissonverteilung

Wahrscheinlichkeit Anzahl gleichartiger Ergebnisse in gegebenem Bereich,
Schreibweise: X Poi(\) mit [A > 0 und A\ = Durchschnitt im Bereich]

8 10: Stetige Verteilungen

8.1 Gauss-Verteilung/Normalverteilung

E(X)=p, V(X) =02

1 liz—pyN2
Normalverteilung Dichtefunktion: T) = x e 3050)
8 Pnol®) = o
Standardnormalverteilung mit [y = 0 11: ¢(x) ! xe 2%
=0,0=1]: p(z) = e
g 24 ¥ o

* symmetrisch beziiglich der Geraden: x = p

* Wendepunkte an Stellen: g — o und p + o

* Ist Normiert: dh. Flache darunter = 1
 Anderung von u: Verschiebung in x-Richtung

 Anderung von o: je grosser o desto breiter und niedriger die Glockenkurve

8.1.1 Verteilungsfunktion der Normalverteilung

z 1 z _liz—pnN2
qﬁu,g(x):P(ng):/_oogpu,g(t)dt: m*a*/_me 2 (550 gt

8.1.2 Werte Eigenschaften = Stetigkeitskorrektur

* Fiir standardnormalverteilte Zufallsvariable X Tabelle: Rechts: erste Zahl,
Oben: 2. Nachkommastelle

* Falls mehr als 2 Nachkommastellen muss linear interpoliert werden:

Py (x1ly1) Py (x21y2)

» Y2 N x
1 X x 1

Abbildung 10: Lineare Interpolation, P1 = abrunden, P2 = aufrunden



* Falls beliebige Normalverteilung muss standartisiert werden: (X = Ge-
wiinschte Grenze), fiir U dann ablesen

_X-p
N g

U

* Fiir symmetrisch zu u gelegenes Intervall [ — e; pu + €]:

€
2 gzﬁ(g) -1

8.1.3 Zentraler Grenzsatz

* Folge von X1, X, ..., X, ... Zufallsvariablen:
e Hat n-te Summe: S,, = X; + Xo + ... + X,
¢ Arithmetisches Mittel: %[Xl + Xo+ ... + X,
* E(S,=E(X1)+ ..+ E(Xy)
* B(X,)=21EX)+..+EB(X,)
* Wenn stochastisch Unabhéngig:

- V(Sn) = V(X1) + ... + V(Xp)
- V(Xn) = L5V(X1) + ... + V(X,)]

* Wenn alle Zufallsvariabeln denselben Erwartungswert (1) und dieselbe Va-
rianz (02) haben:

- E(S,)=nx*xp
- V(S,) =nxo?
- E(Xn) =H
- V(Xn) = %2

* Sind die Zufallsvariabeln alle identisch N (u, o) verteilt

- Sp=N(nx*p,/n*o)

— Arithmetisches Mittel: X,, = N (u, %

Zentraler Grenzwertsatz
Gegeben sind lauter identisch verteilte und stochastisch unabhingige Zufallsvariablen

Xy, X5, alle mit demselben Erwartungswert y und derselben Varianz 2. Dann hat die
Summe

cilungsfunktion E,(u) der

7
n

Vn
konvergiert fiir n = o gegen die Vert gsfi ¢(u) der rteilung:

1 (% 1.
limFy(u) = $(u) :.—-J e dr
s var ).

Abbildung 11: Zentraler Grenzwertsatz

8.1.4 Approximation Binominalverteilung

Zentraler Grenzwertsatz kann angewendet werden: kann Verwendet werden
wenn npq > 9

mit [y = np, 0 = npq]
1

b
Pla< X <5) =3 P(X=2) % duolbt 3) — dpola—3)

8.1.5 Approximation Poissonverteilung

Zentraler Grenzwertsatz kann angewendet werden: kann Verwendet werden
wenn A > 9
mit [ =\, 0% = \]

b
Pla< X <5) =3 P(X=2) % duolb+ 3) — dpola—3)

9 11: Die Methode der kleinsten Quadrate

Optimierungsmethode zur Modellierung mathematischer Zusammenhénge in
grossen Datenmengen

9.1 Lineare Regression

Bei der linearen Regression wird ein linearer Zusammenhang zwischen den
Daten vermutet und versucht, eine optimale Gerade in die Datenmenge einzu-
passen.



Die optimale"Gerade (Ausgleichs- / Regressionsgerade), sei diejenige Gerade
fiir die die Summe der quadrieten Residuen (3", €7) am kleinsten ist. = Mi-
nimum der Summe (Methode der kleinsten Quadrate (KQM)): Erklarte Varianz
n n
Z(yz‘ —gla))* = Z(yi — i)
i=1 i=1

mit [y; = beobachtete y - Werte, {j; = prognostizierte / erklarte y-Werte]

9.1.1 Vorgehensweise

Minimum der Residualvarianz (Residuenvarianz) => Gleichung der Regressi-

onsgeraden
n

1
~9 2
== g i —ma; —d
Se = 2 (yi — mx )
Daraus folgt: 0 = § — mz — d : Greade verlduft durch den Schwerpunkt der
Punktmenge: d =y — mz

und es folgt: m = g:g = % (Kovarianz / Varianz d. x Werte)

7 £

Regressi ade
Die Regressionsgerade g(x) = mx + d mit den Parametern m und d ist die Gerade, fiir die
die Residualvarianz §.* minimal ist.
Die Regressionsgerade hat die Steigung
_ Sy
5
und den y-Achsenabschnitt
d=y—-mx
Fiir die zugehérige (minimale) Residualvarianz gilt:

B . Sa
sP=gt -

z

1y 1y
§P==Y -9 = (; xf) -7
i=1 i=1

" .

1 19\

5= G- (; yf) -5
= =1

n n

1 - 1 o

fxﬁ;z(xx*ﬂ(yriﬁ(; x(y()*x-y
= =

arithmetische Mittelwerte

Sx

mit:
Varianz der x;-Werte

Varianz. der y;-Werte

Kovarianz

Hinweis: Die Berechnung kann auch mit den korrigierten Werten s,%, s,%, s, erfolgen

Abbildung 12: Zusammenfassung Regressionsgerade
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9.1.2 Bestimmtheitsmass

Uberpriifung der Giite des Modells

Zusammenfassung Bestimmtheitsmass:
Die Totale Varianz setzt sich zusammen aus der Residualvarianz und der Varianz der
prognostizierten Werte:

§°=5"+5" bzw. s} =5 +s]
Das Bestimmtheitsmass R? beurteilt die globale Anpassungsgiite einer Regression liber den
Anteil der prognostizierten (erkldrten) Varianz 55 an der totalen Varianz sf:

=z 2 2z

L, SF . S5

R =2 baw. R? =2
S S,

¥ v

Das Bestimmtheitsmass R? stimmt iberein mit dem Quadrat des Korrelations-
koeffizienten (nach Bravais-Pearson)
- 2 2

s.
p Xy 5 3 x
R*=—— =1," baw. R2=%=
5°%s, Sx2sy,

2
Ty

Abbildung 13: Zusammenfassung Bestimmtheitsmass (Totale Varianz)

Bsp: R? = 0.75 = 75% der gesamten Varianz kann durch Regression erklart
werden, der Rest ist Zufallsstreuung

9.1.3 Residuenbetrachtung

Auch wenn Bestimmtheitsmass ~ 1 oder sehr klein, kann linearer Trend nicht
umbedingt/trotzdem gefolgert werden aus graphischer Darstellung (Residuen-
plot) / Betrachtung des Streudiagramms

Die Residuen werden dabei bezogen auf die prognostizierten y-Werte y darge-
stellt.

Auf der horizontalen Achse werden die prognostizierten y-Werte 3 und auf der
vertikalen Achse die Residuen angetragen.

Die Residuen sollten unsystematisch (d.h. zuféllig) und iiberall etwa gleich um
die horizontale Achse streuen, betragsmassig kleine Residuen sollten haufiger
sein als grosse.



160 170 180 190 &0 0 80 €0
Grosse Gewicht

Abbildung 14: Residuen-Plot Beispiel

9.2 Nichtlineares Verhalten

Auch fiir nichtlineares Verhalten konnen die im Ansatz enthaltenen Modell-
parameter mithilfe der Gauss’schen Methode der kleinsten Quadrate bestimmt
werden. Aber nicht immer sind die Schatzungen explizit darstellbar. Dies macht
den Einsatz von numerischen Verfahren zur Bestimmung der Schétzer erforder-
lich. In manchen Fillen besteht jedoch die Moglichkeit, durch eine geschickte
Transformation ein nichtlineares Regressionsmodell auf ein lineares Modell zu-
riickzufiihren.

Fiir verschiedene Funktionen ist eine Linearisierung moglich, wie z.B. fiir:

Ausgangsfunktion Transformation

y=gq-x" log(y) = log(q) + m - log(x)
y=q-m* log(y) =log(q) + log(m) - x
y=gq-e™* In(y) =In(g) +m - x
1 1
= V= Cxr V==
Y qg+m-x atmx y

y=q+m-In(x) y=q+m-U; U=In(x)

1
log (;) =log(q) + log(m) - x

Abbildung 15: Linearisierung / Transformation von nicht linearen Regression

9.3 Allgemeines Vorgehen

In manchen Fillen soll die Abhdngigkeit nicht allein von einer, sondern von
mehreren Variablen betrachtet werden. Hier ist das Vorgehen vergleichbar und
wir konnen dies als ein Problem der linearen Algebra betrachten.
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Im Folgenden st das Vorgehen fir cinen lincaren Zusammenhang beschricben.
Allgemein kann man dabei dic KQM in der Matrixdarstellung formulieren.
Gegeben sind 1 Gleichungen und wirsuchenl PuD2 e, Die

Dafiir ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem fiir (k — 1) Merkmale

Vi =Pidas + Pz + o PeeiXagen) F P+ 6
=9
.. mit den Residuen €;
Yn = PiXns + PaXinz + + + Pit¥Xne-1) + Pic + €n
=In

P Vi €

. P ¥ &

Mit den Vektoren der Parameterp = [ 7 |, derMesswerte y = [ °;* |, derResiduene = |
Pic I En

X Xz Xige-n

N N X; X; o X2(k-1;
und der Matrix der Eingangswerte X = | "7+ 3% ‘; 1)
Xt Xnz v Xnge-n) L

lautet das Gleichungssystem (*): v = Xp + ¢

Die KQM verlangt dann, den Vektor p so zu bestimmen, dass die Summe der Fehlerquadrate
TPy €7 minimal ist

Die Losung ist p= (XXX
falls (X"X) invertierbar.

Abbildung 16: Allgemeine Losung Regression

Wegen der orthogonalen Zerlegung von y in die verktoriellen Komponenten
X*p und e gilt auch hier die Quadratsummezerlegung

[y = X p|* + |ef?

10 12: Schliessende Statistik (Parameter- und Inter-
vallschatzung

Aussagen iiber Grundgesamtheit aus Stichprobe erstellen. Dafiir miissen alle
Objekte der Grundgesamtheit die gleiche Chance haben, gewahlt zu werden
(stochastisch unabhingig).

10.1 Schéitzfunktionen

Der Parameter 6 (z.B. der Mittelwert oder die Standardabweichung) charakteri-
siert die Verteilung der Grundgesamtheit. Der Wert von 6 soll geschatzt werden.

¢ @ ist selber eine Zufallsvariable (wahrer Wert)

* Schatzfunktionen fiir u = arithmetisches Mittel / Median

* Schatzfunktionen fiir o = empirische (korrigierte) Standardabweichung

* Schatzfunktionen fiir p = relative Haufigkeit



10.1.1 Optimale Schatzungsfunktion Kriterien

Definition
Eine Schitzfunktion O eines Parameters O heisst erwartungstreu, wenn gilt:

E@) =6

Gegeben sind zwei erwartungstreue Schiitzfunktionen @, und ©, desselben Parameters 8. Man
nennt 0 effizienter als 0,, falls gilt:

V(0,) <V(0;)
Eine Schitzfunktion O heisst konsistent, wenn gilt:

E(©®) >0 und V(©) >0 fir n >«

Abbildung 17: Erwartungstreu, Erwartungsgetreu, Effizient, Konsistent

Schétzfunktionen konnen entweder getestet (durch  Anschaulich-
keit/Simulation) oder konstruiert (Methode d. k. Quadrate / Maximum
Likelihood)

10.1.2 Maximum-Likelihood-Schéitzung

Siehe Tabelle, Logarithmieren damit Ableitung einfacher, dann Ableitung = 0

10.2 Vertrauensintervalle

Gesucht wird Intervall zudem man Wahrscheinlichkeit angeben kann mit der

es darin liegt.
e

e

o/

e gesucht ¢ mit ¢ =

* y [ist obere gewiinschte Prozent] ¢ = HTy (Ablesen aus Tabelle Normalver-
teilung)

. — o
e=zx =

12

| . (4) zugehirige ’ " - S
“.‘ Verteilung de‘r (2) (3) Schiitzfunktionen standardisierte S t%ﬂﬂlung u[ld “.‘] Zufallyvariablen
Grundgesamtheit | Param. Zufallsvariable beniitigte Quantile fiir Intervallgrenzen
o " . a
Normalverteilung 1 & f-p Standardnormalverteilung g, =F-c-—
1 |(Varianz a? " 2= . Z Xi = R (Tabelle 2) 14y - \:7?‘1
a/yn = z = = “—
bekannt) = v c=uymitp=—" O =Ktc o
"
Normalverteilung o1 ~ s
(Varianz o? unbe- X= n Xi X-u t-Verteilung ( Tabelle 4) g,=K-¢c-—
2 |kannt und n < 30; u ot T=- T mit f=n-1 = \gﬂ
:’_Unsll"alllr‘rmsals §% = 1 Z(X"_X)Z S/n €=t mil;chT:r SG:X+E-F
Schiitzwert fiir ) n—1 = n
= 1 i X Chi-Quadrat-Verteilung (n—1).52
n ' 52 (Tabelle 3)mit f =n =1 @, = "
3 |Normalvertetlung a? = Z=(n-1)= |g =g mitp, = =¥ 2
1 s a? 1= Z(pif) = g (n=1)-§
= - - . 14
=T Z(X‘ £ C2 = Zpy;py Mil Pp = Ty ¢ €
=1
Bernoulhi- 1 - Xa-x
Verteilung E==-> X P p Standardnormalverteilung | 8, =X —¢- J P
4 |Anteilsschitzung p ne =—_—_ L |(niherungsweisc), Tabelle 2
(mit np(1 — ) > X; 0/1-wertig mit yp(l-p)fn |, = U, mitq =12ﬁ . [g.a-1
9 PX;=1)=p sg=x+c-J -
5 |belicbig mitn = 30 | w02 wic im Fall 1 (gegebenenfalls mit 5 als Schiitewert fiir @ ) bzw. im Fall 3

Abbildung 18: Ubersicht Vertrauensinteralle, Schitzfunktionen
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