
Formelsammlung

Partielle Integration
Bei unbestimmte

· Unbestimmtes Integrali
Integrale

(a( . v(x)dx = [U() - v)) - (U(x) - v'() + c LIATE L : Logarithmische Funktion (In(x))

1 : Invense Winkelfunktion (arctam (x)
· Bestimmtes Integral: * Algebraische Funktionen (x ,

3x2 , 4x7)

1 (x- v(x)-dx = U() .v(x)(4) v()
T Trigometrische Funktionen (sin(x) , cos(x))

E : Exponentialfunklic (e")

① u(x) , v(x) definieren

② u(x) - > U(x) =D Integrieren

v(x) - > v((x) =D Ableiten

③ Formel anwenden : Dov-SU . v'dx

⑪ Integral auflösen

Substitution

· Unbestimmtes Integral:

(f(g(x))g(x) = F(g(x)) + C

· Bestimmtes Integral:
glb)

%(g(x) ·g'( = F(gle))-F(gla) =)fd
g(a)

① Mögliche Substitution finden : ⑪ Integral mit substitution :

(3x2 dx
t = 2 - 3x

- /5· d
M

② substititutio ableiten :
⑤ Integrieren :

- =- =
- 2) +2 di = +26

-

③ Ableitung noch dx lösen: Substitution einsetzen :

dx =
-1dt =

↳33x



Partialbruchzerlegung Flächeninhalt zwischen zwei kurren

a ,
b = Schnittpunkt

P(x) , q(x) =B Polynome
F

=&(f(x) - Ju(x)dx 60 = Obere kurve

X echt gebrochen unecht gebrochene fu = Unters Kurve

① Faktor falls unechtgebrochen mittels Polynamdivision
IIIIIIII .

fu
in echt gebrochen Faktor bringen

fo

② Nenner auf Nullstellen bringen : Mitternachtsformel:
Bogenlänge einer Kurve

S= + z)

- b = b2- 4ac
b f(x) L

2a

(( 1+ 5())dx
⑤ Unbestimmte koeffizienten über zerteilte Nenner :

a f

= Rotationskörper

· Mantelfläche :

① Mit dem Nenner multiplizieren:
b

A = 2./ f(x) · 1+ d() dxx- Achee

2x + y = A(x + z) + B(x -3)

⑤ X-Wählen und einsetzen von A
,
B

,
d zu

berechnen :

· Volumen :

b

X = - 7 : - 1 = - loß
V= i)f) X-Achse

Nullstellen 1 = B L f

Neuner
x = 3 To = 10 A

V= T/gy)dy = 2i) x f(x)dxy- Achse

1 = A

⑥ Integral mit berrechneten koeffizienten ausrechnen
:

· Schwerpunkt einer Fläche :

b

↑SExfdx x-hoordinale

(2-s
+(1 y

= (n((x- 31) +(((x+ 2)) +
Fläche

b

Is =

in f)dx y-hoordinate

Grenzwerte
- Bernoullie & l'hapital

· Schwerpunkt einer Fläche zwischen Zkurven :

b

f'(x)Ein (2) oder him (2) 1x f(x)
= 1

+

g(x)

xs = &/x . (80(x) - fu(x)dx x- Recordinale

g(x)
b

① Der Granzwert einigen & Schauen ab oder ( oder "O : " aus teld 5 In)Hild-to(t)dx X-Koordinal

Die Regel kann mehrmals angewendet werden

Betelegrae Eisen
· Schwerpunkteines Rotationskörper :

Bsp
1

. Anwendung Bsp : Stdx =D (fxd]
· bin=1=lin

*=(xf(x)dx ys
= 0 Rotation x-Aches

1. Anwendung
· him (sim=-

2. six)cos(i)
=

[ .cos(i) =2 ys : Tyg(3)dy xs = 0 Rotation g hes

si(x)

·himx . h(x) = [0 . (c))]-himm(x)-h = hm() =
X-To *

1.Anwendung 2. Anwendung



Uneigentliche Integrale

· 1: Unbeschränktes Integrali
N f

f

1
-

1

(8dx=fddx-
: i +

·Z : Unbeschränke Intergand (Pol-Stelle)b
E

nY

↓fdx :Addx-d 5-
kann nicht berechnet

- X ji

- 1

2

= Deshalbvono
Falls der Grenzwert des Intervall existiert

,
heisst

=hi ein( = o + =Diese
das uneigentliche Integral Konvergent, anderfalls
heisst es divergent

Reihen und Konvergenz Majorantenkriterium (Abschätzung nach oben mit konvergente Reihe)
D

Arithmetisch Geometrisch &

= Konvergent =D by = absolut konvergent

Folge an = A + (n-1)d
an = Aqu

- 1

n=1
n= 1

0xap = bk

Su = ne(+ (1)
.) Su = A .

1-q Hier grosser - konvein
Reihe 1- q

↑ k= 1 k = - 1

9470 für alle li No

Wurzelkriterium
und die Folge der Konvergiert

auch

quotienten 9 + 1

Minorantenkriterium

Konversiertdann gilt :

&

1. lima-
·

an Konvergest n1

192) = 0 =

n= 1

by =2

k= 1

Esp kleiner
grösser * D D

( : in (E) = 02 = Konvergiert -

2k + 1 2k Z
·

b.

sin = 1Divergieto
3k2 + 4k -1 342 + 44

=

3k + 4
k= 1 k = 1 k= 1

D diversiert auch

2. Limam 1
- > a divergent

u =1

Quotientenkriterium Grenzwert des Verhältnis nach folgender Reihen an fo für alle KKo

27)" - m : limb = him(
***

y = 121 = Divergiert und die Folgen der Quotienten Art konversiert dann gilt.
9k

Alternierende Reihe einer 1.
. Lim 9k+

1

21 -

*

Th KonvergentLeibnitzkriterium
Monotone Reihe

k - 36 9k k= 1

*

(-1) kam = 20
- an + an - 93

n= 1

↳
alternierende Reihe

2.a suit inan de divergent

= = konvergent

& - Divergent



Integralkriterium Konvergenzradius
· Vergleich mit einem uneigentlichen Integral ① an berausfinden

ist f(x) >0 und monoton fallend auf [m , b] dann

haben die Reiten
*

flk) und das eigentlich
r = binan Formel einsetzein

Integral9das gleich Konvergenz verhallen
1

③ radius in o einsetzen um Ränder zu
bekommen

·

H(x) =f)dx = Konvergiert limanto
⑤SG aufschreiben

k=m

1. dx-ml = - divergieht #No = (l)-En
n= 1

2S ->- Konvent ↓ ()=

Absolute kanvergenz Y = Xo - v = 1 - 1 = 0 =D - 1 - E - 5 = - - Divergiert

n = 1

↳: Konversiert

In(2) I
r =

r = 1 x0 = 1

④ Schauen ob die Ränder Konvergieren oder dirigieren

Konvergenz der Reihe mit Absolutbeträgen der Folgeglieder x
2

= X0 + v = 1 + 1 = 2 =D 1 - E + z 1 = fuh =Phonvergiert

Die Reihean heisst Konvergent = Elan) auch Konversiert Divergiert oder konvertiert :

Potenzreihe definitiv konregiert:

diversiert :

Ergänzung zu Major- und Minorantenkriterism Konvergiert : (xo - r , xo + r)
LSGi

Beispiele :

02 x 2

: DivergiertJDivergirein Geometrische Reihe

*

: Konvertiert f(x) = xk=xyn
, (x(21 = 1 + x + x3 +... + x

K=0

: konvertiert

Ableitung : i 2x 32

*:

Diversiert
e

konvertiert

: Divergiert f(x) =

0

k . xh1

=
=++

- x = o oder x = 1 =Dkonvertiert

h= 1

Potenzreihe Ableitung :
0 + 2 + 6x + 12x

6

P(x) = an(x - xo)" = an + an(x - x) + an(x - Xo)" g = (1- x)
- 2

Allg . Ableitungn =C

Yo : Entwicklungspunkt der Reihe
y" = - 2(1-x)

- -
Produktregel

Besp 6"(=
*

b) +

+ 2
= Ex =(

-
...)

P()=
alle

k= 2

PC =

0

Lyht
. 14= (x)- (x- + G dann

!



Rechnen mit Potenzen

Esp

f(x) = 1+ x + x + x3 + x! g(x) = 1- x + x - 13 + x"...

· Addition :

f(x)+ g(x) = (1 + 1) + (x - x) + (xz + xz) + (x)- x3) + (x"+ xY)

= 2 + 2xi + 2x4

· Subtraktion :

f(x) -g(x) = (1- 1) + (x + x) + (x) - xx) + (x3 + x3) + (x7xY)
= 2x + 2x3...

· Multiplikation :

f(x) - g(x) = 1+ (1 - 1(x + (1 + 1 - 1)x +...

= 1 + x2 +...

Differentation und Integration von Potenzen

f(x)= an x3
k =0

Konstante, Ableitung
D - N

~

Ableitung : 8(x) = ark . xh - 1

-

in +1(k+ 1) x
k= 1 k =0honstante -

Index verschieben

klegration : (8(x)dx=Daht

- Potenzreihen ;

- Dürfen Summandweise differenziert Integriert werden

-

Korregenzradius :

- Bleibt unverändert

- Integrations konstante :

- bestimmt man durch einselen von



Bsp
Taylorreihe

-

( - 1)k . yk

3k .p
n= 1

T: in =7

Bsp
9k+1=k ++

f(x) = (n(x) , x = 1

Ime
-

① Funktion Ableiten
② xo in Ableitung einsele Umkehrfunktion

f(x)= 1u(x) = shig =

3(h)
42

f(l) = (n(1) = 0

f(x) =* = x
-

f(l) = 1 = 1 lim3-
f(x) = -E = x 2

f"(1) = - 1

3 N

(k +1) .zh

ak =
1

f(x)= & =
2x3 f"(1) = 2 (n - 1) *

(x - 1)k (k + 1) . Jk

f()(x) = -

26=6
fl) (1) =

- 6
k =0 ab +1 = (42) . 34 +

Notiz :

T( = +(1)
. (x - 1) + 67)

.
( - 1) + f)(x - 1)" + f"()(x- 1)

~i E -E Sty
-O
1h Ch -SP.C- Geht ( - 1)"

n= 1

Restgliedabschätzung

Ru(x) = f(n +

1)(t)(x - vo)n
+ 1

(n+1)}

Esp Wie gross
ist der

Fehler
, wenn wir die

f(x) : ex = X
= 1+ . Reihe leinee ?

k =0

k

ext
Ru(x) = f(n

+1)(5) xn +=x

(n+1)

x = 1 : Ru(1) = e)
.

1n
+ 1

=3138
(n +1))

Reweitcamsle0
.
5



Differentialgleichung Überblick Lösungsansatz : Trennung der Variabeln

· Vorraussetzung :

Ordnung A) separierbar DGL

-45Dann sie "Je nach Ordnung wird

B) Autonome DGL
ein anderes Losungsverfahren

angewendet" 4) Lineare
, homogen DGL

Störfaktor

3y" + 2y' - 4g = 0 Homogenes DGL

y= f(x)-g(y)(y= si3y" + 2y' - Yg = 5x Whomogene DGL

Darstellung
↳ g(x) d = f(x)-g(y) (dxlig() 1y(d

5y" -

y
= sin(x) expliziten Darstellung Vor lösen des DGL die

y dy = - xdy IS

5y" - sin(x) =

y Impliziten Darstellung
explizite Darstellung (y dy = f(x)d+ 1)

Sy dy = -xdx
Linearitat

Ej+ G =
- yx + 4) - C

Ig" - 3y'
+ 5y = ex Linearen DGL (gig, dy = (f(i) dy

=>inJy
% ·y + X

= 5y nicht hinsaren DGL

Bsp

G
. (y) +

GF(x)
y = =m+ C

Art Gleichung Lösungssatz nach y(x) auflösen

Allg . explizite DGL y = f(x, y) -

· Die Nullstellen von gly) sind soperat zu
betrachte

Unbestimmtes
y' = f(x) Integrieren y

=(f(x)dx yo , yn , ya seien Nullstellen von g(y) .
Integral Dann sind

y
=

yo , g =

gr , y
=

yz spezielle Lösung der DGL

Separierbare
y

= f(x) + g(x) Trennung der Variabeln
DGL IBsp Freier Fall mit Luftwiderstand

Autonome
y

= g(y) Trennung der Variabeln y' = 1- yz
DGL

· autonome Dal Sie-
Lineare DGL y + yf(x) = g(x) Variation der Konstanten

inhomogen Spezielle Lösungen

1-gz = (1 - y)(t+ y) = 0 - 3
Lineare DGL

homagen y+

g
. f(x) = 0 Trennung der Variabel

Allg Lösunge

Bege dy = dx IS

Separierbare DGL Bsp /Ey + 1
y

=
+ +

y= Xay

m it f(x) = x

- In (1-y) + (n(1 + y) = 2x + C

·separienbar DGL : y = f(x) - g(y) g(y) = y
In() = 2x + let

y
= y(1- y) by

ex
= el . C

· Autonomi
y

= g(y) mit f(x) = 1 y =
(e2- 1

(e2
+

+ 1

g(y) = y(1-y)



Stabilitätsverhalten Lösungsansatz inhomogene DGL

Bsp
· Die inhomogene DGL lautet:

9=y(y - 2)(y -

5)spe y+ f(x) -

y
= g(x)

· Die allgemeine Lösung ergibt sich durch Variation

der Konstanten
· Stabili

Die spezifischen Lösungen streben
zu den spezifischen

Lösungen.

y(x) = ((g(x) . e

**
dx +c] - e

- F(x)

· Instabil: mit F(x) = (f(x)dx
Die spezifischen Lösungen

streben weg von den

Lösungen . ① Integration der homogene DGL y+ f(x) .

y = 0

durch Trennung der Variabeln
y(x) = c - e

- F(x)

hineare DGL 1
. Ordnung ② Variation der Konstanten

,
y(x) = c(x) . e

- F(x)

Die DGL heisst hinsar falls gilt : Einsetzen in inhomogene DGL c'(x) = g(x) . 2()

y(x) =

y + f(x) - y=
funktion

③ Integration von ((x) und

((g(x) . eF((dx+eF(x)

Einsetzen in die Gleichung
Homogen : für g(x) liefert

falls g(x) = 0 ist =b Trennung der Variabel

Inhomogen : Bsp /Lineare DGL 1
. Ordnung)

falls g(x)+ 0 ist =D Trennung der Konstanten

y= 4+ mit y() = 0 y+ f(x) -

y
= g(x)

Lösungsansatz Homogene DGL
Störfunktion

j- k . 3 =
Homogene #

· Die homogen Lineare DGL lautet :

yn
= 2 - e

F()
- c ,

- (n(x)
C . X

2)
=(d-ol

y= f(x)-

y
= 0 = = - f(x) -

y Störfaktor

· Die allgemeine Lösung ergibt sich durch trennung
ys = e

- F()
.(g(x).

edi Stammfunktion

der Variabeln mit : = x - (x 7

.

- m(x)dx

y(x) = c .

- F(x)
mit F(x) = (f(x)dx = x . ( .

e (ax
= x( ·1 d = +( : (4)=

#sp

= - f(x) di IS 5
:

In +

45
mit y(1) = 0

(n(y) =
- F(x) + c let

y
= 2

- F(x)

.
o =

-4

y
= ce

- F()
c = 5 =Dy = 7(x 4)



Beispiel DGL fitten
Beispiele DGL

y
= x -

y
y

= 1-

y

① Schauen ob Linear ? · Autonom ,
es taucht keine Funktion von "x" auf.

↳ Somit auch separierbar
y +

g
= X

+ g =

- y
=Es

a stay
=
a

dida s · ebenfalls linear
,
weil das

y
linear ist =b inhomagen

② In normal form fitten : y'+ f(x) -

y
= g(x) y

= x - y)

y+

y
= x f(x) = 1 = F(x) = x

· nicht separierter

normale Form : Integriert
· nicht autonom

· nicht linear y'+ 2
= x

y + f(x) -

y
= g(x)g(x)= x

↳ somit nichts davon

③ Kochrezept anwenden :

N(t) = k . W(r) · (A - N()) - - y) = y(1 - y) - yyy)dy = dx

y
= [(g(x) .

eF(dx + C].
i

F(x)

· Autonom

↳ separierbar

=((x - e dx + c] .

e · Nicht linear
,

denn wenn man es ansmultipliziert gibt
es N

=

(f)

⑦ Partielle Integration y +yz = (xy))

V = X

n =ex y + y= x y) ( - yz

y = x(yz - yz

(ex x] -Je dx = x - ex y = y)(x)- 1)

f(x) = (xz - 1)

⑤ Alles auf 344 zusammensetzen g(y) = yz

g : (xe"- e + c) - e

- x
-> Separierbar

⑥ Ausmultiplizieren

y
= x - 1 + Ce

⑦ Anfangswert einsetzen & bestimmen

y(0) =11= 0 - 1 + (
- 0

1 =- 1 + 2 (11

2 = C

⑧ (in Funktion einselgen

y
= x - 1 + 2e

- X



Enlerisches Verfahren Allgemeine Info

↑
1

= X + 1xxyz =

yo + xx. f(x0 , y0) · List von elementaren Grenzwert :

↑2 = X + 2aX yz = yn
+ xx. f(xn , yr) 1

.
lim
n-

4 = 0

Xz = Xo + 3AX yz
= yz + xx f(xz , yz)

2
. li qu = 0 für (q) 1

Bsp 3. /im
n --T = 1

Anfangswert Problem :

1
. Lim

n-= 1

2 x() = - +x y
= + +

y

x() = 1
5. 1:0(1 + 2)" = e

· X (1. 2) - c an = 1
. 7 annähern

· 4 Schritte

· Schrittweite h = 0
.

05
· Tricks

① X & Yo aus Anfangswert übernehmen
1. Ins 2n6 - n3

= Erweitern mit h
7n6+25 - 3

X(1) = 1
↳: grösste Exponent

X = 1
2

. Im 7n
- 1

+ yn
+ 2

=D Erweiternmite eine%0
= 1

72 + 5
k = kleinster exponent

② x bis xy berechnen

3 -En =D Erweitern mit+

* " (1 + 5) =D Umformen zu :

③
ye bis

yu berechnen
-sxn-x einsetzen

" ((1+ 2))" = e

f(x) =
x +

y
· 2-Zahl

ye =

yo + xxf(x) = 1 + a05) 1+ 1) = 1
· 2. 71828 · Grenzverhalten :

yn =

y1 + xxf(x ,yz) = 1 + 005(1.
1 + 1. 07) = 1

. 14
· e = 1

- lim e = 2

ys
=

yz + a x f(xy , yz) = 1+ 005)115 + 1.14) = 12
· f(x) = (n(x)

X -> D

yy =

yz + ax f(xy , ys) = 1+ 0 .05) 1
. 2 + 1. 21) = 1

. 295
- lim

· In(2") = x x
-e = 0

Fehler
· In (e

*

) = ax

Fehler = 1YEvalt-ynummerisch
· In Funktion

In (xoy) = (n(x) + mn(y)
In (2) = (n(x) - In(y)

h(x) = no Im(x)

In (*) =E In (



Ableitung &d Integration

f(x) f(x) F(x)
Ableiten :

&

g CCIR LX > sin(x)

C [X [x
- cos(x) cos(x)

r - 1

x re(r)5-13 1x
1 + 1

M

r . X r+1

- Yz = - x
2

Y =
x In (x)

- sin(x) <

2 = Ex
- z

x
= x - Integration

1 + tan(x) = coSx) tan (x) - In/cos(x)] sin(x)S
L

ex ex eX - cos(x) cos(x)
&

c .ex 2

c - X

↳e c
- sin(x)

a
In(a) - a * aX

In(a)
Bestimmte Integral

* In(x) X ((n(x) - 1)

1 loga(x) in (n(x) - 1) (f(x)dx = -(f(x) .dy

In a . X

b
1

-x
arcsin (x) X - arcsin(x)+ 1 - x2

9

- 2-x

arcos(x) X arcos(x) - 1 - x2 (f(x)dx = 0

1 arctan(x) X- arctan(x) -1 (n(1+ x)
1 + x2

(5) · Ye - 5x) (In(1-5x))"

af
Ableitungsregeln b

· Summenregel : c . f()dx = c) fild
(f(x) + g(x))) = f'(x) + g(x)

9

· Faktorregel :

(c - f(x))) = c - f(x) dx-flut]
·

Produktregal :

(f(x) - g(x) = f(x) -g(x) + f(x) -g(x)
Unbestimmtes Integral

· Quotientenregel :

() =
f(x). g(x) - f(-gl ( f(x)dx = F(x) + C

gi(x)
· Kettenregel:

(f(g(x)))) = f(g(x)) - g(x) & Auchinner
Ableitedas



Notiz :


