/éo»« A’I(C

A

AR
x = Peafbi/
N {'ﬁ g= buafhﬁrklf
E‘?Oa'mr!_—g?
- Addibown:

(E“’U""I-; ™ M"U’IZ) + //m?[héffé//’ - /.m,_/hd'r///;)
‘ SUL/m lqtfau 4
( Reolkeil, - IZ-,JMZ) + () /wy;,arh/, = Lurapercirhily )

W‘*IBEMOHG»\

%—\

( Zealfa'{l” + ¢ /ma?«'kmn{v/q) ( f(pa/é,é 7 - /ma/;ﬂﬂ"rké)

S~— 7

[ \17”/[.5['0 4

(eatiely v tragiickl, ) (ot o lnaginichs] )

(Zea/',é//z + 4'@4;«41»'{/‘@4) . ([ea/ké - 4'@67«'»1»}'//44)

= %dfe«d—

Z_1= Z—.'El_'; 41 %1';’
& Iz

- Brepo
(rrig)® e xtedagi ot (eigPs 23207 (50 -y
["""ﬂ)= 7-1-213(—72

(" —'lﬂ) $eox J'.?ky'z "'(_gk’ﬁ * ;]7)‘
(X-{:J_)(k-rl‘?‘); )(z.,.yz



Iamp/ex e éon}‘aé‘aéﬂn

z: th"} * Reoben regdin
z %/(omj}/?/um \7(“7} 3 v2, =E,x22 Relz) = %(Z-+_é_)

2D & 4
= 2 2

n
&
"
Ryl
o
T
~
<&
“
A
[N
Y
1
LY
~

¥= r-cos(8)

— kar kais e : g=x+dy B
- 9
P f v - < r 8
t=r cos(0) + ¢rn (O) © = Lkl sal@): B .5 yeroen(o)
"z pn fau (0): L
2% 1™ cos(6) ¢ " sin(0)-¢ ). 4

. ém./u&‘uf- /wﬂ/«/m

EE r'(°S(‘9)‘f 4"r:s/n/—<9)

@: rr@il['—g) 23

21 =3 (cos(45%) +i sin(45%)) 2= 2(c0s(90°) + i sin(90°))

r= |2 23.= 2cos(—40%) + i sin(~40°)) und 24 = 3 (cos(180°) +  sin(180°))
2= 'Zmlkll‘!q /mqy'wiir,é,/ ?%'}q
2l= |/ )< . L
1=V (alle) + Choagal) = )]
. A\\&u‘v\ L N
el <IN 4el Lzl = lalolag
] _ll - |2.|
22|z ) tle, 2 e[
"""" l'"""""'"""""""l'""""""'""""""'"""'T"""'""""""'""""""""""""'
' '
Mvers_ I lewr I
H Quadraw 1 | kartesische Form Polarform Eulersche Form
2 x4 : Im 1 z=a+bi z =1 (cos(p) + sin(p) i) z=re'?
'y ‘ 2. Quadrant 1. Quadrant \ a=r cos(p) r=lzl=Va + 82, ¢=arctan (L) +A
Ll Ll . y
D 4 (G"j) i P € (=90° 0°) ¥ € [0°, 90°) ' b= r sin(g) miflA — 0°, zin 1. oder 4. Quadrant
H @ € (90°, 180°) @ €[0°90°) ! 180°, =z in 2. oder 3. Quadrant
H = A=180° =>A=0 H
[Bekey? ' A
ey E ¥ € [0°, 90°) ¥ € (=90°, 0°) 1
'
' o € [180°, 270°) | € (~90°, 0°) '
I = A=180° = A a= 36" I
I
! 3. Quadrant 4. Quadrant i
Ll :
' '
. 1



Suterish,  Form

Quade Gl b |
2= r-c “f c /- e 'I/

= Grglisel Derslellrg
+ Adddiow / Sublralehon

-> 2= x= ‘.'1
D lecenr wur iw ol learlloaicela
[~ 4(.«,&?‘/;[// wrerdln

m Al Reallul :

— g~ Adan e gieirkes] E

N (- co2(8) - - xin(a) i) (rz ces(f)+ rosh(f) -4)
N CEO IS

Division

(- <os() « coosin(a) ¢) LSRR CR
(cos(e)-rosiig)-i) "

A* ‘
e ST e
1 > n n "4.'"/
e =r.e
Jrnagrindre 6 e

. “.
2= £-9 w= 44 /
Lorred gew> Y =4z
| ™~

Y e Serg =NV
N N mlh'flihnh'ow

\l/ = < 3
22159 weaq fle-q Division
Vor it Qeele- ) TR ’
tbl ka on ok wey Bws g2 (Y] 02 (26)= -2 % jz -7

el Worgele gk



Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren

%""’”/ y4 %“VJ,QM

‘ Eﬁ' we [ ki

1. Die Eigenwerte sind die Losungen der charakteristischen Gleichung:
det(A —A,) =0
Man erhélt die Losungen Ay, Ag, ..., Ap.

2. Einen zum Eigenwert \; gehorigen Eigenvektor #; erhilt man als nicht trivialen Lo-
sungsvektor des homogenen linearen Gleichungssystems:

@ Bt A-ZT, dingouale?
@ RBerechne Ak (A—'\T)

@ ”v(/"’ﬂ&’h von et (A - kl)

(A= \I,)3; = 0.

Die Losungsmenge dieses Systems ist der Eigenraum zum A;: V.

Bsp

aA 2 -
@ A-AT - (G 3K O
-4 2 g
4r 2N an 7
@ det (4-31) = [ o ;20 o 5x
»1/ z><4"‘ -1 \3

(A (A () () (520 ()

- @A)(@-/\)‘ —4)

=(3-0) (4—2/\* /\‘—1)

- (;,,\) -/\(4',\)

Definition 4.3.1. Sei A ein Eigenwert der n x n Matrix A und V) der Eigenraum zum A.

e Die Dimension von V) wird geometrische Vielfachheit von A genannt und + geschrie-
ben, also: v = dim(V}).

e Die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms
p(A) = det(A—AI,) wird algebraische Vielfachheit von A genannt und y geschrieben.

Satz 4.3.1. Die geometrische Vielfachheit von A ist stets mindestens 1 und hochstens gleich
der algebraischen Vielfachheit von A: LZL 9 £ mw

Definition 4.3.2. Die Menge der Eigenwerte einer n x n Matrix wird Spektrum genannt
und o (A) geschrieben, also:

o(A) = {\ € C| es existiert T # 0 mit AF = AT}

@ (J”\)')\(’Z»A) =0 Ao
N1z v D ooind
Il N e

Als Spektralradius, p(A), bezeichnet man den grossten Betrag aller Eigenwerte.

Satz 4.3.2. Eigenschaften der Eigenwerte und Eigenvektoren
Seien A1, ..., A\x die verschiedenen Eigenwerte der n x n Matrix A mit ihren algebraischen
Vielfachheiten p, ..., pg. Dann gilt:

‘ ER"" veletar  Viakrix

e die Anzahl k der verschiedenen Eigenwerte ist stets mindestens 1 und hochstens n:

@) Fude e gk A

@) Berecde  A- NI

1<k<n

e die Summe der algebraischen Vielfachheit ist gleich n:  pq 4+ ... 4+ pux = Zle pj=n
Lsse (A -AT) %" o

e Die Spur der Matrix A ist die Summe der Hauptdiagonalelemente von A, d.h.:

Spur(4) = a11 +as+ ...+ apy = Zuj]
j=1

Es gilt: Spur(A) = p A+ pore + ..+ ppde = Z;‘;l Bl

e Die Determinante der Matrix A ist gleich dem Produkt: det(A) = M{PAL2-. .- Ak

(5
(%)* -----------------------------------------------------------------------------
(z

T
©
1S

/
o O~

4 - Satz 4.5.1. Seien A und B ahnliche n x n Matrizen. Dann gilt:
AT
A )50 : © 1. Ihre Determinante stimmen iiberein: det(A4) = det(B).
z [¢]
2. A ist genau dann invertierbar, wenn B invertierbar ist.
1 721 |0 1 7 1[0 i isti
R <a F NS e I g iy 3. A und B haben das gleiche charakteristische Polynom.
o 4y o |0 1 50 . . -
o2 o o sdtle 4. A und B haben die gleichen Eigenwerte.

Lo/ 4
= x:(g)%l-4‘<a//j4:0
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. 5 1. Bestimmen Sie zunéchst die kartesische Form und anschliessend die Polarform der folgenden

1. U1={$€R |w1+w2=0} Zahl z € C: .
L, T3 1Td

2. Up={Z€R? |51 +22=1} 9_5i

- 2. Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen, welche die folgende quadratische Gleichung 16sen:

3. Us={T € R?|z) +x2 # 1}

22— 62+130=0

1. Ja, Uy ist ein Unterraum von R%. Wir iiberpriifen das Unterraumkriterium:

3. Bestimmen Sie die drei Losungen der Gleichung

o Seien @, #in Uy, d'h. w; +uz =0 und vy + vy = 0. Dann gilt fiir & = i + 7
3_ .
Wi+ wy = (4 v) + (2 +v2) = (w1 +u) + (01 +02) = 0+0=0, U=
1. FUr ale Kartesiscne rorm:
dh. @€l —734174 1
o Sei #in Uy. Dann gilt fiir @ = Ad: zzifﬁ(—73+l7i)(9+5i)

9-5i  |9-5i
Fwy =My My = A(vy +v2) = A-0=0, 1 1
Wy wy = vy Ay = A(vy + v2) = 5 (—657 — 85 + (—365 + 153) i) = — (742 — 2124) = —T—2i

dh. @ €Uy 92+ (-5) 106
2. Nein, U ist kein Unterraum von R2. Das kann man z.B. daran sehen, dass 0 ¢ Us.

3. Nein, U ist kein Unterraum von R2. Gegenbeispiel:

1 1
= (") cvna=Lter aerri= (2] ¢vs
1 2 1

Menge
=] (* *) eroefapert.
b 0

(2) Kliren Sie ab, ob es sich bei U um einen Unterraum von R2*? handelt.
(b) Gegeben sei weiter der Unterraum

C )

Begriinden Sie Ihre Antwort fiir jede Teilaufgabe.
2. Gegeben scien die Polynome:

Fiir die Polarform:
Der Betrag lautet: r = /(—7)2 + (—2)2 = v53. Da z im 3. Quadranten liegt, erhlt man
fir :

-2 2
p = arctan (77) + A = arctan (7) +180° = 15.94° 4 180° = 195.94°.

Daraus folgt: z = v/53 (cos(195.94°) + sin(195.94°) 7).

2. Aus der Mitternachtsformel folgt:

fig= SVIO =10 ‘W:Z}ii\’;&l::ii%:zilli.

Somit lauten die Lésungen: z; =3 + 11i und 2, =3 — 114
3. 1. Losungsweg: Die Zahl —i in der Eulerschen Form lautet =%, Es folgt: 23 = e=%0°,
Der Betrag und das Argument der Wurzeln lauten:

p Vo1 g O TR

3 —30° + k120°, mit k= 0,1,2.

Somit lauten die Wurzeln:

pola) =1, m@=c-1 und p@)=z@-1)

=3 (k=0), 2z =¢% (k=1 und z=e2"=_jk=2).
Zeigen Sie, dass B = (po(z), pa(z), pa(x)) eine Basis von P, ist.

2. Losungsweg: Die Zahl —i in der Eulerschen Form lautet €2, Es folgt: 23 = '2°,
Der Betrag und das Argument der Wurzeln lauten:
1. (a) U ist ein Unterraum von R?*2. Wir iiberpriifen das Unterraumkriterium:

o Seien Ay, Ay € U, dh: A, = | @ b und 4, = [ b2
bh 0 by 0

ArAy= [t bitba) _fa b )
bi+b 0 b0

mit a = a; +a; € R und b= by +by € R. Somit A, + A, € U fir alle Ay, Ay € U .
Die erste Bedingung ist erfiillt.

o Y=, V’k=270 +3k-360

= 90° + k120°, mit k = 0,1,2.

B Somit lauten die Wurzeln:
Dann gilt:

O (k=0), oz

b
o Sei Ay €U, dh: Ay = (:‘ ‘). Dann gilt fiir alle A € R:
.0

My =2 Aay Aby _ (e b )
Ab 0 b 0
mit a = Aa; € R und b= Ab; € R. Somit AA, € U fiir alle A, € U und alle A € R.

Die zweite Bedingung ist erfiillt.
Laut dem Unterraumkriterium ist U ein Unterraum von R2X2,

(b) Nein, denn die Matrix A = (0 °) ist in V, aber nicht in U (die Gegendiagonalele-
10
mente sind ungleich).
2. Da dim(P;) = 3 enthilt cine Basis von P drei linear unabhiingige Polynome.

Wir bestimmen, ob po(z), py (z) und ps(x) linear unabhiingig sind. Aus

Aopo() + Mp1(2) + Aapa() = 0 Ao + Mz — Ay + Aga? — Aoz =0

& Ma? + (M = A) T+ Ao — A =0, fiiralle z € R

folgt das lineare Gleichungssystem:

94) P:(::;) (4_4A)’ -17 e

a0 2



