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Optimierungsprobleme & Lineare Programme

Allgemeines Optimierungsproblem

o Alligemeines Optimierungsproblem:
ale mewve- Nanapten-

II: min{f(z)|z € S}, wobei S CR" -l enar Velﬁg

b b Lm\pwwde
o Entscheidungsvariablen: & = (21,22,...,2,) e R"
o zulassige Menge: @ vv&"‘e‘l \on %\A\a&@%@”\ l’OS’U\MeJ?/”
o Zielfunktion: A5~ te)\,{w\won
o zuldssige Losung: zeS ’UA\OSS‘S’Q L_ngw\\g-@’\

o optimale Lésung: das b&s1 G
e G UL faniion

x” € Ssodass [(x*) < f(x) firalle x € S
Ls e Lieipeles gyt es vaond

o Optimum, optimaler Zielfunktionswert: [(x")

Variablen definieren
Parameter definieren
Zielfunktion definieren
Nebenbedingungen definieren

Beispiel Transportproblem:

Firma XY produziert in Basel und Zirich ein bestimmtes Produkt. An einem
Tag werden 14 Tonnen in Baselund 16 Tonnen in Zurich produziert. Die Firma
hat drei Abnehmer, die sich in Luzern, Chur und Winterthur befinden. Der
tagliche Bedarf der Abnehmer ist 9 Tonnen fur Luzern, 10 Tonnen fir Chur und
11 Tonnen fur Winterthur.

Pobd=

Firma XY mochte ihre Transportkosten minimieren, deshalb hat sie die
Transportpreise pro Tonne auf allen Verbindungen erhoben. Die Ergebnisse
sind in folgender Tabelle zusammen getragen.
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Luzern Chur Winterthur
Basel 11 4 5
Zurich 5 4 7

Wie soll die Firma XY ihre taglichen Transporte planen, damit die taglichen
Transportkosten so klein wie moglich sind?
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Definition: Lineare Funktion & Lineare Programm (LP)

Definition: Lineare Funktion

Eine Funktion f : R" — R heisst linear, falls f(x) = a'z, wobei
a € R".

Definition: Lineare Nebenbedingung

Eine Nebenbedingung heisst linear, falls sie eine der folgenden
Formen hat

°o f(x)<p
o f(m) 2 [)’
° flx)=5

wobei f eine lineare Funktion ist und 3 € R.

Definition: Lineares Programm (LP)

Das Problem der Minimierung/Maximierung einer linearen
Funktion, so dass eine endliche Anzahl von linearen
Nebenbedingungen erfiillt ist, heisst lineares Programm.

Beispiel Zuordnungsproblem:

Firma WaterTech hat 4 Jobs zu vergeben. Diese sollen von 4 Mitarbeitern
ausgefuhrt werden. Aus Erfahrung weiss die Firma, wie lange ein bestimmter
Mitarbeiter fur einen bestimmten Job braucht. Diese Informationen sind in
folgender Tabelle aufgefuhrt.

MA/Job |1 2 3 4
1 3 5 1 7
2 8 2 2 4
3 2 1 6 8
4 8 3 3 2
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Zusatzlich soll gelten:

e Jedem MA soll genau ein Job zugewiesen werden
e JederJob soll genau einem MA zugewiesen werden

Wie sollen die Jobs den einzelnen MA zugeteilt werden, damit die Gesamtzeit,
die fur die Ausfuhrung der Jobs notwendig ist, minimal wird?

2i8funtho

/

e ) (S F N
besoneiot hiel fun kAon

max{c'z| Az < b, x > 0}

Standardform

Kanonische gVifimiertngsform

min{c'xz | Az > b, x > 0}
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@ Ungleichung < zu Ungleichung >:
a'r<b & —a'z>-b
@ Gleichung zu Ungleichungen:
a'z=b — a'z<b a'xz>b
@ Ungleichungen zu Gleichungen:
a'z<b — aTac+8=b, s>0
aTazzb — aT:c—SZb, s>0
@ Nichpositive Variable zur nichtnegativen Variable:

xjgo - 4 x_j::—xj,x_jZO
@ Freie Variable zu nichtnegativen Variablen:
 fret R s
xj frei — Tj=1 —%;, T, >0

Ergdnzungen zu den Transformationen:

e s:slack variable, dt: Schluckvariabel, s ist unbekannt

e NB: Nicht positive Variabel in —»- —1Vorzeichenwechsel

o freieVariabel:x € R,x; = x1 — Xxy; X1,%, =0

e ZF:Von min zu max (& vice versa) — - —1 (Vorzeichenwechsel)
o lllGleichung zu Ungleichung ergibt 2 Ungleichungen !

Beispiel Umformung

moax {cTx t A X =b X20% \Smmota\d\co(m
mox §cTx : A X £b;X208 km Mo\x\menmg&ferm

) HALWA LS, § A8
W\AV\SCTXfo >b, X208 ron. MuWihwke f]%
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Definition: Polyeder

Definition
Ein Polyeder P C R" ist ein Durchschnitt von endlich vielen
Halbraumen, d.h. P = {x € R"| Az < b}.

r1+ry — max
—r1+2r5 < 8
201 +x2 < 14
21 —xy < 10
T, z2 > 0
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Optimale Losung

Definition

Ein LP heisst zuldssig, falls P # (), d.h. es gibt eine zulassige

Losung).

Ein LP heisst unzuldssig, falls P = (), d.h. es gibt keine zulassige

Losung.

Ein LP heisst unbeschrankt, falls es fir jede Zahl a € R eine
zulissige Losung @ € P gibt mit ¢' 2® > « (im Fall einer

Maximierung).

Zulassige Optimale Lésungen Grafisch

Lésungen

Zulassig e exakt 1 optimale Losung e 1 Eckeim Polyeder

e ooviele optimale Losungen |e Mind. 2 Ecken oder

-> keine optimalen Seite im Polyeder
Lésungen

Unzulassig e Keine optimalen Losungen |e Leere Menge

Unbeschrankt |e  Keine optimale Losung o /

Ergdnzungen:

e Jede optimale Losung ist eine zulassige Losung.

e Nichtjede zuldssige Losung ist optimal.

Losbarkeit von LP

Satz

Jedes LP erfiillt genau eine der folgenden Moglichkeiten:

@ Das LP ist unzulassig
Das LP ist unbeschrankt

°
@ Das LP besitzt genau eine optimale Losung
°

Das LP besitzt unendlich viele optimale Losungen
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Es sei ein LP mit der zulassigen Menge P gegeben. Zusatzlich
gelte Folgendes:

(i) Das Polyeder P besitzt mindestens eine Ecke
(i) Das LP besitzt mindestens eine optimale Losung

Dann ist mindestens eine Ecke des Polyeders P optimal.
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Simplex-Methode

Voraussetzungen:

e Gultiges Simplex-Tableau
o Rechte Seite mussb > 0
o Alle Spalten der Einheitsmatrix vorhanden - Basisvariablen
(B), Rest: Nichtbasisvariablen (NB)
» Basisvariabel = b (rechte Seite)
» Nichtbasisvariabel =0

o Pivotspalte: kleinster negativer Koeffizient in Zielfunktion

rechte Seite (b)
Pivotspaltenelement
o Pivotelement: Schnittpunkt von Pivotzeile &-spalte

e Optimales Simplex Tableau
o z-Zeile = Alle Eintrage unter NB
o z-Zeile = Eintrage unter min. NB
optimale Lésung
e Unbeschranktes LP
o Negativer Koeffizient in z-Zeile ohne PE (da PE < 0) 2
unbeschrankt

o Pivotzeile: kleinster Quotient 2 Quotient =

> 0> 1 optimale Losung
< 0 -> unendlichviele

Von gegebener Form in Standardform umformen
Tabelle erstellen
Tabelle einfullen
Pivot-Spalte (PS) identifizieren (kleinster Koeffizient)
Pivot-Zeile (PZ) identifizieren (kleinster Quotient)

a. !lignoriere alle Quotienten = negativ oder 0
Pivot-Element (PE) bestimmen (Schnittpunkt PS & PZ)
7. PZ mit Konstante multiplizieren sodass PE =1

I S

o
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8. Ubrige Zeile multiplizieren mit Vielfachen der Pivotzeile damit
Element in Pivot-Spalte =0
9. Fertig wenn Koeffizienten in z-Zeile >0 (nicht-negativ)

Beispiel Simplex Tableau
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Zwei-Phasen-Methode

Startbedingungen:

e |LPin Maximierungsform mit nicht negativen Variablen (x) & - rechten
Seiten (b)
e Neue Variablen
o Schlupfvariablen - Standardform
o Jede Gleichung ohne Schlupfvariable = kinstliche Variable

Originale NB | Neue Variablen

+ s (schlupf)

+vy (kunstliche)

-s +y (- schlupf + kunstliche)

VI IA

e Zielfunktion (erste Phase)
o Minimiere die Summe aller kunstlichen Variablen
o Negative kunstliche Variablen maximieren
e Erste Phase:
o Kinstliche Zielfunktion (w) = 0 = zulassig
o Kinstliche Zielfunktion w # 0 2 unzulassig

Sei das LP
max{c' x| Az = b,z > 0} (1)
gegeben, wobei b > 0. Weiter betrachten wir das LP
min{l'y| Az +y =bxz >0,y >0} (2)

Dann gilt:
o Das LP (2) besitzt eine optimale Ldsung.

o Das LP(1) besitzt eine zuldssige Lésung <= der optimale
Zielfunktionswert von (2) ist Null.
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Beispiel Zwei-Phasen-Methode:
gels*F’\el:
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Basislosung

Satz

Wenn alle Koeffizienten in der z—Zeile eines giiltigen
Simplex-Tableaus nichtnegativ sind, d.h. wenn

cL AR AN — ¢l >0,

S . Ag'b\
dann ist die zulassige Basislosung 0 optimal.

Beispiel Basislosung:

C - Ca 2 N [ A
VB = 422 W 2,48 /;LO;Z\O;O‘)T

. O @ b I L VLA G
(S5 € ) O ) Jd

=7 ) € § x=\2,0,0,1)" 2
X, 4 Dy, Xy =k 48 = §2.3% X=(0,2,0,0)T 7
Aigz > oy A
s)R Co,4? C{n. 9,0, 0)
/ ¢ x= 0)“4)¥) /
Xay ¥a ) X3 ) Xy 20 b)R =3, e
) 3 6)R 3, U2 X:(O;O;I")L‘T\ 2
3
Ag= L4 5
2 )

Dualitat linearer Programme

(P) LP in kanonischer Form = (D) LP in kanonischer Form

Primal-duales Paar:

cf'r — max bl'y

— min
(P) Az < b (D) ATy > ¢
z > 0 y > 0

http://www.orklaert.de/dualitaet.php
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Dual zu dual = primal

Gegeben sei das primal-duale Paar (P)-(D) in kanonischer Form.
Das duale Problem zu (D) ist (P).

LP in Standardform = in duales Problem

Primal-duales Paar:

CTLE — max

(P1) Az b
T 0

Vom Primalproblem zum Dualproblem II:

by — min
(D1) A"y >

C

AV

max — min

Zielfunktionsvektor < Vektor der rechten Seite
Vektor der rechten Seite < Zielfunktionsvektor

A TN AT

Nebenbedingung " <" > Variable > 0
Nebenbedingung " =" o freie Variable
Nebenbedingung " >" o Variable < 0

Variable > 0 < Nebenbedingung " >"
freie Variable > Nebenbedingung " ="
Variable < 0 - Nebenbedingung " <"
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Beispiel Dualitat

(P) kan. Form - (D) kan. Form:

\on ablen
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Von Standardform (P) zu (D):

(¢) Das LP in der Standardform lautet

vVl

Das dazu duale LP ist gegeben durch
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Schwache Dualitat

Gegeben sei das primal-duale Paar (P)-(D) in kanonischer Form.
Sei z* zuldssig in (P) und sei y* zuldssig in (D). Dann gilt:

Tz < by~
e x*zuldssigin (P), y* zuldssigin (D) & cTx* = bTy* dann folgt dass
o x*optimalin (P)
o y*optimalin (D)

Starke Dualitat

Wenn das primale Problem eine optimale Losung besitzt, so hat
auch das duale Problem eine optimale Losung; die optimalen
Zielfunktionswerte stimmen iiberein.

Primal-duales Paar:

T

c'r — max b’y — min
rT+s = -t = ¢
(P2) A b (D2) ATy
i = () y,t > 0

Rebecca Nauli
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Satz iiber komplementaren Schlupf

Sei (z*,s*) eine zuldssige Losung von (P2) und (y*,t*) eine
zulassige Losung von (D2). Dann sind diese zulassigen Losungen
optimal genau dann, wenn

xjt; = 0 fiiralle j und
yis; = 0 firalle .
Beispiel Komplementaritat
Qhx, + 20X, + Qxg — mox
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Ganzzahlige lineare Programme

Lineares Programm

max{cTx|x € P} mit P = {x € R"|Ax < b}

Ganzzahliges lineares Programm = Integer Linear Program (ILP)
e Ganzzahlige Variablen modellieren typischerweise Anzahlvon
unteilbaren Objekten

max{cTx|x € PNZ"}mit P = {x € R"|4Ax < b}

Optimal solution c
o o0 %o o \<

(@)
- Integer vectors

/

ANy

X,

X

Binares lineares Programm = Binary Linear Program
e Ja/Nein-Entscheidungen durch binare Variablen modelliert

max{c’x|x € P n {0,1}*} mit P = {x € R"|Ax < b}

Gemischt-ganzzahliges lineares Programm = Mixed Integer Linear Program

Mindestens eine Variable darf nur ganzzahlige Werte annehmen
Beispiel:

e xi:ganzzahlig

o x,:kannreelle Werte annehmen

o Komplexitat: ganzzahlige lineare Programme gehdren zur am
schwierigsten l6sbaren Problemklasse
o NP: vollstandig: nur exponentielle Algorithmen bekannt
o Im Gegensatz zu «klassischen» LPs, die polynomiell losbar
sind

Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

Relaxierung von Optimierungsproblemen

Relaxierung des Optimierungsproblems
max{f(x)|x € S}

durch Vergrosserung des Losungsraum: ersetze S durch
S', sodass S € S’ gilt.

Sei S C S'. Dann gilt:
max{f(z) |z € S} < max{f(x)|x S}

Definition: Relaxierung eines Optimierungsproblems

Es sei das Optimierungsproblem II : max{f(x)|x € S} gegeben.
Das Optimierungsproblem II' : max{f(x)|x € S’} ist eine
Relaxierung von II falls gilt S C S’

ILP: [T: max{cTx| Ax < b,x €Z"} > S
LP-Relaxierung: TP max{cTx| Ax < b} - S’
Binares LP: [T: max{cTx|Ax < b,x € {0,1}*} > S
LP-Relaxierung: M max{cTx|Ax < bh,0<x <1} > S’

=>» Im Falle einer Maximierung liefert die LP-Relaxierung eine obere
Schranke fur den optimalen Zielfunktionswert des ILPs.

11
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Beispiel: Knapsack-Problem

Eine Firma mochte b Franken in eine Auswahl von n Projekten
investieren. Jedes Projekt i (i = 1,...,n) bendtigt eine Investition
in der Hohe a; Franken und verspricht einen Gewinn von ¢;
Franken. Wie soll investiert werden, damit der Gewinn maximal

wird?
ot | lnvesinon | GENIAn
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Beispiel: Plant Location Problem

Ein Zulieferer versorgt n Stadte. In jeder Stadt kann ein Lager
betrieben werden. Fiir jede Stadt i betragen die jahrlichen
Fixkosten fiir die Betreibung des Lagers f;; wenn von diesem Lager
ein Kunde in der Stadt j versorgt wird, kostet das c;;. Wo sollen
Lager betrieben werden, damit die Kosten minimal werden?
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Z
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° Xi:} é\/'l
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Branch-and-Bound Methode

Branch-and-Bound (B&B) ist eine allgemeine Methode zum Losen von
Optimierungsproblemen (nicht auf ILPs beschrankt).

1. Losungsraum in kleinere Mengen iterativ aufteilen = Branch
2. Injedem Subproblem

a. Berechne obere Schranke z.B. mit Relaxierung = Bound
b. Bestimme zulassige Losung = untere Schrank = Bound
3. Nutze diese Schrankeninfo zum «wegschneiden» von gewissen

Subproblemen

a. Z.B.falls die obere Schranke von Knoten 2 (xV/zY) <als

untere Schranke von Knoten 1 (x*/z%) = Knoten 2
wegschneiden

[1° = max{f(x):x e S°}

Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

In jedem Subproblem (Knoten) suche eine optimale Losung der LP-
Relaxierung.

Aufstellung des LPs mit ZFW & NB
2. LP-Relaxierung aufstellen
3. Erster Knoten ausrechnen
a. xY &zV aufstellen und ausrechnen - beginne mit
ganzzahligen Zahlen von links nach rechts
b. xY & zY aufstellen und ausrechnen = nicht ganzzahlige Zahl
abrunden - erster Kandidat flr optimale Losung

4. Danach wird dasjenige x, welches gebrochen ist auf- bzw.
abgerundet. Dies ergibt 2 neue Knoten. Begonnen wird mit dem
Knoten der aufgerundet wird.

5. Die Knoten werden wieder nach dem vorherigen Prinzip (Schritt 3)
ausgerechnet. 2 Zuerst fixierte Komponente, dann wieder links nach
rechts.

a. Nicht-Ganzzahlig: Falls z¥ < z{ - Knoten fertig, nicht weiter
verfolgen
b. Nicht-Ganzzahlig & Kandidat: z% < Z%,leidaté Knoten fertig
c. Nicht-Ganzzahlig & keine der obenen Bedingungen - weiter
branchen
d. Ganzzahlig: Falls zt = zY - Lésungskandidat fiir Optimum
6. So lange weiter branchen bis alle Knoten fertig sind.
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Beispiel: Knapsack
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Beispiel Branch & Bound (B&B)
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Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

Optimierungen in Graphen

. . . Ziel: kurzester oder langster Weg finden
Optimale Wege in allgemeinen Graphen & &

Definitionen .
=>» Voraussetzung optimaler Weg:
o Kurzester Weg: keine negativen Zyklen
Beispiel:
Gra ph: G = (V, E) Lange eines kirzesten Weges
von v nach w ist nicht definiert (-00)
Knotenmenge: vV
Negativer Zyklus der Lange -1
Kantenmenge: E B ) .
o Langste Wege: keine positiven Zyklen
Kanten: e €EE
"One-To-All": Kiirzeste Wege: Léngste Wege:
Gewicht: de a) Keine Zyklen Algorithmus (Top. Sortierung) | Algorithmus (Top. Sortierung)
Gewichte beliebig Aufwand: O(m) Aufwand: O(m)
Grad: b1) Zyklen erlaubt Algorithmus von Dijkstra (Problem nicht definiert, falls
* Gewichte >0 Aufwand: O(n?) positive Zyklen vorhanden)
b2) Zyklen erlaubt (Problem nicht definiert, falls Algorithmus von Dijkstra
Gewichte <0 negative Zyklen vorhanden) Aufwand: O(n?)
Bem: Selten in der Bem: Gewichte invertieren und
Praxis kirzesten Weg suchen.
Gra ph . G = (V' E) c) Zyklen erlaubt Algorithmus von Bellman-Ford Algorithmus von Bellman-Ford
Gewichte beliebig | Aufwand: O(n-m) Aufwand: O(n-m)
Knotenmen ge : vV Bem: Erkennt negative Zyklen. Bem: Erkennt positive Zyklen.
"All-To-All": Kiirzeste Wege: Léngste Wege:
. d) Zyklen erlaubt Algorithmus von Floyd-Warshall | Algorithmus von Floyd-Warshall
Bogen menge' E Gewichte beliebig | Aufwand: O(n?) Aufwand: O(nd)
Bem: Erkennt negative Zyklen. Bem: Erkennt positive Zyklen.
Bogen: e €EE
Beispiel flir Graphenalgorithmen:
Gewicht: de o Problemgrosse: Anzahl Knoten n=100, Anzahl Kanten m=1000.
Polynomialer Aufwand (d.h. ., effizient losbar")
Grad: o O(m): Anzahl Rechenschritte in Grossenordung m=1000

=>» Lange eines Weges = Summe der Langen der Kanten

o O(n?): Anzahl Rechenschritte in Grossenordnung #°=10'000

o Ofn'm): Anzahl Rechenschritte in Grossenordnung n-m =100'000
o O(n’): Anzahl Rechenschritte in Gréssenordnung 7°=1'000'000
Exponentieller Aufwand (d.h. . nicht effizient l6sbar"):

o O(10"): Anzahl Rechenschritte in Gréssenordnung 10 #=10'% 111
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Beispiel Algorithmus von Dijkstra

Problemvariante: »one-to-all“
Vor tzung: wicht > ispiel:
oraussetzung Gewichted, = 0 Beispiel: Startknoten s = 3
Vorgehen
<= [nitialisierung
Vorgehen: S : Knoten ()
1. Beginne mit S = {s5}. Berechne ,,die kiirzesten Wege von s aus S hinaus* 0

(d.h. kiirzeste Wege mit Zwischenknoten aus S, Langen/,).
2. Wihle den , kiirzesten Weg hinaus* (d.h. den ,,néhesten** Knoten w ausserhalb S)
3. Fiige w zu S hinzu: S =S U {w/.

4. Updatiere von w aus die ,.kiirzesten Wege von s aus S hinaus*: Do
Firallev € V—Smit wyv) € E: Wenn /,> [ +d,, dann [ =1 +d,, : L5

5. Usw. _daer ang & /Ev S:KnotenO

ly -
S e S
Gy 77'1 ©! '® (w—Q)

! - pred, =u
) 2 @0
.../.
. ®
1 2 5
Initialisierung: Tpredlecasa( (vor @M@*O)
g, I =0, (pred, :=5) noen wict in opf Menge . < Iteration 8
FORALL G 7'~ (s} DO —ﬁz
IF (s,v) € E THEN [, :=dg (pred, :=s)
ELSEli= (pred, = D) rict veundon
WHILE S =7V DO r virmoan viowett Zand

Bestimme w € V'—S sodass [, =min{/,:ve V-S§};
S:=Su {w} = fove Enoten gerv
' Mia ot
FORALLv e V-S WITH wyv) € E DO fur &@ngg V@&m\&a’ ey oot 8
IF lv> lw il d\w THEN lv = lw + dwv (p dv= W) . . .
ObeCef AW\ orgetren gurehh L%\IQT&OV\&%( (S e W
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Problemvariante: »all-to-all“

Voraussetzung: keine

Algorithmus von Floyd-Warshall:
Initialisierung:

¢ Numeriere die Knoten von 1 bis n.
Fiir jedes Paar (7, j), 1 £1i, j <n, setze:

d, Jalls (i,j)eE

i falls (i,))eE

l; =< falls (i, j)eEE und l?‘—‘_]1 v; =1 falls (i,j))¢E und i#j

0 Jalls i=j Verbiveluns i falls i=j
Iterationen: Withd; Yoviimsest

Fiir alle Zwischenknoten & = 1,2,...n, fiihre aus:
o Fiirjedes Paar (i, /), | <i j<n,miti=Fk j=+k, setze:

k-1 k-1 Vﬁ; Fmv;c 1 e r@(—acl/\
I falls I+ 21 Vi Jalls I+ 1 =1
I +l,g. sonst l Vfg_l sonst
TUCamIn AcCetrder ] >
A sy BSRNF ol 27
Beispiel Algorithmus von Floyd-Warshall
1 2 3 4
1
2
3
4
Distanzmatrix (d, )
Initialisierung: - o gom 2ty W ool tefmfion O
wey 0 Matrix (7j,v)) &
T 1 Erlaubte Zwischenknoten { }
[CAD : (124’ 24)

li? Lénge eines KW von i
vor janggl W\V\‘L" nach

o 4 .
kg’ v; Vorginger von j auf

KW von 7 nach j

Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

Matrix

]
vy

@y k=1

(];2,1’;2)
11
(34: 34) (].,:Vg)

(]3145";4)

2 el evw'mdcw@e\/\

Ly=1)+01)=4+4=8 da I +I,, —8<l° =
Vi =vh =1 da I +1I), <1,

h=ba =2 da fhy m 44620, =

Vi, =V, =3 da I+ 212,

k=1: Erlaubte Zwischenknoten {1}
l;, Linge eines KW von i nach j
v;. Vorginger von j auf KW

Identifikation eines kiirzesten Weges in der Resultat-Matrix (/;,v;)

Kiirzester Weg von 2 nach 1:

KW hat die Léange 3.*—\

- Der Vorgéinger von 1 (Endknoten) «|
(KW von 2 nach 1) ist 4;

- Der Vorgénger von 4
(KW von 2 nach 4) ist 2.

- 2 ist der Startknoten: Stop.

= Kiirzester Weg: 2 -4 — 1
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Optimale Wege in azyklischen Graphen

Problemvariante: «one-to-all»
Voraussetzung: keine Zyklen

Algorithmus: Lingste Wege in azyklischen Graphen

Imnahszerung (Annahme: s hat keine Vorgdnger):
—{s} 1.=0, (pred, =)
FORALL v e V—s DO.1I ;:==-e (pred, =)

Uyt c«\agenrbamf knoten
Iterationen:

WHILE § =V DO
Bestimme v € V—§ so dass v keine Vorgéinger hat in G/T7-S].
S=5u {v}
Setze I, = max {1, + d,.. u ist Vorgdnger von v} (pred, :=u*)

uvt

Bemerkungen:

. G/[V-S] ist der resultierende Graph, wenn die Knoten von S entfernt werden.
. u* ist derjenige Vorginger, welcher das Maximum ergibt.

* Beachte: Wegen Topol. Reihenfolge sind alle /, schon berechnet fiir u € S.

L]

Zur Annahme: Falls s Vorgéinger hat in G, entferne zuerst alle ,,Vorfahren von s.

Vorgehen

1. Topologische Sortierung — Knoten 1
2. Alle Vorganger vergleichen
3. Wege zusammenzahlen
a. Langster/Kurzester Weg bleibt stehen
4. Topologische Sortierung — Knoten 2

Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

Topologische Sortierung:

¢ Jeder azyklische Graph hat eine Topologische Sortierung:
Die Knoten kénnen so von I bis # numeriert werden, dass gilt:

Rogen
Wenn (i,j) € E, dann ist i <.

2 3 4 Topologische
Sortierung

Non lAVLks nach  rechig
duo”~ e Pfelte V.&omr,

Prinzipielles Vorgehen zur Bestimmung einer Topologischen Sortierung:

1. Wihle einen Knoten v, der keine Vorginger hat und gebe ihm die nichste
Nummer. (Beachte: v existiert immer, wenn keine Zyklen vorhanden!)

2. Entferne Knoten v (mit seinen Bogen) und gehe zu Schritt 1.

Beispiel Algorithmus von Topologischer Sortierung

Beispiel:

18
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® Problem: Kiirzester Weg von Quelle s nach Senke ¢ in gerichtetem s-#-Graphen
G = (V, E) mit positiven Bogengewichten ¢, >0, (v,w)eE

min ) ¢,x, 0)
(v,w)eE

vV=_s

X i— z X, =10 velV —{s,t} "Flow Balance" (1)
wel:i(v,w)ekE uel(u,v)eE

=1 v=t
0<x, <1 (v,w)eE "Binary Conditions" 2)
x,,, integer (vyw)eE "Integer Conditions" 3)

* Esgilt:

Jede Losung xe Rl von (1)...(3) ist Inzidenzvektor einer Bogenmenge S*eE, welche
in einen s-#-Pfad und eine Menge von Zyklen zerlegt werden kann.
Die "Umkehrung" gilt ebenfalls.
* Da alle Gewichte positiv sind, entspricht eine optimale Losung des ILP (0)...(3)
somit einem (minimalen) s-t-Pfad. (Warum?)

* Es kann gezeigt werden:
* Das durch (1)...(2) definierte Polyeder P ist "ganzzahlig". d.h. alle seine
Eckpunkte sind ganzzahlig:

P={xeR¥ :x erfillt (1)...2)}

* Somit kann die Ganzzahligkeitsforderung (3) weggelassen werden und das
Wegproblem kann als LP (0)...(2) gelost werden.

* Das Polyeder P ist also die konvexe Hillle aller Inzidenzvektoren
xe{0,1}E, die einer Kantenmenge S E entsprechen, welche in einen s--
Pfad und eine Menge von Zyklen zerlegt werden kann.
* Das LP (0)...(2) gehort zur Klasse der sogenannten Flussprobleme.

* Flussprobleme bilden einen wichtigen Bereich der Kombinatorischen
Optimierung und haben viele praktische Anwendungen.

Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

Optimale Zyklen — Traveling Salesman Problem (TSP)

e Das TSP (d.h. die Bestimmung eines Hamiltonschen
Zyklus minimaler Lange) ist - ausser in Spezialféllen -
ein ,,schwieriges* (,,NP-vollstindiges*) Problem, d.h. es
sind keine Algorithmen mit polynomialem Losungs-
aufwand bekannt.

o  Sogar das Problem, festzustellen, ob ein Graph einen Hamiltonschen Zyklus
besitzt, ist schon NP-vollstindig!

e Aus diesem Grunde wurden schon frith zahlreiche
Heuristiken fiir das TSP entwickelt.

e Einige klassische Heuristiken (mit gewissen allgemeinen
Eigenschaften) werden im folgenden besprochen.

Nearest Neighbor

Initialisierung:

Wihle einen Startknoten v.

i(l)y=v; S={v}; k:=1; (*Ssinddieschon besuchten Knoten *)
Iterationen:

WHILE S #V DO (*d.h. solange nicht alle Knoten besucht sind *)
Ausgehend vom letzten besuchten Knoten i(k), bestimme einen
unbesuchten Knoten j € V-S, welcher am néihesten von i(k) ist, d.h.

di,; =min {dy, - (i(k),v) € E}
ik+1):=j5 S=SU{j}; k=k+1,
Finalisierung:
Schliesse den Weg i(1), ..., i(n) mit der Kante (i(#n), i(1)) zu einer Tour.
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Beispiel Nearest Neighbor

(Startknoten ist 4.)
Reihenfolge, in welcher die

Knoten besucht werden:
4,2,6,53,1

",
L
.
.
.
.

Initialisierung:
Wihle zwei Knoten v und w und starte mit der ,, Teiltour v, w;, v.

(* Wihle v und w beispielsweise so, dass d,,, minimal ist. *)
iN)=v; i2Q)==w; S={vyw};, k:=2;

Iterationen:
WHILE S#V DO
(a) Bestimme einen geeigneten Knoten j € V-S ausserhalb der
Teiltour i(1), ..., i(k), i(1).
(b) Fiige den Knoten j an geeigneter Stelle in die Teiltour ein,
woraus eine neue Teiltour i(1), ..., i(k+1), i(1) resultiert.
S=Su{}; k=k+1;

®  Je nach Wahl des einzufiigenden Knotens j in (a) und der Einfligestelle
in (b) existieren verschiedene Versionen der ,,Insertion” Heuristik.

®  Definiere die Distanz eines Knotens j € V-S (ausserhalb der Teiltour)
zur Teiltour i(1), ..., i(k), i(1) als dist(j) -= min {d,,, . : r=1,...k}.

1

Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

Nearest Insertion (B1)

(a) Wahl des einzufiigenden Knotens j: minimale Distanz zur Teiltour, d.h.
dist(/) = min {dist(v): v € V-S}
(b) Wahl der Einfiigestelle: siche unten.

Beispiel Nearest Insertion

Distanz
6

Zwischen 1 und 5:

5+4-7=2 .3
Zwischen 5 und 6:
540w-3=w .
Zwischen 6 und 1; T @
4+w0—-4=w ."4

Anderung der Tourlinge:
Zwischen 3 und 4: 8+4-5=7
Zwischen 4 und 1: 4+8-9=3
Zwischen 1 und 6: 8+6-4=10
Zwischen 6 und 5: 6+7-3=10
Zwischen 5 und 3: 74+8-5=10

Resultat: Tour der Lange 29
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Farthest Insertion (B2)

(a) Wahl des einzufiigenden Knotens j: maximale Distanz zur Teiltour, d.h.
dist(y) = max {dist(v): v € V-S}
(b) Wahl der Einfiigestelle: siche unten.

Wahl der Einfiigestelle fiir die Versionen B1) und B2):

®*  Seien p und g zwei aufeinanderfolgende Knoten der Teiltour, d.h.
p =1i(r)und g = i(r+1) fiir ein gewisses 1 <r <k.

®*  Wenn der Knoten j zwischen p und ¢ in die Teiltour eingefiigt wird,

verdndert sich die Linge der Teiltour um A(j.p.q)=d,;+d, -d,,

®*  Der Knotenj wird an der besten Stelle p*, ¢* in die Teiltour eingefiigt,
d.h. so dass die Verdnderung A(j,p,q) minimal ist:

A(Gp*q* =min {A(jp,q): p=i(r), g=i(r+1)firein 1 <r<k}

Cheapest Insertion (B3)

®  Hier wird simultan dariiber entschieden, (a) welcher Knoten j ausserhalb
der Tour gewdhlt wird, und (b) an welcher Stelle dieser Knoten in die
Tour eingefiigt wird:

*  Fir jeden Knoten v €/-S ausserhalb der Tour wird die beste

Einfiigestelle p *, ¢ * bestimmt (wie vorher):
Ap*q*) =min {A(vp,q): p=i(F), g=i(r+1)firein 1 <r<k}
®  Beachte: Die Lange der Tour dndert sich um
d,: = AVP*q*) = dyu, t dyys - Ay
wenn v an der besten Stelle p* ¢* eingefiigt wird.

®*  Es wird derjenige Knoten j € V-S zum Einfiigen gewéhlt (und an
optimaler Stelle eingefligt), welcher die Lange der Tour am wenigsten
erhoht, d.h.

d=min {d;:v e V-§}

Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

Es gibt viele verschiedene Varianten.

Grundprinzip des ,,LLocal Search* (,, Meta-Heuristik*):

o Eine gegebene Losung wird sukzessive verbessert, indem kleine
(,,lokale*) Veranderungen (innerhalb einer bestimmten
,Nachbarschaft*) vorgenommen werden.

e  Wenn keine Verbesserung mehr mdoglich ist, stoppt das Verfahren
und die gegebene Losung ist ,,lokal optimal*.

Die bekanntesten ,,Local Search* Verfahren fiir das TSP

sind die ,,k-opt* Heuristiken (i.a. k = 2, 3).

Sie basieren auf dem Austausch von k£ Kanten in einer

Tour durch k& Kanten ausserhalb der Tour.

2-opt Heuristik

»2-opt“ Heuristik
Initialisierung: Beginne mit einer Tour 7.

Iterationen: Solange nicht alle Austausche versucht
wurden:

Vor Austausch:

Bestimme eine Kantenpaar (i,7) und (p,q) in der
Tour (Z, j, p. g verschieden), fiir welches der
Austausch noch nicht versucht wurde.

Vertausche versuchsweise die Kanten (/) und Nach Austausch:

(p.q) durch die Kanten (i,p) und (j,g) ausserhalb
der Tour und berechne die Anderung der
Tourlénge: A=d,+d,/-d;—d,

Wenn A < 0, dann akzeptiere den Austausch (die
Tour wurde ,.verbessert™). Benenne die neue
Tour wiederum mit 7 und fahre fort.
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3-opt Heuristik

Lokale Veranderung: Anstatt £ = 2 werden nun k£ = 3 Kanten in der
Tour vertauscht mit 3 Kanten ausserhalb der Tour.

Wenn drei Kanten (i,)), (k,/), (m,n) aus der Tour entfernt werden,
entstehen 3 disjunkte Wege.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, diese 3 Wege durch drei andere
Kanten zu einer neuen Tour zusammenzufiigen (fiir £ = 2 nur eine!)

Beispiel (2 Moglichkeiten sind aufgefiihrt):

Von Dantzig, Fulkerson und Johnson (1954).
Problem: Bestimme minimale Tour in ungerichtetem Graphen G=(V, E)

min Z cvu"wi

(v,w)eE

x, =2 velV "Degree Constraints" (1)
weli(v,w)ek
Z x,5S|-1 DSV "Subtour Constraints" )
v,weS:(v,w)eE
0<x, <1 (v,w)eE "Binary Conditions" 3)
x,, integer (v,w)eE "Integer Conditions" 4)

Es gilt:
. Jede Losung xeR/Elyon (1)...(4) ist Inzidenzvektor einer Tour S*eE.

« Jeder Inzidenzvektor xSe R'E! einer Tour SeE ist eine Losung von (1)...(4).

Es sind weitere "Cuts" (giiltige Ungleichungen) fiir das TSP bekannt.

Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

Optimale Baume
7.1.1 Definitionen

» Sei G = (¥, E) ein ungerichteter Graph. ein Baum
Ein Baum in G ist ein Subgraph von G, der
(i) zusammenhdngend ist und
(i1) keine Zyklen enthilt.

kein Baum
G
kein Bau:&

* Ein Geriist (,, spanning tree“) in G ist ein Baum in G,
welcher alle Knoten von G umfasst.

G
ein Geriist
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* Sei G = (¥, E) ein gewichteter Graph mit Kantengewichten
(-langen) d,, e € E. Das Gewicht (die Linge) eines Baumes
in G ist definiert als die Summe der Gewichte seiner Kanten.

Problem des minimalen Geriists:

Bestimme ein Geriist minimalen Gewichts in G, d.h.
bestimme ein Geriist von G, dessen Lange minimal ist unter
allen moglichen Geriisten von G.

Beispiel: Planung eines Kabelnetzes

* Zehn Einfamilienhéuser einer Neubau-Siedlung sollen an einen
Verzweigungsknoten des Kabelfernseh-Netzes angeschlossen werden.

» Im untenstchenden Graphen sind die Héuser als Knoten O und der
Verzweigungsknoten als O eingezeichnet.

+ Die moglichen Punkt-zu-Punkt-Verbindungen sowie die zugehdrigen
Konstruktionskosten (in Fr. 1000.-) sind als gewichtete Kanten des
Graphen dargestellt.

Wie soll das
Kabelnetz konstruiert
werden, damit die
Gesamtkosten
minimal sind?

+ Damit jedes Haus (direkt oder indirekt) an die Verzweigungsdose
angeschlossen ist, gentigt es, das Kabelnetz so zu konstruieren, dass es
ein Geriist im Graphen darstellt:
Das Netz muss offensichtlich zusammenhéngend sein.
Ein Netz minimaler Kosten enthilt sicher keinen Zyklus. Andernfalls knnte
eine beliebige Kante des Zyklus entfernt werden, und es wiren weiterhin alle
Hiuser an die Verzweigungsdose angeschlossen.
* Ein Netz minimaler Kosten kann somit gefunden werden, indem ein Gertist

minimalen Gewichts im Graphen bestimmt wird. n
AN e g HRIA
AU kpundere da h—A

Ein Geriist mit Gewicht
1047+12+9+7+3+
10+12+3+2 =735

(nicht minimal!)

Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

* Das Problem des minimalen Gertists ist eines der einfachsten Probleme
der Kombinatorischen Optimierung! Es kann mit dem Kruskal-
Algorithmus (Typ ,,Greedy*) auf einfache Weise exakt gelost werden.

Algorithmus von Kruskal :

» Sei n die Anzahl Knoten und m die Anzahl Kanten des Graphen.
Ordne die Kanten nach aufsteigenden Gewichten: e, e, e;,... €,
dh. d, <d, <d, <..<d,

Initialisierung: Menge der gewéhlten Kanten J := &; i:=0;

Iterationen:

WHILE |J]<n-1 DO
d =l
Falls {e;}u J keinen Zyklus enthdlt, wahle e;, d.h. Ji= {e,;}U J.

Ubung:
* Bestimme ein Geriist minimalen Gewichts mit dem

Kruskal-Algorithmus fiir das vorangehende Beispiel des
Kabelnetzes.
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Losung:

Ein minimales Gertist ist:

Minimale Kosten:
1+1+3+2+143+4+5+
6+4 =130

7.1.3 Formulierungen als ILP und LP

Die Probleme der Kombinatorischen Optimierung mit linearer
Zielfunktion kdnnen als ganzahlig-lineare Programme
(ILP: Integer Linear Program) formuliert werden.

Bei gewissen Problemformulierungen kann die Ganzzahligkeits-
Forderung weggelassen werden, und das Problem kann als Lineares
Programm (LP) gelost werden.

(Eigenschaft der ,,natiirlichen Ganzzahligkeit™: Alle Eckpunkte des den
Losungsraum beschreibenden Polyeders sind ganzzahlig.)

Auch wenn ein kombinatorisches Problem leicht 16sbar ist, kann es

sein, dass eine Formulierung als ILP nicht evident ist, und dass es
,bessere und ,,schlechtere” ILP-Formulierungen gibt.

Zur Illustration (ohne Beweise) im folgenden zwei verschiedene ILP-
Formulierungen fiir das Problem des minimalen Gertists
(wobei die zweite die Eigenschaft der natiirlichen Ganzzahligkeit hat).

L fotlls pies e i SQMDW\M

Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

A) Eine korrekte (aber ,,schlechte) ILP-Formulierung

+ Fiihre fiir jede Kante (i) des Graphen eine bingre (0/1) Variable x;; ein,

mit der Bedeutung:

1 wenn die Kante (i,7) gewdhlt wird

YJ B { 0 sonst

o

_. et Minimiere Z dg-xi,- unter den Bcdingungm

alle Kanten (. )
fiir jede nicht-leere Knotenmenge
Xy =1 S, welche den Knoten 0
lieKanten (I, j e
e ’}ft_ﬂe Fg! J) (d.h. den Verzweigungsknoten)

nicht enthdlt.
X, = 0 oder 1 firjede Kante (ij) = E

*  Bedeutung der Restriktionen: Garantieren, dass die Auswahl der
Kanten einen zusammenhingenden Subgraphen bildet:

alleKanten (i. 7)
mit ie§, jes

Al Kanten due el O rev NS

Es muss ein Weg existieren von
jedem Knoten von S zum
Knoten 0 =

Mindestens eine ausgewihlte
Kante (i,j) (mit x; = 1) muss aus
der Menge S hinausfithren.

Wie viele solche Restrifktionen?
Die Anzahl Knotenteilmengen 5
wichst exponentiell mit der
Anzahl Knoten.

Folglich gibt es eine exponentielle
Anzahl Restriktionen!
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B) Eine ,,gute® ILP- (bzw. LP-) Formulierung

Minimiere Z dy-xjj unter den Bedingungen:
alle Kanten (i)

¥ 1 Fiir jede Partition® von V' in
oy
alle Kanten (7_f) Mengen S;..... 5. 22 k<n
mitieS, . je5, g=p

{.‘!Cy. =0 oder | firalle Kanten (i,j) = E) (iiberflissigl)

X, 2 0 fiir alle Kanten (i,j) € F (geniigt!)

el

*) Eine Partition von Fin Teilmengen Si...., Sy ¥ ist gegeben, falls
V'=5;w...wS; ist und die Mengen S;..... S; paarweise disjunkt sind,
dh.§;nS,=@, 1< p<g<k

+ Bedeutung der Restriktionen: Garantieren den Zusammenhang
zwischen den Teilmengen jeder Partition:

sk Mindestens k-1 Kanten miissen
Z"r!}' 2k-1 ausgewihlt werden (mit x,;= 1)
1lz Ko 1) : d

alle Kanten (1, ) .zwischen* den Mengen §,..., 5,

mitisSy. j=5,.9%p I

e

Beispiel:

k= 4: eine Partition S,,...,5,:
Mindestens &-1= 3 Kanten
miissen ausgewihlt werden
(mitx;= 1) unter den
gestrichelten Kanten —-
mox . Padhon =17

dot 11 kwo N

J edgr Kot Fouwn ol Menge @av™
\ LS.

Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

7.2.1 Definitionen

Beispiel: Planung eines Kabelnetzes (modifiziert).

» Sieben Einfamilienhéuser miissen an eine Verzweigungsdose
angeschlossen werden, wobei fiir die Verbindungen Zwischenknoten
verwendet werden kénnen (im Bsp: 0, 1, 2 oder 3 Zwischenknoten).

* Im untenstehen Graphen sind folgende Knoten eingezeichnet:

Hduser O Verzweigungsdose O mdagliche Zwischenknoten A

Wie soll das

Kabelnetz

eingerichtet

werden, damit die
Anschlusskosten

- minimal sind?

Mo aucu.m+-wu )

=, g sdtax Newn 15
3 Gl;vﬁalre/\

* Es geht darum, einen Baum zu bestimmen, welcher alle Hiuser-
Knoten sowie den Verzweigungsknoten enthilt, d.h. die Knoten N =
{0.1,3,4.5.6,8,9}.

Zusitzlich kann (muss aber nicht) der Baum auch Zwischenknoten aus
der Menge V-N = {2,7,10} beniitzen.

» FEin solcher Baum bildet einen Steiner-Baum im Graphen G = (¥, E)

panser = mit ,,obligatorischen Knoten V und ,.fakultativen” Knoten F~-N

(,,Steiner-Knoten® genannt). Tl CONWN, a2

»  Das Problem des minimalen Steiner-Baums besteht darin, unter allen
mdéglichen Steiner-Béumen von G einen mit minimalem Gewicht zu
finden.
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Einige Steiner-Bidume im Beispiel :

7.2.2 Ein einfacher Losungsansatz (exakt, ,,naiv*)

Alle méglichen Kombinationen (Auswahlen) von Steiner-Knoten priifen.

Fiir jede Auswahl von Steiner-Knoten wird das entsprechende Problem des
minimalen Gertists geldst (die Knotenmenge ist festgelegt).

Unter diesen minimalen Geriisten, wihle dasjenige mit kleinstem Gewicht.

Anzahl Kombinationen (Auswahlen) von Steiner-Knoten wichst
exponentiell mit der Anzahl Steiner-Knoten |F-N|: 2"l Auswahlen

Folglich ist Ansatz nur mdglich, wenn Anzahl Steiner-Knoten klein ist!

Illustration im Beispiel mit Steiner-Knoten V-N = {2, 7, 10}:
Mbégliche Kombinationen von Steiner-Knoten:

1y @ 5) {2,7}

2) {2} 6) {2,10}
3) {7} 7 {7,10}
4) {10} 8) {2,7,10}

Rebecca Nauli

naulireb@students.zhaw.ch

Die acht entsprechenden Probleme des minimalen Gertists:

1))
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