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Optimierungsprobleme & Lineare Programme 

Allgemeines Optimierungsproblem 

 

Optimierungsproblem Rezept 

1. Variablen definieren 
2. Parameter definieren 
3. Zielfunktion definieren 
4. Nebenbedingungen definieren 

Beispiel Transportproblem: 

Firma XY produziert in Basel und Zürich ein bestimmtes Produkt. An einem 
Tag werden 14 Tonnen in Basel und 16 Tonnen in Zürich produziert. Die Firma 
hat drei Abnehmer, die sich in Luzern, Chur und Winterthur befinden. Der 
tägliche Bedarf der Abnehmer ist 9 Tonnen für Luzern, 10 Tonnen für Chur und 
11 Tonnen für Winterthur. 

Firma XY möchte ihre Transportkosten minimieren, deshalb hat sie die 
Transportpreise pro Tonne auf allen Verbindungen erhoben. Die Ergebnisse 
sind in folgender Tabelle zusammen getragen.  

 Luzern Chur Winterthur 
Basel 11 4 5 
Zürich 5 4 7 

Wie soll die Firma XY ihre täglichen Transporte planen, damit die täglichen 
Transportkosten so klein wie möglich sind? 
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Definition: Lineare Funktion & Lineare Programm (LP) 

 

Beispiel Zuordnungsproblem: 

Firma WaterTech hat 4 Jobs zu vergeben. Diese sollen von 4 Mitarbeitern 
ausgeführt werden. Aus Erfahrung weiss die Firma, wie lange ein bestimmter 
Mitarbeiter für einen bestimmten Job braucht. Diese Informationen sind in 
folgender Tabelle aufgeführt. 

MA / Job 1 2 3 4 
1 3 5 1 7 
2 8 2 2 4 
3 2 1 6 8 
4 8 3 3 2 

Zusätzlich soll gelten: 

 Jedem MA soll genau ein Job zugewiesen werden 
 Jeder Job soll genau einem MA zugewiesen werden 

Wie sollen die Jobs den einzelnen MA zugeteilt werden, damit die Gesamtzeit, 
die für die Ausführung der Jobs notwendig ist, minimal wird? 

Lineare Programme – verschiedene Formen 
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Transformation zwischen Formen 

Ergänzungen zu den Transformationen: 

 𝑠: 𝑠𝑙𝑎𝑐𝑘 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒, 𝑑𝑡: 𝑆𝑐ℎ𝑙𝑢𝑐𝑘𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑒𝑙, 𝑠 𝑖𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑏𝑒𝑘𝑎𝑛𝑛𝑡 
 𝑁𝐵: 𝑁𝑖𝑐ℎ𝑡 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑒𝑙 𝑖𝑛 →∙ −1𝑉𝑜𝑟𝑧𝑒𝑖𝑐ℎ𝑒𝑛𝑤𝑒𝑐ℎ𝑠𝑒𝑙 
 𝑓𝑟𝑒𝑖𝑒 𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑒𝑙: 𝑥 ∈  ℝ, 𝑥ଵ → 𝑥ଵ − 𝑥ଶ;  𝑥ଵ, 𝑥ଶ ≥ 0 
 𝑍𝐹: 𝑉𝑜𝑛 𝒎𝒊𝒏 𝒛𝒖 𝒎𝒂𝒙 (& 𝑣𝑖𝑐𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎) → ∙ −1 (𝑉𝑜𝑟𝑧𝑒𝑖𝑐ℎ𝑒𝑛𝑤𝑒𝑐ℎ𝑠𝑒𝑙) 
 ‼! 𝐺𝑙𝑒𝑖𝑐ℎ𝑢𝑛𝑔 𝑧𝑢 𝑈𝑛𝑔𝑙𝑒𝑖𝑐ℎ𝑢𝑛𝑔 𝑒𝑟𝑔𝑖𝑏𝑡 𝟐 𝑈𝑛𝑔𝑙𝑒𝑖𝑐ℎ𝑢𝑛𝑔𝑒𝑛 !!! 

Beispiel Umformung 

 

 

Definition: Polyeder 
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Optimale Lösung 

 

Zulässige 
Lösungen 

Optimale Lösungen Grafisch 

Zulässig  exakt 1 optimale Lösung  
 ∞ viele optimale Lösungen 

-> keine optimalen 
Lösungen 

 1 Ecke im Polyeder 
 Mind. 2 Ecken oder 

Seite im Polyeder 

Unzulässig  Keine optimalen Lösungen  Leere Menge 
Unbeschränkt  Keine optimale Lösung  / 

Ergänzungen: 
 Jede optimale Lösung ist eine zulässige Lösung. 
 Nicht jede zulässige Lösung ist optimal. 

Lösbarkeit von LP 
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Simplex-Methode 

Voraussetzungen: 

 Gültiges Simplex-Tableau 
o Rechte Seite muss 𝑏 ≥ 0 
o Alle Spalten der Einheitsmatrix vorhanden  Basisvariablen 

(B), Rest: Nichtbasisvariablen (NB) 
 𝐵𝑎𝑠𝑖𝑠𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑒𝑙 = 𝑏 (𝑟𝑒𝑐ℎ𝑡𝑒 𝑆𝑒𝑖𝑡𝑒) 
 𝑁𝑖𝑐ℎ𝑡𝑏𝑎𝑠𝑖𝑠𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑒𝑙 = 0 

o Pivotspalte: kleinster negativer Koeffizient in Zielfunktion 

o Pivotzeile: kleinster Quotient  𝑄𝑢𝑜𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 =
௥௘௖௛௧௘ ௌ௘௜௧௘ (௕)

௉௜௩௢௧௦௣௔௟௧௘௡௘௟௘௠௘௡௧
 

o Pivotelement: Schnittpunkt von Pivotzeile &-spalte 
 Optimales Simplex Tableau 

o z-Zeile  Alle Einträge unter 𝑁𝐵 ≥  0  1 optimale Lösung 
o z-Zeile  Einträge unter min. 𝑁𝐵 ≤  0  unendlich viele 

optimale Lösung 
 Unbeschränktes LP 

o Negativer Koeffizient in z-Zeile ohne PE (da PE ≤ 0)  
unbeschränkt 

Aufstellung Simplex Tableau Procedure: 

1. Von gegebener Form in Standardform umformen 
2. Tabelle erstellen 
3. Tabelle einfüllen 
4. Pivot-Spalte (PS) identifizieren (kleinster Koeffizient) 
5. Pivot-Zeile (PZ) identifizieren (kleinster Quotient) 

a. !!! ignoriere alle Quotienten = negativ oder 0 
6. Pivot-Element (PE) bestimmen (Schnittpunkt PS & PZ) 
7. PZ mit Konstante multiplizieren sodass PE = 1 

8. Übrige Zeile multiplizieren mit Vielfachen der Pivotzeile damit 
Element in Pivot-Spalte = 0 

9. Fertig wenn Koeffizienten in z-Zeile >0 (nicht-negativ) 

Beispiel Simplex Tableau 
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Zwei-Phasen-Methode 

Startbedingungen: 

 LP in Maximierungsform mit nicht negativen Variablen (x) & - rechten 
Seiten (b) 

 Neue Variablen 
o Schlupfvariablen  Standardform 
o Jede Gleichung ohne Schlupfvariable  künstliche Variable 

Originale NB Neue Variablen 
≤ + s (schlupf) 
= + y (künstliche) 
≥ -s +y (- schlupf + künstliche) 

 Zielfunktion (erste Phase) 
o Minimiere die Summe aller künstlichen Variablen 
o Negative künstliche Variablen maximieren 

 Erste Phase: 
o Künstliche Zielfunktion (w) = 0  zulässig 
o Künstliche Zielfunktion w ≠ 0  unzulässig 

 

Beispiel Zwei-Phasen-Methode: 
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Basislösung 

 
Beispiel Basislösung: 

 

Dualität linearer Programme 
(P) LP in kanonischer Form  (D) LP in kanonischer Form 

 
http://www.orklaert.de/dualitaet.php  

 

LP in Standardform  in duales Problem 
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Beispiel Dualität 

(P) kan. Form  (D) kan. Form: 

 

 

Von Standardform (P) zu (D): 
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Schwache Dualität 

 
 x* zulässig in (P), y* zulässig in (D) & 𝑐்𝑥∗ = 𝑏்𝑦∗ dann folgt dass 

o x* optimal in (P) 
o y* optimal in (D) 

Starke Dualität 

 
Komplementarität 

 

 
Beispiel Komplementarität 
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Tweedback Quiz 
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Ganzzahlige lineare Programme 

Lineares Programm 
max{𝑐்𝑥|𝑥 ∈ 𝑃} 𝑚𝑖𝑡 𝑃 = {𝑥 ∈ ℝ௡|𝐴𝑥 ≤ 𝑏} 

Ganzzahliges lineares Programm = Integer Linear Program (ILP) 
 Ganzzahlige Variablen modellieren typischerweise Anzahl von 

unteilbaren Objekten 
max{𝑐்𝑥|𝑥 ∈ 𝑃 ∩ ℤ௡} 𝑚𝑖𝑡 𝑃 = {𝑥 ∈ ℝ௡|𝐴𝑥 ≤ 𝑏} 

Binäres lineares Programm = Binary Linear Program 
 Ja/Nein-Entscheidungen durch binäre Variablen modelliert 

max{𝑐்𝑥|𝑥 ∈ 𝑃 ∩ {0,1}௡} 𝑚𝑖𝑡 𝑃 = {𝑥 ∈ ℝ௡|𝐴𝑥 ≤ 𝑏} 
Gemischt-ganzzahliges lineares Programm = Mixed Integer Linear Program 
Mindestens eine Variable darf nur ganzzahlige Werte annehmen 
Beispiel: 

 𝑥ଵ: 𝑔𝑎𝑛𝑧𝑧𝑎ℎ𝑙𝑖𝑔 
 𝑥ଶ: 𝑘𝑎𝑛𝑛 𝑟𝑒𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑊𝑒𝑟𝑡𝑒 𝑎𝑛𝑛𝑒ℎ𝑚𝑒𝑛 

 Komplexität: ganzzahlige lineare Programme gehören zur am 
schwierigsten lösbaren Problemklasse 

o NP: vollständig: nur exponentielle Algorithmen bekannt 
o Im Gegensatz zu «klassischen» LPs, die polynomiell lösbar 

sind 

 

 

Relaxierung von Optimierungsproblemen 

Relaxierung des Optimierungsproblems 

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑆}  

durch Vergrösserung des Lösungsraum: ersetze 𝑆 durch 
𝑆ᇱ, sodass 𝑆 ⊆ 𝑆ᇱ gilt. 

 

 

LP-Relaxierung 

ILP:   ∏: max{𝑐்𝑥| 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ∈ ℤ௡} → 𝑆 

LP-Relaxierung: ∏ :௅௉ max{𝑐்𝑥| 𝐴𝑥 ≤ 𝑏} → 𝑆′ 

Binäres LP:  ∏: max{𝑐்𝑥|𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ∈ {0,1}௡} → 𝑆 

LP-Relaxierung: ∏ :௅௉ max{𝑐்𝑥|𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1} → 𝑆′ 

 Im Falle einer Maximierung liefert die LP-Relaxierung eine obere 
Schranke für den optimalen Zielfunktionswert des ILPs. 
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Beispiel: Knapsack-Problem 

 

 

 

Beispiel: Plant Location Problem 

 

 

  



ZHAW Operations Research 
HS24 – Peter Fusek  

 Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

 

13 
 

Branch-and-Bound Methode 

Branch-and-Bound (B&B) ist eine allgemeine Methode zum Lösen von 
Optimierungsproblemen (nicht auf ILPs beschränkt). 

Grober Ablauf (bei Maximierungen) 

1. Lösungsraum in kleinere Mengen iterativ aufteilen  Branch 
2. In jedem Subproblem 

a. Berechne obere Schranke z.B. mit Relaxierung  Bound 
b. Bestimme zulässige Lösung = untere Schrank  Bound 

3. Nutze diese Schrankeninfo zum «wegschneiden» von  gewissen 
Subproblemen 

a. Z.B. falls die obere Schranke von Knoten 2 (𝑥௎/𝑧௎) < als 
untere Schranke von Knoten 1 (𝑥௅/𝑧௅)  Knoten 2 
wegschneiden 

 
 

Detaillierter Ablauf 

In jedem Subproblem (Knoten) suche eine optimale Lösung der LP-
Relaxierung. 

1. Aufstellung des LPs mit ZFW & NB 
2. LP-Relaxierung aufstellen 
3. Erster Knoten ausrechnen 

a. 𝑥௎ & 𝑧௎ 𝑎𝑢𝑓𝑠𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑑 𝑎𝑢𝑠𝑟𝑒𝑐ℎ𝑛𝑒𝑛  beginne mit 
ganzzahligen Zahlen von links nach rechts 

b. 𝑥௎ & 𝑧௎ aufstellen und ausrechnen  nicht ganzzahlige Zahl 
abrunden  erster Kandidat für optimale Lösung 

4. Danach wird dasjenige x, welches gebrochen ist auf- bzw. 
abgerundet. Dies ergibt 2 neue Knoten. Begonnen wird mit dem 
Knoten der aufgerundet wird. 

5. Die Knoten werden wieder nach dem vorherigen Prinzip (Schritt 3) 
ausgerechnet.  Zuerst fixierte Komponente, dann wieder links nach 
rechts. 

a. Nicht-Ganzzahlig: Falls 𝑧ଶ
௎ ≤  𝑧ଵ

௅  Knoten fertig, nicht weiter 
verfolgen 

b. Nicht-Ganzzahlig & Kandidat: 𝑧௨ < 𝑧௄௔௡ௗ௜ௗ௔௧
௎/௅  Knoten fertig 

c. Nicht-Ganzzahlig & keine der obenen Bedingungen  weiter 
branchen 

d. Ganzzahlig: Falls 𝑧ଶ
௅ =  𝑧ଶ

௎ Lösungskandidat für Optimum 
6. So lange weiter branchen bis alle Knoten fertig sind. 
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Beispiel: Knapsack 

 

Beispiel Branch & Bound (B&B) 
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Optimierungen in Graphen 

Optimale Wege in allgemeinen Graphen 

Definitionen 

Ungerichteter Graph 

Graph:    𝐺 = (𝑉, 𝐸) 

Knotenmenge:  𝑉 

Kantenmenge:  𝐸 

Kanten:   𝑒 ∈ 𝐸 

Gewicht:   𝑑௘  

Grad:     

Gerichteter Graph 

Graph:    𝐺 = (𝑉, 𝐸) 

Knotenmenge:  𝑉 

Bogenmenge:   𝐸 

Bogen:    𝑒 ∈ 𝐸 

Gewicht:   𝑑௘  

Grad:     

 

Übersicht über die wichtigsten Weg-Algorithmen 

Ziel: kürzester oder längster Weg finden 

 Länge eines Weges = Summe der Längen der Kanten 
 Voraussetzung optimaler Weg: 

o Kürzester Weg: keine negativen Zyklen

 
o Längste Wege: keine positiven Zyklen 
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Algorithmus von Dijkstra 

Problemvariante:  „one-to-all“ 

Voraussetzung:  Gewichte 𝑑௘ ≥ 0 

Vorgehen 

 

 

Beispiel Algorithmus von Dijkstra 
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Algorithmus von Floyd-Warshall 

Problemvariante:  „all-to-all“ 

Voraussetzung:  keine 

 

Beispiel Algorithmus von Floyd-Warshall 
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Optimale Wege in azyklischen Graphen 
Topologische Sortierung 

Problemvariante: «one-to-all» 

Voraussetzung:  keine Zyklen 

 

Vorgehen 

1. Topologische Sortierung – Knoten 1 
2. Alle Vorgänger vergleichen 
3. Wege zusammenzählen 

a. Längster/Kürzester Weg bleibt stehen 
4. Topologische Sortierung – Knoten 2 

 

Beispiel Algorithmus von Topologischer Sortierung 
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LP Formulierung für das Wegproblem 

 

 

 

 

Optimale Zyklen – Traveling Salesman Problem (TSP) 

Heuristiken 

 

Konstruktive Heuristiken 

Nearest Neighbor 
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Beispiel Nearest Neighbor 

 

Insertion Heuristiken (konstruktive Heuristiken) 

 

 

 Nearest Insertion (B1) 

 
Beispiel Nearest Insertion 
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Farthest Insertion (B2) 

 

Cheapest Insertion (B3) 

 

 

 

Verbesserungs Heuristiken (Local Search) 

 

2-opt Heuristik 

 



ZHAW Operations Research 
HS24 – Peter Fusek  

 Rebecca Nauli
naulireb@students.zhaw.ch

 

22 
 

3-opt Heuristik 

 
ILP Formulierung für das symmetrische TSP 

 

 

Optimale Bäume 
Bäume in Graphen 
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Beispiel 

 

 

Minimales Gerüst und Kruskal Algorithmus 
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Steiner-Bäume 
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