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Matrixsteifigkeitsmethode F° =K°. U*® Ki K, K, K, ‘ b+ Ky Ky + + Koy Koy ‘;
= o r o F+ + + 4+
Diskretisierung der Struktur durch einzelne Strukturelemente (Stab, Balken, Platte, Kiy Kis Kig Kiy Y4+ 4+ + 4+ + + |6
Schale) e 0 0 0 0 Ue + + K§1 K::}iz + + K%a K%& 7
Fiir Zug-/Druckstdbe eines Fachwerks (Beispiel unterhalb) gilt: FE“ E°I° [0 1 0 -1 Ugi ot Ko Ko+t Ky K| 8
. . F¢|l =™ 7e o o o o Us
Stab =1+5 3 3
¢ Stabec F¢ 0 -1 0 1 Ue
e Querschnittsflaiche A€ . . .
F " =K"-U
e E-Modul E° = -
i 0 Kay Kas Kag Kay Kag|Ka1 Kz Ky Us
e Lange L¢ ’
0 Kss Kss Ksg Ksv Kss|Ks1 Ks2 Ksg Us
e Knoteni =14 0 Kea Kes Kes Kar Kes |[Ke1 Koz Kea Us
Jeder Knoten i eines Elements e hat: 0 Kry K7z Keg Kor Keg|Km Kra Ky Ur
e Freiheitsgrade U =F Kay Ky Kag Kar Kes | Ka1 Kep Ksy Us
o Knotenkrafte F¢ i"l K'13 !(’15 !{rl& K,” K’I& K'n K'12 1‘('1-1. 0
F Koy Kas Kag Kor Kof Kai Koz Ky 0
Fy Kag Kz Kag Kar Kad K Kya Ky 0

Element Knoten Ky, Ki, Kij;3 Ki, U cs  —ct s
e e e e
K¢(a®) = 21 22 23 Koy | _ A e, 8 - 78 Reduzierte Struktursteifigkeitsmatrix eines Z/D-Stabes
- 31 32 33 K3, Le —c —cg c cg‘
. . . Ka K Kz Ky —es =S ¢s S 1. Herunterbrechen auf gesuchte Verschiebungen (z.B. gesucht Us und Us: 2 X 2
Gross geschrieben = global, klein geschrieben = lokal it g€ . . Matrix)
mit s° =sino, C = COos«
Lokale Elementsteifigkeitsmatrix eines Z/D Stabes ) o o
2. Zuordnen der Zeilen/Spalten aus der Koinzidenztabelle in die ESM
e e e e _ _ 3. Eintrage aus den ESM herauslesen und in red. SSM eintragen
Knoten sind immer mit 1 und 2 nummeriert. Wenn eine Kraft an einem Knoten an- K}il K%,z K¥53 K164 e ge 1 ! L L
P ) . e . ' ef e K K K K E°A 1 1 -1 -1
greift ist dort die Verschiebung positiv. Dagenen muss die Verschiebung am anderen  K®(a®) = K%I Kzgz K%S K%4 = -l S0 1
Knotenpunkt negativ sein. - K%I K‘ZZ K%S K%4 2+ L 1 1 1 1 Beispiel:
41 42 43 44
Steifigkeitsmatrix ist singuldr — > nicht invertierbar — > det(k®) =0 — S—
¥ - Struktursteifigkeitsmatrix eines Z/D-Stabes
T A A e Besitzt fiir n-Freiheitsgrade die Dimension n x n EA ! V3 -1 -3
£ 7 / EEA 2 £ Kl — V3 3 -3 =3
—)I > e Quadratisch und singular = " 4L -1 -3 1 V3
¢ S —-v3 =3 3 3
Y I Le Uz Assembly durch Koinzidenztabelle: V3
N 1 0 -1 0
u A | %3 K S EA[o0o o o0 o
ff _ E°A® 1 —1 ’LI,(la 3 iy R . \ 52 = 2L | -1 o 1 0
féz = TLe 1 1 ug A A 3 S . ) Q(}Ab\\§ e U~ 0 0 o 0
£2 — K° . u® L 7 w q b O vesmoadznden Soen
= u
= Y I AN A AR L zeden o K 1 -3 -1 V3
w| v e || A2 K _PA|-vE 3 VB 3
= 4L | -1 V3 1 -3
V3 -3 V3 3
5 “‘YTNL L€ i,“,\ ‘\ Die Tabelle ist immer abhangig davon, wie die einzelnen Verschiebungen eingezeichnet
= :’—’—,/—1?; | sind. KL+ K2 -1
N 1 A 'll b Die einzelnen Eintrage der Elementsteifigkeitsmatrix werden an den Zeilen und Spalten = " "
D - =FF

Tu S der Koinzidenztabelle eingesetzt: o -1 K2, + K3,
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Losen des Gleichungsystems Elementsteifigkeitsmatrix des Biegebalkens Galerkin Methode

Fp= KFFQF + KFUQU Ist nur geeignet fiir reine Biegung. Keine Langsbeanspruchung. Starke Form des Gleichgewichts
F,=K U,+K U, 12 6 12 6 Starke Form besteht aus einer Differentialgleichung, welche das System beschreibt, aber
- v =vuT q1 3 2 E 2z v1 nicht einfach I3sbar ist.
Fi hte Verschieb :
ur gesuchte Verschiebungen 6 4 _ 6 2 1. Verschiebung u muss 2 mal stetig Differenzierbar sein.
—1 mi z L Z L é1
U,=K *«(Fp,—-K_ Up,) = EI 2. Wesentliche (Geometrische) Bedinungen = Verschiebungen

F = =rF F o =pu=U z

q2 —%;2; —fg %% —fg V2 3. Natiirliche (Dynamische) Bedingungen = Spannungen

Dabei ist U; ein Nullvektor, solange sich die Lagerpunkte nicht verschieben.
ma 6 2 6 4 b2 Bsp. an Z/D Stab
z T -1z T
d

@( A(m)%) + @) =0 firce (0,L)

Schwache Form Fiinfsatz
Herleitung (Fiinfsatz):

Invertierung 2x2 Matrix:
1 —
A= (@ b - A-l_ d b
c d ad — bc \—¢ a

Fiir die Berechnung einzelner Lagerkrdfte nimmt man:

Setzt sich aus ESM des Zug/Druckstabes und des Biegebalkens zusammen:

2 2
F,. =K U.+K U f1 AL 0 0 —AL 0 0 uy
U T SurslR T Sou=U o 0 12,  6LL 0 —12I, 6L L vy
my | _ E 0 6I.L  4I.L? 0 —6I,L 2I.L? #1
Dabei erfolgt das Einsetzen der gleichen Struktur wie fiir die Reduzierte SSM fo | T L3 | —AL? 0 0 AL? 0 0 u2
a2 0 —12I, —6I.L 0 121,  —6I.L va
zy zy (U2 ma 0 6I.L  2I,L2 0 —6I.L 4I.L?/ \¢2
Fs =K QF = - -
—UF z e z Us
q=kv

e Fiir die Dehnungen eines Elements gilt:

e AL® AEC + 12EIs®> | AEcs _ 12Elcs | _6Els | _AEC® _ 12EIs® | 12Eles _ AEcs |_ 6Els
g = Le L YL | L T L3 LT "L T L3 | I3 T L zE
AEes _ 12Elcs | 12EI | AEs® | 6Elc | 12Elcs _ AEes | _12EIc _ AES® | 6Elc
e Fiir die Verlingerung eines Elementes im lokalen KOS gilt: L L3 L7 L Lz L7 L L3 L | 7
s c s c . - du
AL® = u$ — u$ = s s An e —ble B Randbedingungen: u(0) = @ o(L)y=t, =E- T
K™= ac
X . . X - _AEE _ 13BIs? | 12Eles _ AEcs | GELs | AEc® | 12BIs® | ABes _ 12Elcs | GELs
e Durch die nach der Riicktransformation bekannten lokalen Verschiebungen der L T I | I T L LI T | L T | IT )
Knoten 1, 2 in jedem Element kdnnen die Verlangerungen AL bestimmt werden. i e | o | e o || e @ || o An der Stelle z,, wo u(x) vorgegeben ist, ist g(z,) = 0
e e = L |77 [ |7z |t ¢ | t°L |TF
Uy — U
=2 1 _6EIs 6EIc 2B1 6ELs _6Elc 4E1L z € (0; L)
Le T T L T 7 L
1. Gleichgewicht:
0= [AGs) B ()] (o)
_ . L . = x z)u ()] +n(x
e Mit dem Elastizititsgesetz aus den Dehnungen: >.Fur be.!leblge ngkel N ——
Spezialfall fiir o = 90°: o ()
o = E%°
11};1 0 _ GLEZI _ 12L}§I AO _ GLEQI U-g(z) I
Balkenelement gEI 48 421 621 48 221 2 L,
. — 0 4ETL SET 0 2BE1 0=g(x)[A(x)E(z)u ()] + g(z)n(x
e Verschiebungen quer zur Elementachse méglich K™ = 1%;, 0 6E; 1543;1 0 6k 9(@)[A(@) B(z)u (2)] g(@)n(2)
L 2 L3 L2
e Verdrehungen des Querschnitts moglich 0 % 0 0 ATE 0 0 L dz |l
_6EI 0 2ET 6EI 0 AET o
o Durch reine Biegung entstehen v{ sowie ¢; Freiheitsgrade L2 L L2 L 3
. . R . ' L L
® Auf den Knoten wirken die Schnittgréssen: Mathematische Grundlagen 0= [T s@lA@E@ @]'ds + [ gen(@)ds
— Querkraft g7 i 70 0
. . e " " 4. partielle Integration:
- Biegemoment m{ Prinzip der virtuellen Arbeit
. . L L L
1. Virtuelle Verschieb dacht
" irtuelle Verschiebungen nur gedac 0= [g(z)A(w)E(w)u/(z)] _/ g'(w)A(z)E(z)u’(m)dz—i—/ g(@)n(z)dz
. 2. Schwache Form, Varionationell o 7o 0
m d’l El m, ¢2 5. mit Randbedingungen:
1 z 3. Gleichgewicht wird ertastet
1 ‘15 2 Y}‘j_; cichgewichit wird ertaste Schwache Form des Gleichgewichts:
X
"1TT(11 "ZTTQ‘E - -
0=9(WAWEL - [ ¢ @A@E@W @dz + [ gl@n(a)ds
0 0

L 02 6Wier = Su-Fax+6v-Fay+(6v+adp) Fy — (6v + g&P) mg ¥ du, v, dp




Diskretisierung, Ansatzfunktionen und Gewichtungsfunktionen Ableitung der Gewichtungsfunktion:

Sind so zu wiahlen, dass mdoglichst gut Approximiert werden kann. (Oder in Aufgaben- , d . . .
stellung vorgegeben) gy () = ag (z)ou = B 6w
Je hoher der Grad einer Polynomfunktion, desto genauer die Approximation. . e .

Beispiel: fiir Elementsteifigkeitsmatrix:

Einsetzen in:
u(z) =co+c1-x b, ,
Die Gewichtungsfunktion ist gleich zu wahlen: / g (@)A(z)E(z)u’ (z)dz
a
gu(x) = dco +dco - x

dcg ist eine Variable!

Fiir die Ansatzfunktion mit gegebener Verschiebungsrandbedingung (Beispiele):

ur #0beixz =L
In die Ansatzfunktion einsetzen und nach der Konstanten cg oder c; auflsen.

Fiir die Gewichtsfunktion ist die Randbedingung immer 0 beim definierten w(x)

w)
o0

U U Sua
L . TM‘ I‘:/ ! 1 Suz SM
@ 540) =0 > X
Formfunktionen
4
{4
% N )
1
Uq T ué
> . S
o [N t T >
@ o 4

Galerkin:
u(z) = Ny (x) - uf + N3 (z) - uj

gu(@) = Ni () - duj + Ny () - duy
Vektoren der Knotenverschiebung und virtuellen Verschiebung:

w=(m) =)
ug Suo

N (@) = (Ma(@) Na(a) )

Formfunktionsmatrix:

Ableitungsmatrix:

d
B° = —N°x
= dr=— @
Ableitung der Ansatzfunktion:

d
u'(z) = —N°(z)ii = Bl
dr=— =



Membranelemente

Herleitung Achsensymetrisches Membranelement

w(r): Ansatzfunktion

n(r): Gewichtungsfunktion

p(r): Druckverteilung / Lastverteilung auf der Membran
o0: Spannung am Ende der Membran

t: Membrandicke

L: Lange eines Elements

N: Formfunktionsmatrix

rr € [0; L]: Laufvariable innerhalb eines Elements

p= 7’(—3 Randbedingung der Last

k¢: Elementsteifigkeitsmatrix
P, Elementlastvektor
r_: Radien der Elementknoten

e

L
L

TL

N
= L

- ( )

w(r) = Niwi + Naws

’I](’I‘) = Nidwi + Nadws
dw
e e

)

wa

T = ﬂ cre = Nl'f‘ki + Nngi+1
T
r, = ( ki )
Tkit1

Schwache Form wenn n(R) = 0:

[

dn dw

R
d prd
dr dr)r r+/0 nprar

Elementsteifigkeitsmatrix und Elementlastvektor:

L L
(/ B"Br.d )we-l-/ NTpNrodr =0
o — — o — =
ke Le
e (—1/L _ Tki+Tkit1 (1 —1
13 _(I/L)(_l/L 1/L)/ rer—T 21
L (11— TTL B B %Lmi + éLTki+1 pL (2Tki + Thit1
P, = v pNr drp =p| X =%
0 =% sLrki + 3Lrkiv Tki + 2Tkit1

Beispiel

Gegeben:
- Rotationssymmetrisches Problem
- Radiale Verschiebung u(r)
- Lineare Ansatzfunktionen:
TL
Ny = —
T

Ny =1-— E,
L
- Lokale Koordinate: r1, € [0, L]
- Globale Knotenradien: rr;, Trit1

) e Definitionsbereich: r € [0, R]

Schritt 1: Ableitungen der Ansatzfunktionen

dN] 1 dN2 1
drp, L’ drp, L
Schritt 2: Definition der Ableitungsmatrix B
B= [,1 1]
L L

Schritt 3: Grundform der Elementsteifigkeitsmatrix

L
Kez/ BT 'E.-B-rdrp
0

Schritt 4: Ausmultiplizieren des konstanten Teils

El1 -1
T —_
B'EB= L2 [—1 1i|
Daraus folgt:
_E [E1 1
=71z A 1 1 rdry,

Schritt 5: Interpolation des Radius » im Element

rL
= N1-7k; + N Thip1 = Tri + f(rki+1 = Tki)

Schritt 6: Integration
Berechnung des Integrals:

L L L
/ rdrp = / (Tki + —(rrit1 — Tkz‘)) drr,
0 0 L

2
Tki+1 — Tki L
=i Lk =R
- . Thi + Thit+1
2

Schritt 7: Einsetzen in die Steifigkeitsmatrix

_E LOkitreit) [1 -1

¢ L2 2 —1 1

1
—1

-1
1

Schritt 8: Endform der lokalen Elementsteifigkeitsmatrix
E(rgi + Thit1)

2L [ ]
Starke Form — achsensymmetrisch

e Gleichgewichtsgleichung in Zylinderkoordinaten (Rotation um z-Achse, nur w(r)

K. =

relevant):
1d ( dw) + () =0
2 (2= r) =
rdr dr P
e mit dimensionsloser Druckfunktion:
_ p(r)
p(r) =
oot

e Randbedingung: w(R) = 0

Schwache Form (andere Schreibweise)

e Gewichtssfunktion g(r) mit g(R) = 0

]

Rdg

dr

d R
r»—wdr—i- g(r) - p(r) - rdr
dr 0




Isoparametrisches 4-Knoten-Element

Das Isoparametrische Vierknotenelement lasst sich als Einheitsquadrat im &;n7 KOS Transformation auf das Intervall [-1;1]

darstellen:

¥ n
4 3
1
a ‘h
1 2
— —— -
1, .
X

Transformation von einem Koordinaten Punkt des £ — KOS in ein x-y KOS:

4
@& m) =D Ni(&mn) @
=1

4
G(&m) =D Ni(&n)  yi

i=1
Formfunktionen nach &; n:

Ni(Em) = (U &GO+ i)

Jacobi-Matrix im Referenzsystem:

Il
~/
oA
s Re
N———

ox 4 ON; Oy 1 ON;
a?_; o "t a?_; ¢ V'
O AN; dy 0N
%_Z; on 8771_; an V'
6Ni 1 aN,L 1
ot = Z&i(l +min) oy Zm(l + £:€)

Formfunktionen und Ableitungen (Beispiel wie im Bild gezeigt:) nach &;n:

Nifem = 10-00-m,  FLo-l0-m,  Zh—-la-0
Maem=a+o0-n, FZ-ja-w,  TE__la+o
Na(em) = A+ O+, FE=I0m.  ZE =20+
Nl = $A-O0+m,  ZE——l0sm,  ZE=la-0

GauB-Legendre-Quadratur (exakte Stiitzstellen und Gewichte) Festigkeitslehre

Spannungen und Dehnungen, Hooksches Gesetz

Ozx Exx
T= 1%y |, &€= |¢Cyy
Tay Yzy

0=E<m)

1—v2

b b—a & b—a a+b
/af(ﬂc)dﬁﬁz 5 Zf( 5 &t )Wi

i=1

Grundformel (auf Intervall [-1,1])

[ @ g3 wi s
- i=1

o= B (St
1—v2
Anzahl benétigte Stiitzstellen (Polynom): B
Tay = G Yoy, mMtG=——
& <2n—1 oY i 2(1+v)
Berechnung des Integrals: Zusammenhang isotrope Materialien:
1. Bendtigte Stiitzstellen berechnen _ E -~ E
2. &; an den Stiitzstellen berechnen 2(1+v) 3(1—2v)

G = Schubmodul

3. Berechnete Funktionswerte mit den Gewichtungen w; multiplizieren 1
K = Kompressionsmodul

4. Summe berechnen

Exakte Werte fiir n — 1 bis 6 Ebener Spannungszustand:

VR
499
)
< <@ 8
~_—
|
-

l‘t’j
AN

M

/N
o X =
[N AN
-

NiNeNe
<

N——
RS
=2 M M
]
< € 8
~_—

n | Stiitzstellen &; | Gewichte w;
1o |
Ebener Verzerrungszustand:
2 | :I:% | 1,1 Ous E 1—v v 0 [
Oyy | = ——F—— v 1—v 0 Eyy
3 | 0, +,/2 | g, 8 % Tay 1+v)@-2v) \ o 0 =2 |\ 4,
3 2 /6 18F /30
4 ‘ T rFFYs ‘ =5
1 10 8 322+13V70
5 ‘ 0, £5¢/5F2y/ 7 ‘ 3250 600
1 1 322F13V70 128
6 | +1V21F2V70, +/3 | EL3VTO 128
Hinweis: Die Zeichen + und F stehen fiir symmetrische Paarungen



