OMCS Zusammenfassung

Luca Marceca

Uberblick iiber Optimierung

Modell

= Ein Optimierungsproblem muss stets von der
Realitat abstrahieren

Modell: Prazise Formulierung von Objekten und
deren Beziehungen (so detailliert wie nétig und so
einfach wie moglich)
Optimierungsproblem:
e Entscheidungsvariablen
e Nebenbedingungen mit allen Parametern
e Zielfunktion
= Beispiel mit TSP:
Entscheidungsvariablen: « Welche Stadt ist
wann an der Reihe?»
Nebenbedingungen: «Jede Stadt genau
einmal, genau ein Tour»
Zielfunktion: Lange der Tour minimieren

Beispiel: Bin Packing Problem

Bin Packing Problem

Gegeben: n Gegenstande mit der Grisse a,....a, € (0,1].
Gesucht: eine Zuordnung in Behalter (Bins) B4, B3...., B sodass
ZTaeg, @ = 1 fiir jeden Behalter k=1, .., m gilt, sodass die Anzahl
genutzter Behalter m minimiert wird.

T

Enumerativer Algorithmus: (gestartet mit

tiefensuche(1))
function tiefensuche(Gegenstand i)

m Falls { > n: Aktuelle Losung ausgeben.
m Fallsi < n: Fliir Behalter B, mitk=1,...,n:
m Falls Gegenstand i in Behalter By passt:

B Gegenstand i in Behalter By packen.

H Rufe tiefensuche(i +1) auf.

B Gegenstand i aus Behalter By entfernen.

= Zuordnungen vermeiden, in denen

Behalter mit kleinerem Index leer
bleiben? Stoppe falls Bk nun leer ist
Bei n Gegenstdanden n! Funktionsaufrufe
Tiefensuche beschleunigen, indem man
bei jedem Rekursions-Knoten abschatzt
ob er zu einer besseren Losung flihren
konnte (Branch & Bound)

Bin Packing Problem: Abschatzung auf eine einfache Weise

=
=

m Ein Knoten beschreibt mit Teillésung x’ die Behalterzuordnung fiir
einen Teil der Gegenstande.

m Ein Vergleich der aktuellen Anzahl verwendeter Behalter (hier
bezeichnet als bound(x’)) mit der bisher kleinsten Anzahl f*. \

m Der Knoten wird also libergangen, wenn bound(x’) < f*. - %\GW
= Einfach gesagt: Wenn aktuelle Anzahl an
Behalter bereits grosser ist als bisher
gefundene kleinste Anzahl fir eine Losung
dann brich in diesem Teilbaum ab.
Branch&Bound Tiefensuche

1 Setze f* auf einen ungiiltigen Wert. Optional: durch Heuristik eine
bisher beste Losung x* bestimmen und [ «— f(x*) setzen.

2 Seix «— Qeine leere Teillosung.

3 Rufe b&b-tiefensuche(x) auf.

4 Optimale Lésung x* « x° ausgeben.

function b&b-tiefensuche((Teil-)Ldsung x)

m Falls x eine vollstandige Ldsung ist:

e Das Branching passiert mit dem if bei
Falls bound ..., denn wenn schlechter
oder gleich dann versuche gar nicht erst
weiter zu gehen.

e f(x) ist der Zielfunktionswert (hier
einfach die Anzahl der Bins von x) und x
die jeweilige Teillésung (bzw. volle
Losung wenn Blatt erreicht). x kann je
nach Format bspw. auch Vektor sein mit
1und 0 und 1 wenn an index i (Bin i)
enthalten sonst 0. f(x) addiert dann
einfach alle Komponenten auf.

e Heuristik: Vereinfachte Entscheidungs-
oder Berechnungsmethode, die
eingesetzt wird, um in komplexen oder
rechenaufwandigen Problemen schnell
zu einer genug guten Losung oder
Einschatzung zu kommen (keine
Garantie fur optimale Losung).

First Fit Heuristik:

Gegenstande werden in zufalliger Reihenfolge betrachtet,
Behalter bezeichnen wir mit 8y, 84, ..., B
Zu Beginn gibt es m — 0 Behalter.
® Wiederhole fur jeden Gegenstand i=1,.... 1
m Falls moglich, lege i in den ersten Behalter By, k € {1,...,m}, in

welchem noch genigend Platz frei ist.
m Sonst: lege /in einen neuen Behalter B,y und setzem — m+1.

= Beispiel:

N

~
N
a
e
ol

m Falls fix) besser ist als f*, dann x* «— x und f2 «— f{x*) setzen.
m Sonst; Fir jede (Teil-)Lésung x" € branches(x);
# Falls bound(x') besser ist als f*:
W Rufe b&b-tigfensuchelx’ ) auf.
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m-1

= Untere Schranken Berechnung fiir die Anzahl
an benotigter Behalter, die mindestens
verwendet werden muissen:

|

, y
= In bound(x’) wie folgt verwendbar: bound(x’)
= Anzahl bereits benutzter Bins + untere
Schranke (der Elemente noch nicht in der

Lésung / zu Bins zugewiesen) => Wenn
bound(x’) >= f delta dann Pruning
(abschneiden)

= Am Ende sind min. m-1 Bins halbvoll: Wenn
2 Bins <= 0.5 haben kdnnte man sie umfiillen
(algo kann solchen Fall nicht erzeugen)

= Hobchstens doppelt so viele wie min notig

<Yl 0 <m*bzw.m-1<2m*

Begriffe

Problem vs. Problem-Instanz:

e  Optimierungsproblem: Aligemeine Definition
einer Fragestellung (Parameter als
Platzhalter etc.)

e Instanz eines Problems: Konkrete
Ausgestaltung des Problems mit Werten
fir alle Parameter

Minimierung vs. Maximierung:
min{f(x) | x € S} = —max{—f(x) | x € 5}
A

Y

Optimum:

e Optimale Losung x erreicht optimalen
Zielfunktionswert

e Optimierungsproblem kann mehrere
optimale Losungen besitzen

Nachbarschaft:

e Eine mengenwertige Funktion, welche
jedem Punkt (in einer Menge M) eine
Menge von benachbarten Punkten (die
eine Teilmenge von M sind) zuordnen
Im TSP bspw. Menge von allen Touren

Lokale vs. globale Optima:

e Lokales Optimum: Lésung x, die im
vergleich zu allen Losungen in ihrer
Nachbarschaft den besten
Zielfunktionswert erreicht

e Globales Optimum ist stets auch ein
lokales Optimum

Nachbarschaftssuche:

Iterativ Losung x mit einer besseren
Losung x” aus ihrer Nachbarschaft
austauschen, bis x lokal optimal ist

Hier ausschliesslich kombinatorische
Optimierung: Eine Losung x ist dann ein
diskreter Vektor

Optimale (globale und lokale) Losungen
sind oft schwer zu finden (NP-
Vollsténdig). Sogar polynomiell 16sbare
Probleme wie kiirzester Weg kdnnen zu
aufwandig sein.

Enumerativer Algorithmus:

Verfahren, das alle zuldssigen Lésungen
auflistet.

Exakter Algorithmus:

Verfahren, das eine optimale Losung
findet

Im Gegensatz zu Heuristische Losung:
Erlaubt eine Abweichung zur optimalen
Losung. Das ermoglicht einen
schnelleren Algorithmus

Heuristik vs. Metaheuristik:

Nachbarschaft TSP Beispiel: Menge M ist die Menge aller moglichen Touren und ein
Punkt darin (also eine Tour) dessen Nachbarschaft ist eine Teilmenge von M (also eine

Heuristik: Verfahren, das eine Losung
sucht, fur die weder die Zulassigkeit
noch die Optimalitat garantiert ist.
Heuristik: Problemspezifischer Algo
Metaheuristik: Wendet gleiche
Grundprinzipen auf verschiedene
Probleme an
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Metaheuristiken:
Konstruktive Algorithmen

Definition

Baut eine Losung Stiick fir Stiick auf, bis sie
vollstandig ist.

= Beispiel: Greedy Verfahren

= Konkrete Anwendungsbeispiele: Kiirzester
Pfad von A nach B, minimalen Spannbaum
eines Graphens

= Auch heuristische Losungen sind machbar
(Bin Packing, TSP, Knotenfarbung)

Greedy Verfahren

e Konstruiert sukzessiv eine optimale Losung
in Bezug auf Zielfunktion f (greedy = gierig =
stets das beste Stilick wird genommen)

o Gewichtsfunktion w misst die Giite einer
Teilldsung

e Essoll eine Lésung mit max w-Wert
konstruiert werden

e Exakte Greedy Verfahren eignen sich dazu
optimale Losungen zu bestimmen
(besonders wenn Matroid-Eigenschaft erfllt
wird) => Andernfalls handelt es sich um eine
Greedy Heurisitk

e Greedy Approximation: Teilweise ldsst sich
Approximationsglite zeigen / beweisen
(bspw. First Fit in Bin Packing)

Matroid:

Sei E eine endliche Menge und sei 4/ sine Menge von Teilmengen van E.

Teilmengensystem

Die algebraische Struktur (£, /) heisst ein Teilmengensystem, falls gilt:
1 0edl
2 WenndA c Bund Be U dannist A e 4.

Ist folgendes (E, 2{) ein Teilmengensystem?

E={abc}) U={0 =T\

{a},
- {b},

[ {eh
\_ibeh)

v
= Teilmengensystem wenn leere Menge in
U und fir jedes Element in U (was auch
eine Menge ist) mussen alle ihre
Teilmengen in U sein.
= Eist eine Menge und U hat Teilmengen
von E

Matroid

Ein Teilmengensystem (£, /) heisst Matroid, falls die
Austauscheigenschaft gilt:

Fir eine Menge A € U die weniger Elemente hat als eine Menge B € U
muss es ein Element x € B, A geben sodass (AU {x}) e U.

Gegenbeispiel: Zeigen Sie, dass folgendes
Teilmengensystem (E, %) die Austauscheigenschaft nicht erfiillt
und daher kein Matroid ist:
E={a,b,c}, U = {0,
AZay,
{b},
{c}.

BNA=fud =Y gl
%5;\93 Sé?J

= Achtung: Mindestens ein Element x in B \
A sodass A vereinigt {x} in U

Kanonischer (allgemeiner) Greedy Algo:

m Gegeben Tellmengensystem (£, U), Gewichtsfunktion w: E — R,
m Wir suchen in 7 eine (bzgl. €} maximale Menge T, sodass
f(Ty = Ty wie) minimiert wird.

Kananischer Greedy Algorithmus

m Ordne die Elemente in £ nach aufsteigendem Gewicht sodass
wiey) € - - € Wigg).
m Setze T« 0.
m Firk=1,....n
m Wenn T U {e:} €, dann setze T »

m Gib die Lésung T aus.

= Wenn (E, U) Matroid, dann Algorithmus
optimal (bzw. exakt)

= Soll f(T) maximiert werden, dann
Elemente absteigend sortieren

TU e}

Problem: Minimaler Spannbaum

Gegeben ist ein gewichteter Graph G = (V, E, w) mit:
m Knotenmenge V,
m Kantenmenge Ec Vx V,
m Gewichtsfunktionw : £ — R.

=  Wir suchen min. Spannbaum (e|n Baum
der alle Knoten miteinander verbindet,
wobei Summe aller Kantengewichte
minimal ist)
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Das Matroid sorgt nur dafiir, dass du giiltige Mengen aufbauen kannst.
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Der Greedy-Algorithmus sorgt dann dafiir, dass du lokal beste Entscheidungen triffst

— auch mit negativen Werten.

= Losbar mit kanonischem Greedy

= E sei die Menge aller Kanten, jedes Tin U sei
eine zyklenfreie Teilmenge von Kanten in E
und w sei das Kantengewicht

= Deshalb Matroid: Keine Zyklen (also
Unabhangigkeit erhalten)

= Austauscheigenschaft versichert, dass alle
maximalen unabhangigen Mengen gleich
gross sind (wie Rang in der linearen Algebra)
und dass man eine kleinere unabhangige
Menge schrittweises Erganzen zur Grosse
einer grosseren erweitern kann (ohne
Unabhéangigkeit zu verletzen).

= Warum unabhangig? Weil nur unabhangige
Mengen zulassige Teilldsungen sind (bspw.
sonst Zyklen)

I ={(A, B),(B,C)} — unabhingig

= {1:.4._ B).(B,C),(C, A"]} — nicht unabhiingig (weil Kreis enthalten)
Algo fiir Greedy min. Spanning Tree:

1 Zuerst: alle Kanten nach Gewicht sortieren.
2 Dann Kanten sukzessive zur Teilldsung T hinzufugen (sofern dabei
kein Zyklus entsteht).

= Kante (a,b) darf nicht hinzugefiigt werden,
wenn zwischen a und b bereits ein Pfad
existiert (bspw. mittels DFS)

Problem: Kiirzester Pfad

= Gleicher Aufbau wie Spanningtree, jedoch
mit Startknoten und wir suchen kiirzesten
Pfad zu jedem Knoten

m Der Kanonische Greedy Algorithmus findet stets, ausgehend von
Startknoten u € V, den kilrzesten Pfad zu jedem Knoten in V.
m Beweist die Korrektheit des Algorithmus von Dijkstra (1959).
m Wir nutzen hierfiir das Teilmengensystem (P, ) und die
Gewichtsfunktion w' : P — R,
m P sei die Menge aller zyklenfreier Plade vern Startknoten u aus,
m jedes T € U besteht aus allen solchen Pfadmengen, die auf
verschiedens Endknoten fithren,
mwip)= wik) beschreibt die Lange eines Pfades p € P.
k lingtaufp
| Fiir die Optimalitat ist wieder zu zeigen, dass (E, 1) ein Matroid ist:
w InA e U gibt es |A| verschiedans Endknoten,
m In B e W mit |B] > |A| befindet sich mindestens ein Pfad mit einem
weiteren Endknoten, der in A nicht vorkommt.
m Daher kann A um diesen Pfad erweitert werden.

= Vorallem letzter Punkt wichtig, welcher
den Grund fir einen Matroid zeigt (man
kann A erweitern, so dass kein Zyklus
entsteht).
1 Zuerst: Alle zyklenfreie Pfade von u aus ermitteln und diese nach

Lange w” aufsteigend sortieren. O (n—~ 1) 1Y -~ (i k‘O%\M
2 Dann Pfade sukzessive zur Teillésung T hinzufligen (sofern der

Endknoten des Pfads bisher noch nicht er ﬁicht ist. So gibt es dann
je Endknoten einen Pfad). O«\’\ — S\
Beispiel:
PladpeT wim
u 0
u—x 2
e 8 ®
U=X=W 5 G
Uu=-x-y 7 - 5|
U-x-5 7 o £
u-z a8 =g
U—x-5-t 9

= Achtung: Alle Endknoten verschieden

= Verfahren ist ineffizient (da zuerst alle
Pfade erzeugt werden miissen)

= Deshalb Dijkstra:

w Liste von noch zu sondierenden Knoten {zu Beginn ist W = V und am
Ende ist W =)

F Auswahl an Kanten, welche die kurzesten Pfade von u aus zu allen
anderen Knoten ausmachen (Ist am Ende dee Losung)

fla)  Aktuell kirzestmogliche Pfadlinge von unacha e ¥

s(a) Optimalzu o e Vfihrender Knoten s{a) € V| W

Algorithmus von Dijkstra (1959)

1 Flr jeden Knoten a € V setze l{a) +— o

e |st schneller, da Pfad zusammen mit
Losung aufgebaut wird

e Suche nach kleinstem I(a) am besten
Uber Priorityqueue in O(log|W|)

e Wenn es nur um einen Zielknoten geht,
kann der A* Algorithmus noch schneller
sein:

w Liste von noch zu sondierenden Knoten

F Auswahl an Kanten, welche die kiirzesten Pfade von Startknoten u aus
zu allen anderen Knoten ausmachen

l(a) Aktuell kiirzestmogliche Pfadlange von u zu einem Knoten a

h(a) Monotone heuristische Mindest-Pfadlange von a zum Zielknoten z

s(a) Optimalzu a € V fihrender Knoten s(a) € V\ W

A* Algorithmus (Hart&Nilsson&Raphael, 1968)

1 Fir jeden Knoten a € V setze l(a) « «
2 WeV,Fe—0,l(u) <0
g Flri=1,..., V[
1 Finde einen Knoten a € W mit [(a) + h(a) minimal
2 Setze W — W\ {a}
3 Wenna # u, setze F — FU {{k(a),a}}
4 Fir jeden Nachbarn b von a der auch in W enthalten ist und fiir den
l(b) > l(a) + w({a,b}) ist, setze l(b) « l(a) + w({a,b}) und k(b) « a.

Problem: Knotenfarbung mit wenig
Farben

e Gegeben: Graph (V, E) (V={vl, .., vn}, E
=VxV ={(v1, vl1), (vi,v2),...,(vnh, vn)})

e Gesucht: Eine Farbung c: V -> N, die
jedem Knoten eine Farbe (als natirliche
Zahl) zuordnet

e Benachbarte Knoten missen
verschiedene Farben haben

e Ziel: Minimierung der Anzahl genutzter
Farben = «chromatische Zahl»

e NP-Vollstdndig diese Zahl zu bestimmen

2 WeV,Feiliu) =0
& Fari=1,....|V}:
1 Finde einen Knoten a & W mit l{a) minimal
2 Setze W — W\ {a}
3 Wenna 7 u, setze F — Fu {{k{q) a}}
4 Fir jeden Nachbarn b von a der auch in W enthaltenist und fir den
Iih) = l{fa)+ wi (o b)) ist, setze [(B) «— [{a) + wi{a,b}) und k{b} — a.
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Greedy Heuristik fir die Knotenfarbung
1 Nummeriere die Knoten nach absteigenden Knotengraden:
drz2dy2--2d,

Dabei sei d; der Knotengrad von Knoten v; € V.
2 Setzec(vy) « 1.
8 Flri=2..., n:

c{v,-)<—|’-(nri_n{k¢c(vul|ue{1 ..... (—1},(v,v) € E}

(kleinste Farbe zuordnen, die noch kein Nachbarknoten hat)

= Knotengrad = Anzahl Nachbarn des
jeweiligen Knotens

= Rot: Grad, Blau: Reihenfolge (Nr. nach Grad),
Gelb: Farbe
= Da bspw. bei gleichem Grad unterschiedliche
Reihenfolge gewahlt werden kann, auch
nicht optimale L6sung moglich
Knotenférbung zum Sudoku-Lésen
Je ZeilafSpalte/Block soll jede Ziter L. ..,

m Ein Knoten je Kistchen
m Kante 2wischen Kistohen in ZeilafSpalte/Block

9 ganau einmal vorkommen.

Problem: Traveling Salesmen (TSP)

Ziel: Klirzeste Route finden (in einem
vollstandigen gewichteten Graph), um alle Stadte
(Knoten) genau einmal zu durchlaufen. Wir suchen
Rundreise (Permutation bzw. Pl)
= NP-Vollstandig
= Es folgen heuristiken flr nicht optimale
Lésungen
= => Bruteforce ware optimal und aber
Oo(n!)
= Hier wird Uberall w = Metrisch (w(a,b) <=
w(a,c) + w(c,a)) (Direkter Weg nie teurer
als ein Umweg)
Nearest Neighbor Heuristik:

Nearest Meighbor Heuristik

Ausgehend von der Tour x = (1) wird iterativ zum letzten Knoten ={|x|)
der ndchste, noch nicht besuchte Nachbar gesucht und an x angehdngt.

e ©
L A

()

= Kommt sehr auf Startknoten drauf an.

= Man kann diesen n mal wiederholen (mit
unterschiedlichen Startknoten und wahlt
glnstigsten

= Nicht Optimal weil lokal gesucht wird (die
beste Route kénnte auch zuerst eine gross
Gewichtung haben die aber in diesem
Algorithmus nie gewahlt wird).

Cheapest Insertion Heuristik:
= Nimmt nicht wie bei NN nachsten
Knoten sondern fligt immer giinstigsten
Punkt ein, der am wenigsten die
Gesamtkosten erhoht
Cheapest Insertion Heuristik

1 Beginne eine Tour = = (4. b) wobei die Kante zwischen a und b die
minimale Linge hat.
2 Furi=1,...n-2:

1 Selektiere denjenigen noch nicht besuchten Knoten ¢, der einen
minimaten Wert wia, ci + wic. b) — wia, b) flir ein in der Tour
benachbartes Paar von Knoten a. b erreicht, also sei
€= arg MiNg g {MiNy b perachbert in o WA €7} + W, b) -
Flige Knoten ¢ in Tour o zwischon a und b gin.

wia bl

ra

{) ol ;;5',‘-
-In: = O} J_\. (1 "- /
TL, R N
g | ! L kf‘“ 3

- I I_. Nt
T3 g% ) (2) ﬁ e

Nearest Insertion Heuristik:
Nearest Insertion Heuristik

1 Beginne eine Tour = = (a, b) wobei die Kante zwischen a und b die
minimale Lange hat.
8 Furi=1,...,n—2:
1 Selektiere denjeinigen noch nicht besuchten Knoten c, der
minimalen Abstand zu einem Knoten v in der Tour hat, also sei
€ = arg mingg, (Minye, (W(C', v))).
2 Flge Knoten c in = zwischen denjenigen in der Tour benachbarten
Knoten a, b ein, bei denen w(a, ¢) + w(c, b) — w(a, b) minimal ist.

= [3;"?\

W) =27
(L%/l \>\ B) =523

Td_ (3/ /7—/”51_74_32 \

= Immer einen Knoten c wahlen der min
Abstand zu einem Knoten aus der Tour
hat und dann dort einfligen, wo
Zunahme der Gesamtkosten lokal
minimal wird (Zunahme = Neu — Alt)

T27 5] 2] [9] d[2[s[s[7[1]3 ][4

............. B' | 2 3 b B 5| 2 [,I3 J_fb
3 ] 7 13,9.‘1682?5

[l 18] ] AR EIEIE CIEIE]

54 1/9 sla|s]7|2le]a]1]n

e Llal | A1 FPIE] KA EE

9] 3| 8| 73]4|6]3]2]5]8]2

2| a8 4 7 216|5]8|11419|3|7

1 9 7 & JI1|E|F &S T|9162

Gegeben Gezucht
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= Finde Insertion Platz dort wo c kleinsten
Zuwachs an Gesamtldange bringt und wahle c
dort wo Lange zu einem Tourknoten minimal
Farthest Insertion Heuristik:
= Wir suchen grossten minimalen Abstand zu
Tourknoten
Farthest Insertion Heuristik

1 Beginne eine Tour = = (a b) wobei die Kante zwischen a und b die
minimale Lange hat.
2 Firi=1... =2
1 Selektiere denjeinigen noch nicht besuchten Knoten ¢, der
maximalen Abstand zu dem ihm nachstliegenden Knoten in der Tour
hat, also sei ¢ = arg maxcrge (Minyeq (Wic’, v))).
2 Fige Knoten c in # zwischen denjenigen in der Tour benachbarten
Knoten a, b ein, bei denen wia, c) + wic, b) = wia, &) minimal ist.

}: o [5_!"%\1 = ,_,IXEW
=o' 5 |
I, =554 R_IG
LRSI o1

’ -

=> Achtung: Keine Kanten «entfernen» da Rundreise
durchgehend erhalten (da Pl = Permutation)
=> Auch hier wieder kleinste Zunahme beim
Einfligen durch w(a, c) + w(c, b) —w(a, b)
Minimaler-Spannbaum Heuristik:

Minimaler-Spannbaum Heuristik

1 Berechne einen minimalen Spannbaum,
Rechenzeit O(|E| log |V|) = O(# log n) = o(n2 log n)

2 Durchlaufe in einer Tiefensuche den Baum beginnend in Knoten 1
und fiige die dabei besuchten Knoten nacheinander in eine Tour
ein, Rechenzeit O(n)

1
wrd ]a)i

2
R 354

= Wegen Tree Traversal => O(n) (auch bei

DFS)
Approximationsfaktoren:
Heuristik a
Min. Spannbaum 2

Nearest Neighbor ([logs Al +1)/2

Cheapest Insertion 2
Nearest Insertion 2
Farthest Insertion logan+1

Im metrischen TSP gibt es teils einen Approximationsfaktor «, d.h.
fiir eine beliebige Instanz findet die Heuristik eine Losung x mit
flx) £ - f(x7), dabei sei x* sei eine optimale Losung.

= Wie viel schlechter die Heuristik im
schlimmsten Fall zum Optimum sein kann

= NN Faktor durch Clustern hergeleitet
(innerhalb von Clustern Langen sehr kurz
aber zwischen Clustern lang) der NN
verbringt dabei die meiste Zeit innerhalb
eines Clusters und geht zum nachsten
wenn fertig und Optimale Tour springt
zwischen Clustern hin und her.
Binarbaum aus Clustern

2 TSP Arten:

Hegriff

Metrisches TSP

T

Verbesserungs-Algorithmen

Lokale Suche

Idee von Verbesserungs-Algorithmen:

Konstruktive Heuristik Algorithmen
erzeugen erste Losungen
Verbesserungs-Algorithmen verbessert
diese

Lokale Suche:

1 Konstruiere eine Startldsung x  S.

2 Wiederhole, solange es ein x" & N(x) mit f(x') = f(x) gibt:?
1 Wihle durch eine geeignete Methode ein x" = M(x) mit f(x') < f(x).
2 Setzex «—Xx',

3 Losung x ausgeben.

Idee: Losung x iterativ mit einer Losung
in ihrer Nachbarschaft N(x) tauschen,
solange wie sich Zielfunktion auch
verbessert.

Fall nicht mehr verbessert wird, ist x
bzgl. N(x) lokal optimal.

Als Nachbar kann alles gelten (ist eine
Funktion) also muss nicht unmittelbar
gleich neben x liegen sondern einfach
N(x) erfillen.

Im Algorithmus oben heisst
«verbessert» = Zielfunktion minimieren

Methoden fiir Wahl von Nachbarldsung x’:

Die (bliche Wahl ist in Richtung der stirksten Verbesserung:
B Best Improvement: jene benachbarte Losung, die zu einer
maximalen Verbesserung flihrt

m Aufwindig bei grosser Nachbarschaft, dafur ist die Schrittweite so
am grossten.

m First Improvement: zur erstbesten, die zu einer Verbesserung fihrt;
Betrachtet die Nachbarn in einer festgelegten Reihenfolge.

m Least Improvement: jene benachbarte Losung, die die kleinste
Verbesserung bewirkt

Auch eine nichtdeterministische Wahl ist mé&glich:

m Uniform Random; eine zufallig und gleichverteilt gewihlte
benachbarte Losung

m Eherwie eine zufallige Suche bei grosser Machbarschaft.

m Tournament. beste Lasung einer zufalligen Teilmenge aus N(x)
In diesem Zusammenhang ist je nach Grasse der Nachbarschaft die
Zahl Iterationen und die Rechenzeit je Iterationsschritt abzuwégen,




ACHTUNG: Nachbarschaft andert sich mit der aktuellen Lésung, bspw. ist 2-OPT-

OMCS Zusammenfassung

Nachbarschaft die Menge der zuldssigen Losungen, die in einem einzigen Schritt der

aktuellen Losung erreichbar sind

Luca Marceca

TSP 2-OPT

TSP k-OPT

Randomisierte Suche und Escaping

e 2-OPT Nachbarschaft N(x) hat eine Losung
fiir jede Knotenkombination mit i, j wobei
i+1 < j => Dabei wird die Tour jeweils
gedndert (2-OPT da 2 Knoten jeweils
gedndert werden): Teil Tour wir umgekehrt
A <)

= Eine Losung (eine gednderte Tour in 2-OPT)

ist dann eine Verbesserung wenn:
A+

neu
e Zielfunktionswert Veranderung:

(d(vi,vj) + d(vi+1,vj+1)) — (d(vi,vi+1) +
d(vj,vj+1)) => Wenn < 0 dann verbessert

e Anzahl Méglichkeiten fir die Wahl i, j:
Kleiner Gauss => ((n-1)(n-2))/2 (oder
binomialkoeffizient mit 2 aus n-1)
/2weili+1<j=>i+2<=]

Beispiel:
= Evtl. Reihenfolge umkehren:

# Wie ist die 2-0PT-Nachbarlésung fiir die Knoteni =3 und j = 6.
GGr—"s)

. | .. . .
w(r,z+1)+w(1,j+1)>M,])+W(f+1,;+3

= Erweiterung von 2-OPT auf k Kanten

= k Kanten werden entfernt und die frei
gewordenen Knoten so neu verbunden,
dass wieder eine Tour entsteht (viele neue
Verbindungsmaglichkeiten)

= Anzahl der Verbindungsmaoglichkeiten
wachst exponentiell mit k => 2-OPT bis zu
2, 3-OPT bis zu 8 — 1 (7 neue)
(27(k-1) * (k-1)1)

m Was geschieht wenn man ein grasseres k wahlt?
m Machteil: Grosse Nachbarschaft ist aufwandiger zu durchsuchen

m Vorteil: kann in der Lokalen Suche schneller besser werden und ein
besseres lokales Optimum ergeben.

= Alle ausgehenden Kanten der k Knoten
entfernen und neu verbinden, dass wieder
eine Tour entsteht

= Implementierung:
Gegeben: Tour, Distanzmatrix (Entfernung
zwischen Knoten i,j), Nachbarschaft
auswahlen (3 Kanten)
Grundidee: Entferne die gewahlten
Kanten, Versuche 3 Segment zu
verbinden: nehme einen Knoten aus {i,j,k}
und verbinde diese mit einem Punkt der
nur 1 Kante hat, der nachste aus {i,j,k}
auch und dann letzter ergibt sich dann
immer

Randomisierte Suche:
= I|dee: Grossen N(x) ist aufwendig, um
alle Nachbarn zu evaluieren
e Dies kann man vermeiden, wenn man
eine Methode zur zufalligen Wahl einer
Nachbarlésung verwendet (Stoppen
nicht wenn keine Verbesserung mehr

sondern nach einer fixen Iterationszahl)
1 Konstruiere eine Startlosung x € S.
@ Firj=1,....t
1 Waibhle durch eine geeignete Zufallsmethode ein x* € N(x).
2 Wenn f(x') < f(x): setze x « x’.

3 Losung x ausgeben.
Lokale Suche mit Escaping-Mechanismus:
e Die lokale Suche lasst nur eine
Verbesserung zu
= Man mochte vermeiden, dass
schlechtes lokales Optimum erreicht
wird
= Escaping = Aus lokalem Optimum
herauskommen, indem zweitweise
Verschlechterung der Losung x
zugelassen wird
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OMCS Zusammenfassung

Luca Marceca

Metropolis Algorithmus (Variante der
randomisierten Suche mit Escaping)

Simulated Annealing in TSP

1 Konstruiere eine Startlésung x € S und sei x“ « x die bisher beste.
@ Firj=1,...,&
1 Wabhle durch eine geeignete Zufallsmethode ein x’ € N(x).
2 Wenn f(x') < fix): setze x — x'.—> Velbe sserong
3 Wennf(x') = f(x) und accept(f(x’) - f(x)): setze x « x’. — Yewe YET'DZsS‘ZN"?S
4 Wenn f(x') < f(x%): setze x* — x’. = Men, beste sher erlaube

3 Ldsung x* ausgeben.

= Vermeidet lokale Optima in der
Nachbarschaft (auch in einer Nachbarschaft
sind mehrere lokale Optima moglich =>
Nachbarschafts Optima = Ein lokales
Optima), denn es erlaubt den Wechsel zu
schlechteren Losungen

= Damit werden kleinere Nachbarschaften
sinnvoll nutzbar

= Klassisches Akzeptanzkriterium: Metropolis
Kriterium

accept(A) = (et > 1)

m mit Normierungsfaktort > 0 und
m der gleichverteilten Zufallszah! r € 24[0,1), wobei0 = r < 1.

= ldee: Nah am Optimum = Schritte
verkleinern

1 Konstruiere eine Startlésung x € 5, x* « x,
Starttemperatur t — fg.
z Wiederhole solange t > tyia:
B Firj=1,...,&

1 Wahle durch eine geeignete Methode ein x’ & N(x).

2 Wenn fix') < f(x™): setze x° ~ x'_

3 Wenn flx') = f(x): setze x — x',

4 Wenn fix*) = fix) und accept(fix')y = f(x)): setze ¥ « X",
2 Setzet «— all).

3 Lisung x* ausgeben.

= Unterschied zu Metropolis: Simulated
Annealing macht globale Optimierung und
Temperatur ist im Metropolis konstant
(im SA sinkend => Akzeptanz von
schlechten Losung mit abnehmender
Wahrscheinlichkeit)

= alpha(t) = Abklhlung (geometrische
Abkihlung => alpha(t) = a*t)

= t_min nahe bei 0 und t0 bspw. 10 Mal so
hoch wie hochste potenzielles f(x)-f(x)

Zusammenhangende Nachbarschaft:

= Nachbarschaft = zusammenhangend wenn
von jeder Losung x zu jeder beliebigen
anderen Losung stets ein Weg existiert
der von Nachbar zu Nachbar geht

= Verschlechterung zugelassen
xeNX) - x" e NiX"):x" e NIA)

Tiefe eines lokalen Min:
= Tiefe D(x) eines lokalen Mins x ist die
kleinste Differenz im Funktionswert, die
zu Uberwinden ist, um aus dem lokalen
Min herauszukommen:

Theorem von Hajek iiber Konvergenz:
= Gegeben: zusammenhadngende
Nachbarschaft, Temperatur t monoton
gegen 0 konvergiert, Bei einem Weg von
X" nach x”’ und zuriick alle
Zwischenldsungen kleiner als ein Wert F
sind
= Dann gilt: t1...tk = Temperatur, D =
maxD(x) = kleinste Tiefe (um aus
grossten lokalen Min
herauszukommen):
29 i = 4oa
k=1

m Nach unendlichen Iterationen wird eine ontimale Losung erreicht

= Bei jedem Schritt genug Moglichkeiten,
nicht in einem Tal eingesperrt werden
(reversibilitat) und Temp langsam genug
abkihlt dann Garantie dass irgendwann
beste Losung gefunden wird.

= Wenn Summe endlich wére, dann
kénnte Verfahren in einem schlechten
Min stecken bleiben
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Luca Marceca

Tabu Suche

= Escaping von SA kann zyklieren

= Zyklus wenn nach einigen Escape Schritte in
dasselbe oder dhnliches lokales Optimum
zuriick geht

= Tabu => Verhindert Zyklen durch Tabu-Setzen
(Verbieten) von inversen Schritten (Riickweg)

= Gedachtnis speichert Informationen tber
bisherigen Verlauf

Attributiver Speicher:

= Gedachtnis => Speichern aller bisherigen
Lésungen speicheraufwandig

= Daher nur einzelne Attribute einer Losung
oder Ubergangs speichern

= Weist eine Nachbarlésung bzw. der Ubergang
zu ihr Attribut auf aus Tabu-Liste, wird diese
Lésung vermieden

= Hinweis: Verschiedene Lésungen kdnnen
dieselben Attribute aufweisen. D.h. nicht
bekannte Losungen kdnnen trotzdem
vermieden werden.

Beispiel Attribute im TSP:

e tabu-to-drop: Tabu Liste von Kanten (sie
dirfen nicht aus einer Losung geldscht
werden, weil sie fiir die aktuelle Lésung
gerade erst hinzugefiigt)

e tabu-to-add: (separate) Tabu Liste von Kante
(sie dlrfen nicht in eine Losung hinzugefiigt
werden, weil sie fiir aktuelle Lésung gerade
erst entfernt wurden)

® Durch 2-0PT beii = 3 und | = & wurden sosben die Kanten 13,43
und (6, 7] entternt, Dese stehen nun auf der foby-fo-ada-Liste,

m Gleichzeitig wurden die Kanten (3. 6} und (4. 7) hinzugefiigt. Ciese
stehen nun auf der tabu-to-drop-Liste,

Algorithmus:

1 Konstruiere eine Startldsung x € 5und sei x* — x die bisher heste.

2 Wiederhole, bis ein Stopp-Kriterium erfullt ist:

1 Wihle durch die Best Improvement Methode eine Losung x" & N(x),

die nicht tabu ist.
2 Setze x « x" und aktualisiere die Tabu-Liste.
3 Wenn f(x") = fix*): setze x* ~— x",

3 Losung x* ausgeben.
m Einfaches Stopp-Kriterium: Anzahl Iterationen beschranken.

= Durch «die nicht tabu ist» wird verhindert,
den gleichen Zug zu machen wie in einer
Iteration vorher.

= l|dee: bspw. in 2-OPT mit Escaping wenn
die neue Losung schlechter ist kdnnte der
Algo diese einfach umgekehrt machen
und dann, wenn in lokalem Optimum
gefangen, einfach wiederholt zwischen
ahnlichen Losungen springen

= 2-OPT hat nur Improving moves die
erlaubt werden (sobald keiner mehr dann
wird gestoppt), da keine verschlechterung
erlaubt keine Rickspriinge => lokales
Optimum wird erreicht (oder evtl. sogar
global) => Mit Escaping ist jedoch Zyklus
moglich

Anspruchskriterien:

e Heben den Tabu-Status gewisser Tabu-
Restriktionen auf (vor allem dann
notwendig, wenn alle Nachbarn N(x) einer

Losung x tabu sind)
Wichtigste Varianten:

m aspiration-by-default: Falls alle Nachbarn tabu sind, wahle
Losung x' & Mix), die .am wenigsten" tabu ist (oder zufallig
ausgewahlt wurde).

m improved-best: Falls es eine Tabu-Losung gibt, die besser ist alle
hisherigen Lisungen, wahle diese,

Algorithmus mit Anspruchskriterium:
1 Konstruiere eine Startldsung x £ 5.

2 Wiederhole, bis gin Stopp-Kriterium erfullt ist:
1 Wahle durch die Best Improverment Methode ein x' € Nix),
m das nicht tabu ist,
m oder das tabu ist und ein Anspruchskriterium erfillt.

2 Setze x « x und aktualisiere die Tabu-Liste.
3 Wenn fix') < f(x*): setze x® « ¥,

3 Losung x= ausgeben.
Gedachtnis:

e Kurzzeitgedachtnis: FIFO-Liste (Queue)
mit beschrédnkter Lange (t =
Speicherdauer)

e Wennt Gberschritten wird, wird altester

Eintrag geloscht

Welchen Wert fir 2
u Guten i-Wert durch Testen herausfinden.
m Abwagen zwischen dem Auftreten von Zyklen und der
Gbermassigen Einschrankung des Ldsungsraums
m t kann von der Instanz, von der Nachbarschaftsgrisse und vom
Attribut abhangig gemacht werden.

e Erweiterung: Dynamische
Speicherdauer: Random (wahrend
Suche t zuféllig variieren), Reactive
(anhand von Beobachtungen t
anpassen)

e Mit einem Gedachtnis kann man
analysieren, wie haufig ein Attribut
vorkommt (wenn xj in guten oder
schlechten Lésungen oft einen gewissen
Wert hat, scheint dieser attraktiv bzw.
unattraktiv zu sein, auch wenn xj viel
wechselt, wird der Wert gerne zur
Detailverbesserung verwendet (Bin-
Packing kleiner Gegenstand zum
Auffiillen verwenden)) => Unterstiitzt
die Suche mit einem Erfahrungswert

(3—{6)
/// 2o .
(3 s
S e R
7 B L
o \\ 1 5)
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Unterschied TSP und BBP:

OMCS Zusammenfassung

= TSP sind alle Lésungen zuldssig, da Bedingung strukturell

Luca Marceca

= BBP sind nicht alle Losungen zulassig, es muss immer Kapazitat fiir Gultigkeit geprift werden

Nutzung des Haufigkeitsgedachtnis:

= xj ist einfach die jte Variable der L6sung
(wenn bspw. weiss das der Wert von xj
haufig in guten Losungen vorkommt kann
man ihn bspw. fixieren)

e Intensivierung = Bereich des Lésungsraum
wird fokussierter betrachtet (xj auf Wert
fixieren der in guten Lésungen verwendet
wird)

e Diversifikation = Man will gezielt in andere
noch wenig untersuchte Bereiche des

Losungsraums gelangen (xj auf Wert fixieren,

der noch kaum verwendet wurde =>
zunachst mit starker Verschlechterung
rechnen)

1 Konstruiere eine Startlosung x € S und sei x* « x die bisher beste.
2 Wiederhole, bis ein Stopp-Kriterium erfallt ist:
1 Wahle durch die Best Improvement Methode ein x’ € N(x),
®m das nicht tabu ist,
m oder das tabu ist und ein Anspruchskriterium erfilit.
2 Setze x « x’ und aktualisiere die Tabu-Liste sowie das
Haufigkeitsgedachtnis.
3 Wenn f(x') < f(x*): setze x* « x'.
4 Entscheide, ob eine Intensivierungsphase stattfinden soll und setze
die Nachbarschaft N entsprechend.
5 Entscheide, ob eine Diversifikationsphase stattfinden soll und setze
die Nachbarschaft N entsprechend.

3 Losung x“ ausgeben.

Grenzen:

e Wenn Tabu-Suche einen Teilbereich der Tour

gut erkundet und optimiert hat, dann
enthalt die Tabu-Liste genligend
Informationen, dass dieser Bereich so
beibehalten wird. Jedoch verblast diese
«Erinnerung» irgendwann und beginnt dort
von Neuem => Man kdnnte Tabu-Listen in

Regionen unterteilen (dann aber schwieriger

Gber Regionen hinweg zu optimieren)

Genetische Algorithmen

Neue Generation entsteht durch wiederholtes

Anwenden von (P = Popultation von Losungen):

1 Selektion wahlt ein oder zwei Losungen aus P zur Fortpflanzung.
2 Kreuzung kombiniert zwei bestehende Lésungen.

» reduziert die Diversitat der Population.
3 Mutation andert hestehende Losung.

» erhiht die Diversitat der Population.

= Diversitat einer P stellt sicher, dass
verschiede Gegenden des Losungsraums
durch Losungen bzw. Teile von Lésungen
abgedeckt sind

Losung Reprasentationen:

m Binar-String Reprisentation 0,1,0,0,1,0,1,0,
z.B. fir das Bin-Packing Problem mit genau 2 Behaltern: sagt ob
ein Gegenstand in Behalter O oder 1 ist.

m Integer-String Reprasentation1,1,2,1, 3,2,
z.B. Knotenfarbung: bestimmt die Farbe eines Knotens
m Permutations-Reprisentation 1,4,3,5,2,
2.B. Traveling Salesman Problem: gibt die Tour an
z.B. Knotenfarbung: bestimmt die Knoten-Reihenfolge fir die
Greedy Heuristik

Init P:
= Typisch: Zufallig initiale Losung erzeugen
(sollte genug Diversitat haben, so dass
Uber Teile der Losungen moglichst der
gesamte Suchraum abgedeckt wird)
= Bspw. durch lokale Suche starten (auch

wenn bereits konvergiert)
Feste Populationsgrosse setzen, linear bis exponentiell wachsend
mit der Problemgrdsse.
Theoretischer Wert bei Integer-Strings zur Basis g (g = 2 ist binar),
dass mit 99.9%-Wahrscheinlichkeit an jeder String-Stelle jede
Ziffer mindestens einmal in der Population vorkemmt:

a

¥ Papulationagiddse j String-Lange, sehe Reaves (1995]
String-Lange [

Selektion:
= Wahlt eine Loésung aus P
= Flr weiterentwickeln von guten
Lésungen missen aus P gute Losungen
gewahlt werden (auch schlechte
Losungen interessant, wenn diese
Teilaspekte besitzen, die aber
unterreprasentiert sind)
Beispiel Roulette-Rad-Wahl:
= Selektion durch Wahrscheinlichkeit
einer Losung (Losung => Element in
einer P) mittels Maximal

= Minimierung = Kehrwerte
Naives Vorgehen in O(|P]):
1 Gleichverteilte Zufallszahl r € [0, 1) ziehen.
2 Setze F « 0.
3 Firjede Losung x € P:
1 Setze F «— F+f(x).
2 Wennr < F}¥.pefly), gib Losung x aus und stoppe.

= Obiger Algo holt erste (aufsummierte)
f(x) Zahl die Giber rist

= Besser mittels binarer Suche
(Funktionswert in Liste aufkumulieren
und dann binare Suche) => O(log|P|)

= Universelle Wahl:
Naives Vorgehen in O(|P]):
1 Gleichverteilte Zufallszahl r £ [0, 1/a) ziehen.
2 Setze F + 0.
3 Filrjede Losung x € P
1 SetzeF « F = f(x).
2 Wennr < F/Eypfly), gib Losung x aus und setzer — r+1/a.

Vorteil: deutlich schneller, statistisch genauso gut.
= Mehrere Losungen gleichzeitig wahlen
= Statt mehrmals das Rad zu drehen,
drehen wir 1 Mal aber mit mehreren
gleichmassig verteilten Messungen

Achtung: Population ist eine Menge von Lésungen (bspw. in TSP eine Menge von Permutationen)
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Mutation kann dann jeweils auf einzelne Losungen angewendet werden (die selektierten L6sungen)
Kreuzung findet oftmals auf allen selektierten Losungen statt



F Lokale Suche

Worgenenswelse
Traweding Salosman Froblem; k-0FT-Machbarschaft
Randomisierte Lokale Suche

Lokate Suchw mit Escaping-Mechanismus
Matropalis Algarithmus
Simulatod Annaaling
Tabu-Suchs

OMCS Zusammenfassung

4 Populationsbasieris Suche
Geretische Algothmen

Fir mich als Optimierer bedeutet das No-Free-Lunch-Theorem, dass es keine Garantie gibt, dass meine Optimierung

immer gut funktioniert. Ich muss meine Algorithmen stets auf den jeweiligen Problemtypen testen (benchmarken),
denn eine Methode, die bei einer Problemklasse gut ist, kann bei einer anderen komplett versagen.

= Probleme bei absoluten Zielfunktionswerte:
Schnell gehen bis viele dhnlich Lésungen sich
durchsetzen, die per Zielfunktion kaum
unterscheidbar sind (Vorschnelle
Konvergenz)

= Verbesserung: Skalierung (auf eine lineare
Funktion), Ranking der Losungen (durch
Sortierung => Beste Losungen zuletzt),
Tournament (beste Lésung zuféllig aus
Teilmenge von Losungen)

Erzeugung einer neuen Generation:

= Selektion wahlt aus der aktuellen P Losungen
aus

= Uber Kreuzung und Mutation wird eine neue
P erstellt

= Kreuzung findet Gblicherweise mit 100%
statt (also sicher) und Mutation nur 1% oder

2% (selten => nach Kreuzung)
Genetischer Algorithmus, frei nach Holland (1975)

1 Erzeuge initiale Population P.
2 Wiederhole bis es keine Verbesserung mehr gibt:
1 FErstelle leere Population P «— @
2 Wiederhole solange |P'| < |Pl:
1 Wenn Kreuzung stattfindst: Selektiera Losungen x, y und flihre
Kreuzung durch, Resultat in P’ einfligen,
2 Wenn Mutation stattfindet: Selektiere Losung x und fithre Mutation
durch, Resultat in P* einfigen.

3 SetzePe— P
3 Beste entdeckte Losung zuriickgeben.

Mutation:

e Gegeben: Losung x durch Selektion
m Eei einer Binar/Integer-Reprasentation:
m Ziftern werden zuféllig ausgewahlt (gleichverteilt) und dann
m Negation der Ziffer (bei Binar-Reprasentation)
m oder zufillig eine neue Ziffer wahlen (bei Integer-Reprasentation).
m Bei einer Permutations-Reprasentation:
m m-mal zwei Eintrage vertauschen (swap),
m m-mal einen Eintrag verschieben (shift),
m Teil-Liste mit m Eintragen selektieren und zufallig permutieren
(scramble sublist).

= Allenfalls ungiiltige Losungen mit bspw.
Greedy Verfahren reparieren”
Beispiel: TSP (P ist eine Permutation von
Stadten) dann jede Stadt darf genau
einmal vorkommen. Mit Mutation kénnen
evtl doppelte Stadte auftauchen. Dazu
kann eine Reparatur gemacht werden.
Bsp. Greedy (immer aktuellen besten Weg
gehen => Achtung lokale Suche verandert
Losung wahrend Greedy Losung
konstruiert): Durchlaufe P und ersetze
doppelte Elemente mit nicht benutzten
Stadten

Kreuzung:
= Gegeben: Zwei Losungen x, y (x !=y) durch

Selektion
Kreuzung bei einer Binar/Integer-Reprasentation der Lange [:
1 Ein Kreuzungs-Punkt k wird aus {1,2,..., [} gezogen.
X 1K gt a4
Yy ik
Eine weitere Variante ist das Uniform-Crossover:
1 Fir Ziffer {1, 2,.. ., 1} wird mit 50% der Wert aus Losung x bzw. aus y
verwendet,

2 Neue Losung y' besteht dann aus y! =

= Kreuzung bei Permutationen: Problem
ist dass Resultat stets eine Permutation
ist (neue Losung)

Mégliche Losung: Order Crossover (siehe Schoning, 2004):
1 Gegeben Lésungen x.y € P mit

x=1(56,2,01473809),
¥=13,2.1,6,59.4.087)
2 Wahle aus x zufallig den Abschnitt x* = (2,0,1,4,7,3).
3 Beginne die neue Losung z mit x'.
4 Dann setze fort in y beim letzten Knoten von x'. Dabei fiige nur
diejenigen Knoten aus y ein, die in x’ noch nicht vorgekommen sind:

2=(2,0,1,4.7,3.6.5,9.8).

Fihren Sie dies fir Abschnitt x’ = (5,6, 2\‘0‘ 1) durch.
(5 u &1
z=(5.62x 7?@\2{ 9,4 41,>)
¥
m Weitere mogliche Losung: Union Crossover (Poon&Carter, 1995):
1 Gegeben Losungen x,y € P mit

x=(24.1.6,3.5),
¥=1(513.2,6.4).

2 Wahle aus x zufallig den Abschnitt x* = (4,1,6).
3 Setze y’ auf die iibrigen Elemente y \ x', also y’ = (5,3,2).
4 Erzeuge leere, neue Losungz = ()
§ Wiederhole solange x’ # (und y’ # ().
1 Wahle zufallig x* oder y'.
2 Entferne daraus den ersten Eintrag und hange ihn an zan.
& Hange x’ und y’ an zan und gib z zuriick.
7 Fihren Sie die Schleife aus und notieren Sie das Ergebnis.
A o4
/‘*AL,,‘ ml X staf]

~=(4 5136 D

No Free Lunch (NFL) Theorem

e Welche Metaheuristik ist insgesamt die
beste?

e Gemass NFL sind alle metaheuristiken
ungefahr gleich gut (sofern Lésungen
nicht doppelt besucht) => Wenn
Heuristik in Problem gut abschneidet
dann schneidet sie bei anderen
Problemen schlecht ab (hebt sich auf)

e Per Zufall konstruierte Losungen sind
also im Durchschnitt genau so gut wie
Verbesserungsheuristiken

e Esgibt kein Allheilmittel in der
Optimierung. Jeder Algorithmus ist nur
so gut wie seine Passung zum Problem.

= In der lokalen Suche ist die Nachbarschaft einer Losung die Menge aller Lésungen, die man durch kleine,
definierte Anderungen an der aktuellen Lésung direkt erreichen kann.

Seite 11 von 23




B&B ist eine Suche nach optimaler Losung (ein Losungsraum muss daher bereits existieren).

OMCS Zusammen{2P erstellt schrittweise (konstruktiv) eine optimale L6sung mittels Memoisierung, die genutzt werden kann, wenn Teilprobleme

.—..2Ca

/ Strukturen Gberlappend sind (eine optimale Losung eines Problems enthalt optimale Losungen seiner Teilprobleme => Dann

Exakte Algorithmen
(Beispiele mit TSP, BPP)

Einleitung

Idee: Suche zur exakten Lésung eines Problems
= Daraus entsteht das Problem von
exponentiell grossen Suchbaumen
= Ein Problem, fiir das es einen Suchbaum gibt
kann auch verschiedene Arten gelost

werden:
= Vollstandige Enumeration
m Samtlichen Losungen werden betrachtet,
m Durchsuchen z.B. eines kampletten Suchbaums per Tiefensuche.
m Dynamische Programmierung
m Speichert Lésung von Teilproblemen.
m Vermeidet die erneute Lésung sich wiederholender Teilprobleme.
m Branch & Bound Suche
m Gegeben eine Teilldsung (die durch Branching erzeugt wurde},
schatzt man durch Bounding ab, wie gut der Rest des Problems im
besten Fall gelost werden kann.
m [st der Best-Case fiir die Teilldsung garantiert schlechter als die
aktuell beste Losung flir das Gesamtproblem, dann kann diese
Teilldsung nicht zu einem Optimum fihren und wird verworfen.

m Manchmal ist eine Kombination der Verfahren moglich.

funktioniert DP) => Optimale Teilproblem notwendig fiir Korrektheit, Uberlappung notwendig fiir Effizienz

= Es geht darum das TSP enumerativ zu

I6sen, jedoch Teilkalkulationen nicht
mehr doppelt zu machen, sondern aus
Cache zu holen (DP)

Beispiel:
Sei folgende Kostenmatrix gegeben:
0 1 2 3
0 oo 10 15 20
1 10 oo 35 25
2 15 35 oo 30
3 20 25 30 oo

(o= = Kein Weg zu sich selbst (nicht relevant TSP))
= Ziel: Min. Rundreise, die in Stadt O startet,
alle anderen Stadte genau 1 Mal besucht

Branch & Bound Suche

Zerlegung eines Problems in

Dynamische Programmierung fiir TSP

= Grundprinzip ist das Teilen des Problems in
kleinere Teilprobleme und durch

Memoisierung Teilldsungen merken
m Setze C({}) « 0, L({}) «— O.
mFiri=1,... ,n:
1 Firjede Knotenmenge S < V aus |5] = | Knoten:

1 Setrej — :.rp;min_,_s CEN D —alL{E\ /1) 01+ c(L(S {f}h )+ clf0)
2 Setzel(S) |
3 Setze C(S) « C(5" (j]) =ciLiS\ {10+ cil(SY [/})]) +cffO)

B Ci(V)ist nun der optimale Zielfunktionswert,

und zu Stadt O zurlickkehrt.
= ¢(S,j): Min kosten, um von Stadt 0 Uber
alle Stadte in S zu reisen und in Stadtj zu

enden
1. Setze C({}) und L({}) =0
2.i=1,|S|=1:
S j c(S,j)
{1} 1 10
{2} 2 15
{3} 3 20
3.i=2,|S|=2:
S i c(S,j) Wert
{1,2} c({2},2)+d(2,1) 50
(15+50)
2 c({1},1)+d(1,2) 45
{1,3} 2 c({3},3)+d(3,1) 45
3 c({1},1)+d(1,3) 35
{2,3} 2 c({3},3)+d(3,2) 50
3 c({2},2)+d(2,3) 45

= (S, ) =min tberk € S\ {j}von [c(S\{j},

k) +d(k, j)

Teilprobleme
= Die moglichen Lésungen S ' eines
Teilproblems N’ bilden eine Teilmenge
S’ c Saller zuldssigen Losungen
= Obsichin S’ eine optimale Losung
verbirgt ist unklar
Branching

branches(x') ermittelt flr eine Teillosung ' bzw. Teilproblem I1° gine
Menge van Teilldsungen {x:’] bzw. von Teilproblemen 1I'I:‘ }

Die zugehdrigen Mengen méglicher Losungen {51} sind paarweise
disjunkt und umfassen alle moglichen Losungen 5" von Teilproblem 11°.

= Es ergibt sich ein Suchbaum mit
Traversierung via bspw. Tiefensuche,
Breitensuche (hat grossen
Speicherbedarf => Kein vergessen wie
bei Tiefensuche, muss alle Knoten auf
einer Ebene speichern => Wachst
exponentiell) oder Bestensuche
(erfordert eine approximative
Bewertungsfunktion)

= Nach einem Branching ist die Frage ob
die Losung eines Teilproblems zu einem
globalen Optimum kommt => Falls
beweisbar, wird Problem nicht wieder
betrachtet (Beweis = durch Bounding)
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Grundlegende B&B Idee:
OMCS Zi-

Wahrend des Verfahrens wird jeder Branch untersucht und berechnet eine untere Schranke fir diesen Teilraum

l1ira NMarrara

Wenn die untere Schranke grosser ist als bisher bekannte obere Schranke, kann man diesen Branch verwerfen => weil keine bessere Losung in

Bounding
m Funktion bound(x) ermittelt den besten Zielfunktionswert, den

man durch Komplettieren der zu IT" gehdrenden Teilldsung ¥ noch
grreichen kann.

m [st die Bound schlechter als der bisher besta bekannte
Zielfunktionswert, dann kann durch Komplettierung von x kelne
global optimale Losung erreicht werdan.

= Worst Case = Laufzeit entspricht
Suchbaumgrosse (d.h. bounding schlagt
immer fehl und Teilraum muss jeweils weiter
betrachtet werden)
= =Schranken
Konkreter Ablauf:

Branch&Bound Tiefensuche

Setze f* auf einen unglitigen Wert, Optional: durch Heuristik eine
bisher beste Losung x* bestimmen und [* «— f(x*) setzen

Sei x « 0 gine leere Teillosung

Rufe b&b-tiefensuche(x) aut

b woN

Optimale Losung ¥* — x° ausgeben

function b&b-tiefensuche((Teil-}Losung x) A \-{ Y
m Falis x eine volistindige Lasung ist: ~ o
m Falls f(x) besser st als f*, dann x™ « xund /* « f(x") setzen,
® Sonst: Fir jede (Teil-)Losung x*  branches(x):
® Falls bound(x’) besser ist als f*:
® Rufe b&b-hefensuchalx’) aul,

= bound(x) gibt true zuriick wenn besser als
beste Losung (d. h. es gibt eine Chance, dass
die aktuelle Teill6sung besser ist, als die
momentane optimale Lésung)
= fdelta = obere Schranke (Zielfunktionswert)
Beispiel am Bin Packing Problem (Ablauf):

Bin Packing Prablem

Gegeben: n Gegenstande mit der Grésse ag..... a, € (0.1).
Gesucht: eine Zuordnung in Behalter (Bins) By, By, .. .. B sodass
Zaen, 0 € 170r jeden Behdlterk =1,.. ., m gilt, sodass die &nzahl
genutzter Behalter m minimiert wird,

function bpp-bab-dfs (Teil-)Lésung x mit Gegenstand £

m Falls { > n: Aktuelle Lésung ausgeban.
® Falls i < n: Fiir Behdlterk=1....,n:
m Falls Gegenstand { in Behdlter k passt:

m Gepensiand | in Bahalter k packen
W Falis boundiaktuelle Lasung) < % Rute dpp-b&b-dfsii « 1) auf,
w Gegenstand i aus Behiler k entfernen

= Es braucht maximal n Behalter (daher
Loop von Anzahl Behilter in dfs)

= Eine Teillésung x = [i, m, (c(1),...,c(m)] wird
reprasentiert durch: Nachster
betrachtender Gegenstand i, die Anzahl
genutzter Behalter m, die Restkapazitaten
der Behilter ¢(1),...,c(m)

e B n
=

m ", q;]ist eine untere Schranke fir die minimale Anzahl Behalter.

m Fiir eine (Teil-)Losung x = [{m, (c(1).. ... e(m)]miti=1,._, n+1
kann man diese untere Schranke verbessern (also erhiéhen) zu

bound(x) = M+ max 4 0, (Z ﬂ_.-) = (me)
k=1

— —

Summe Resigrissen  Summe Restkapazititen
= Wenn Restgrdssen < Restkapazitat,

bedeutet dies, dass es noch moglich ist,
diese alle in m Behaltern zu platzieren,
daher ist bound(x) dann nur m + 0, da die
Teilldsung in m Behaltern sein kann.
Wenn > dann bedeutet dass, dass der
Platz in den m Behaltern sowieso nicht
mehr ausreicht und es braucht
mindestens soviel Behalter mehr, wie die
die volle aufgefiillten Kapazitat der m
Behalter + der restlichen Restgrdsse
(aufgerundet da Anzahl Behilter eine
natlrliche Zahl).

Konkretes Beispiel mit [1, 0, ()]:

1 2 3 4 5 &
06 05 03 02 02 02

i
a;
Tiw@ 20 14 09 06 04 02

#; Wenden Sie die Branch&Bound Tiefensuche an.
m Setzen Sie f* — w und rufen Sie bpp-b&b-dfs([1.0,()]) auf.
w Notieren Sie in jedem Schritt die (Teil-)Lésung x und boundi(x)

[1,000 b=L—k<]*/
LLJ\ o], o= 4 144 -041=], l=<Ld/
-2V

[32,(0508), b=2+ [ O~ &)

y\

[42,(04,0.5)] / Ty 2= o)

5210 4Jﬂ-5\]]\/
aD ©

= Achtung: Es muss bei jedem Knoten
durch alle moglichen Behalter durch
geloopt werden (auch leere bis n-
Gegenstande, da max). Man kann
jeweils auch sagen, dass keine Behalter
dazwischen leer sein dirfen => So spart
man unnotige Berechnungen.

= Sobald Blattknoten erreicht wird f_delta
Uberschrieben.

= Immer zuerst in die Tiefe gehen (quasi
so schnell wie moglich eine Losung
bekommen)

= Das loopen durch alle Behalter bei
jedem Knoten ist notwendig um alle
moglichen Lésungen anzuschauen.

= Sobald bound(x) >=f_delta dann
schneide ab (brich Teill6sung ab)
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OMCS Zusammenfassung

Luca Marceca

Beispiel am Traveling Salesmen Problem Ablauf:
Branching:
Branching durch Kantenwahl

Fiir jede wahlbare (Teilzyklen-vermeidende) Kante (i,j) ausgehend vom
aktuellen Knoten i

m Entferne Zeile i,

m Entferne Spaltef,
Beispiel:
| 1 g 3 (L)1 3 a s
TS 13 28 17
7 @ 9 a4 14
2|5 9 4 14
— 3 |13 - 6 7
313 - b6 7 waniz
4 |28 6 - 11
2 22 B At 5 (17 7 11 -
5|17 A 4
Bounding:

Bounding durch Summe der Zeilenminima

bound(M): Minimum der Kantengewichte in jeder Zeile berechnen und
aufsummieren, plus die schon bestehende Tour.

m Eine optimale Rundreise durch die Matrix enthalt mindestens eine
Kante aus jeder Zeile.
m Damit ist eine optimale Rundreise mindestens so lange.
® Somit ist bound{M) eine untere Schranke fiir die Lange jeder Tour,
die noch aus der vorliegenden Matrix entstehan kann.
|2 2 3 4 5

1| - 5 13 28 17
N _ 25 - 9 4 14 i
Beispiel: M= 3l1s 9 - & 9o bound(M) = 26.
4128 4 6 - 11
5(17 14 7 11 -

= Zeilen reprasentieren Stadte und
Startpunkte und Spalten Destinationen

= Die untere Schranke muss noch keine
optimale Rundreise sein (das ist ja das Ziel,
was man durch den Algo erreichen will)

5 117 7 11 -

bound=(d+6+6+T)+5=28
» Wird als nachstes untersucht.

141 2 3 5

2 5 - 9 14
3 (23 9 - 7

4 - 4 6 1
5 |17 14 7

bound=(5+7+4+7)+28=51

(L)1 3 4 5§
2 |- 9 4 14
allas . & 7
4 |28 68 - 11
£ |17 ¢ 1.3 =

|1 2 3 4 5 Die Tour ist leer und beginnt in
- 5 13 28 17 Knoten 1.
215 - 9 4 14 Ausgehend von Knoten 1 gibt es
3|13 9 = & 7 ein Branching zu den Kanten (1,2),
4(28 4 6 - 11 (1,3),(1,4), (1,5).
517 14 7 11 -

2|1 3 4 5 13 |1 2 4 5

2 - 9 4 14 2 5 - 4 14

3 |[a3 6 7 3 - 9 6 7

4 28 6 - 11 4 28 4 - 11

5 17 14 11 -
bound={d +6+4+11)+13 =38

15 |1 2 3 a
3 5 - 9 a4
3 (13 9 - b
4 28 4 &6 -
5 - 14 7 11

bound= (8 +6+4+7)+17 =38 ,

Die bestehende Tour hat die
Lange 5 und endet in Knoten 2,
Ausgehend von Knoten 2 gibt es
ein Branching zu den Kanten (2, 3),
(2,4),(2,5).

231 4 5
3 (13 6 7
4 |28 - 11
5 |17 11 -
bound = (4+11+11)+9+5=42

@25/ |1 3 4
b

3 [13
4 28 6
5 17 7 11

bound =(6+6+7)+14+5 =38

24111 3 &
3 I3 = 7
4 28 6 11
5 17 7 -

bound=(7+6+7)+4+5=29

» Wird als nachstes untersucht,
Grund: heuristische Wahl der
Distanzmatrix mit kleinster
Bound.
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OMCS Zusammenfassung

Polyeder: Nicht moglich (sonst waren auch genau 2 Losungen in LP moglich) Konvexitat muss gewahrleistet bleiben
d.h. wenn A und C zuldssig dann alles dazwischen in einer geraden Linie auch zuldssig (V mit Ungleichungen geht nicht)

ftt.a iviairLcua

Es gilt: Jeder Halbraum ist Konvex, Der Schnitt von konvexen Mengen ist wieder Konvex

Eine Menge M ist konvex, wenn flr jede zwei Punkte x,y€M auch alle Punkte auf der Strecke zwischen x und y in M liegen

Lineare Programme (LP)

Einleitung

= Heuristiken & Metaheuristiken = wie finde
ich die Losung (suche nach guten zuldssigen
Losungen und werden verwendet falls keine
exakte Methode existiert bzw. nicht
effizient), keine Optimalitatsgarantie

= Mathematische Modellierung mittels Integer
Linear Programming (ILP) = was muss eine
Losung erfiillen (suche nach optimalen
Losung)

» Zielfunktion f(x): Das Ziel das wie
optimieren mochten (bspw.
Gesamtkosten minimieren)

= Zuladssige Losung: Jede Entscheidung x, die
alle Bedingungen erflllt (also in der
zuldssigen Menge liegt) ist eine zulassige
nicht unbedingt optimale Losung

= Optimal Losung x*: Beste zulassige
Entscheidung (die, bei der wir das Ziel
(bspw. Minimierung der Zielfunktion) am
besten erreichen)

Nebenbedingung:

xb I+ xb c+xb_w<=14
Xz | +xz_ x+xz_ w<=16
xb l+xz =9

xb c+xz c=10

xb w+xz w=11,x..>=0

Produktionsproblem Beispiel

Transport Problem Beispiel

Allgemeines Optimierungsproblem

IT:min{f{x)|x<c S}, wobei 5§ CR"

Entscheidungsvariablen: E={F1.32,0....1 rn) | € R"
zulassige Menge: SR

Zielfunktion: f:95+R

zulassige Losung: ¢ ES

optimale Losung;:
x* € S sodass f(z*) < flz) firallexz € §

Optimum, optimaler Zielfunktionswert: f(x*)

= Entscheidungsvariablen: Dinge die man
beeinflussen kann (Menge von Material A,
Wieviel Arbeitszeit etc.)

= Zuldssige Menge S: Moglichkeiten die
erlaubt sind fir Entscheidungsvariablen
(bspw. nicht negativ viel Material etc.)

Firma XY produziert in Basel und Ziirich gin bestimmtes Produkt. An
einem Tag werden 14 Tonnen in Basel und 16 Tonnen in Zirich
produziert. Die Firma hat drei Abnehmer, die sich in Luzern, Chur und
Winterthur befinden. Der tagliche Bedarf der Abnehmer ist 9 Tonnen fur
Luzem, 10 Tonnen fir Chur und 11 Tonnen fir Winterthur.

Firma XY mochte ihre Transportkosten minimieren, deshalb hat sie die
Transportpreise pro Tonne auf allen Verbindungen erhoben. Die
Ergebnisse sind in folgender Tabelle zusammen getragen:

| Luzern  Chur  Winterthur
Basel 11 4 5
Ziirich 5 4 7

Wie soll die Firma XY ihre tiglichen Transporte planen, damit die
taglichen Transporthosten so kiein wie miglich sind®

Parameter:

Matrix als Variablen

Variablen:

xb_ |, xb_c, xb_w, xz_|, xz_x, xz_w (Wie viel
Produkte fiir welche Abnehmer)

Zielfunktion:

11*xb [+4*xb c+5* xb w+5*xz |+4*
XZ_X+7*xz_w+ ->min

Belopiel: [Guenin ot 3@ 5 3= 4)
i ch produgie
-

rainiert} bendtign
ten Maschine
jedes Produkts zu erzeugen,
Verkaufopreise der Pradubie angegeben.

Predukt | Masching 1 Masching 2 trainar

300
00
21
180

Wi wiel Stilch von dos & Produbtens soll prs Manat produsart worden, danit
der Gewinn rasimad wird?

Parameter:

pl, p2, p3, p4 (pi = Preis von Produkt i)

... (Matrix)

Variablen:

x1, x2, x3, x4 (xi = Menge von Produkt i pro
Monat)

vl, y2

Zielfunktion:

Pl*x1+p2 *x2+p3*x3+pd*x4—-8*yl-6
* y2 -> max

Nebenbedingungen:
11*x1+7*x2+6*x3+5*x4<=700
4*x1+6*x2+5*x3+4 *x4<=500
y1<=600, y2 <= 650
yl1=8*x1+5*x2+5*x3+6*x4
y2=7*x1+8*x2+7*x3+4*x4,x..,y..>=0,
X...inZ
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OMCS Zusammenfassung
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Begriffe

Definition: Lineare Funktion

I

Eine Funktion [ : R™ — R heisst linear, falls f(x) = a' 2, wobei

acR™

Definition: Lineare Nebenbedingung

Eine Nebenbedingung heisst linear, falls sie eine der folgenden
Formen hat

o flz)< g
° flx) =4
e fle)=73

wobei [ eine lineare Funktion ist und 3 € .

Definition: Lineares Programm (LP)

Das Problem der Minimierung/Maximierung einer linearen
Funktion, so dass eine endliche Anzahl von linearen
Nebenbedingungen erflillt ist, heisst lineares Programm.

= Matrix mit 0, 1 als Komponenten
Parameter:
ai: Grossen der Gegenstande
Variablen:
xij fur i = 0..n und j=0..n (max. Anzahl Bins =
Anzahl Gegenstande) und xij in {0,1} => sagt ob
Gegenstand i in Box j
yj => sagt ob Box j benutzt wird
Zielfunktion:
Sum(j=1 bis n) yj -> min
Nebenbedingungen:
e Jeder Gegenstand genau in einem Bin
sum(j=0 bis n) xij =1, firi=0..n
e Jeder Bin Kapazitat=1
sum(i=1 bis n) ai*xij <=yj

Zielfunktion:

aij * xij (fir alle i und j) -> min
Nebenbedingungen:

sum(i = 0 bis n) xij = 1 (Jeder Mitarbeiter in
genau einem Job)

sum(j = 0 bis n) xij = 1 (Jeder Job genau einen
Mitarbeiter)

xij ={0,1}

LP-Formen

Bin Packing Problem Beispiel

Zuordnungsproblem Beispiel

Seien n Gegenstinde gegeben, deren Grosse jeweils maximal 1 ist.
Wir mochten diese Gegenstande in mehrere Behalter der Grosse 1
packen. Wie viele Behalter brauchen wir dafiir mindestens?

Im ersten Teil der Vorlesung haben Sie die First Fit Heuristik
kennen gelernt, die eine zul3ssige Losung des Problems liefert. Nun
wollen wir dieses Problem mathematisch modellieren.

|d\q-."--'

Al 2 Py —‘DG

A
y X

J...

Beispiel: (Guenin et al: 5. 15 —17)!

Firma WaterTech hat 4 Jobs zu vergeben. Diese sollen von 4 Mitarbeitern
ausgefihrt werden. Aus Erfahrung weiss die Firma, wie lange ein bestimmter
Mitarbeiter fur einen bestimmten Job braucht. Diese Informationen sind in
folgender Tabelle aufgefiihrt:

dob 11 2 3 4
A
1 I 85 1 7
2 8 2 2 4
3 2 1 6 8
4 8§ 3 3 2

Zusatzlich sall gelten:
@ jedem Mitarbeiter soll genau ein Job zugewiesen werden

@ jeder Job soll genau einem Mitarbeiter zugewiesen werden

Wie sollen die Jobs den einzelnen MA zugeteilt werden, damit die Gesamtzeit,

die fiir die Ausfihrung der Jobs notwendig ist, minimal wird?
Variablen:

| = 0..4 => Menge von Mitarbeitern
J=0..4 =>Menge von Jobs

xij = {0,1} => Mitarbeiter i macht Job j?

uxm:{(:: x| Ax=b, & =0}

Kanonische Maximierungsform

a.x{(:-rzlA:: <b, x>0}

Kanonische Mini n]ierungsforrn

minje x| Az > b, 2 > 0}

= Notwendig fiir Solver (manche Solver
verwenden eine gewisse standardisierte
Form)

@ Ungleichung < zu Ungleichung =:
a'x<h & —a'z>-b
@ Gleichung zu Ungleichungen:

a'z=b - a'z<h a'z>b

@ Ungleichungen zu Gleichungen:
a'z<b — a'z+s=b, 8>0

a'x>b = a'z—-s5=b s>0

@ Nichpositive Variable zur nichtnegativen Variable:
;<0 = Fi=—z;, T; 20

@ Freie Variable zu nichtnegativen Variablen:
zj frei — zj=2x —a;, a/,%; 20
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Betrachten wir folgendes lineares Programm

A
% AN
oy /\"\ <
- o]
I 2 A =\
@ In welcher Form liegt das LP vor? Wie lautet dig_~ = 7
entsprechende Matrix A und die Vektoren b, ? —

& Uberfiihren Sie dieses LP in die Standardform. Wie andern =
sich A b und ? ==

o Schreiben Sie das LP in der Form max{c'z| Ax < b}. Wie
miissen A, b und c definiert werden?

Standardform:

-x1+2x2+s1=8

2x1+x2+s2=14

2x1-x2+s3=10

x1, x2,s1,s2,s3>=0

A => Einfach noch Einheitsmatrix mit n=3 anhangen
¢=(1,1,0,0,0) (=> Zielfunktion kommt s nicht vor und
nur einmal x1 und x2)

Graphische Losung eines LPs

T4 T2 - max (461
—z1+2r2 < 8 i

2T +z2 < N4 i

2z —x2 £ 10

ry, T2 1] P=ireR’ Axsb}

L=

X, 4 xy =2

Ein Polyeder P C " ist ein Durchschnitt von endlich vielen
Halbrdumen, d.h. P = {z € R" | Az < b}.

= Polyeder Rander entsprechen den
Nebenbedingungsungleichungen und die
Niveaukurven (in Richtung von c) der
Zielfunktion mit entsprechendem «y»-
Wert

= n = Anzahl Entscheidungsvariablen (ohne
Schlupfvariablen s, welche kiinstlich
eingefligt wurden um in eine
Standardform umzuwandeln)

= Polyeder ist der Schnitt von endlich vielen
Halbrdumen (Menge aller Punkte die eine
lineare Ungleichung erfiillen)

Lésungsmengen:

e LP kann, muss aber nicht eine optimale

Losung besitzen. Es gibt drei Falle:

Ein LP heisst zuldssig, falls P # 0, d.h, es gibt eine zulissige
Lasung)

Ein LP heisst unzuldssig, falls P = 0, d.h. es gibt keine zulassige
Losung,.

Ein LP heisst unbeschrinkt, falls es fur jede Zahl o = [ eine
zulassige Lasung 2 € P gibt mit ¢” 2" > o (im Fall einer
Maximierung)

= Genau eine optimale Losung existiert
wenn die Niveaulinie in Richtung c genau
einen Eckpunkt erreicht

= Unendlich viele wenn die
Zielfunktionskurve parallel ist zu einer
Kante (Beispiel: max{x1+x2 |x1 + x2 <=5,
x1,x2 >= 0} die ganze Strecke auf Rand
x1+x2=5 ist optimal)

= Keine Losung, wenn Polyeder leer
(unzuldssig) => Kein Schnittpunkt der
Halbraume oder Polyeder offen in
Richtung von c (Zielfunktion kann immer
weiter steigen = keinen max Wert)

Losbarkeit von LPs:

Jedes LP erfiillt genau eine der folgenden Moglichkeiten:
@ Das LP ist unzulassig
9 Das LP ist unbeschrankt
@ Das LP besitzt genau eine optimale Lésung

@ Das LP besitzt unendlich viele optimale Lasungen

Es sei ein LP mit der zuldssigen Menge P gegeben. Zusitzlich
gelte Folgendes:

{1} Das Palyeder I besitzt mindestens eine Ecke

(11} Das LP besitzt mindestens eine optimale Losung

Dann ist mindestens eine Ecke des Polyeders P optimal.

Losungsmethoden fiir LPs

@ Simplex-Algerithmus (Dantzig, 1947)

s Die Methode "springt” von einer Ecke des Polyeders zur
benachbarten Ecke, solange sich der Zielfunktionswert nicht
verschlechtert, bis sie die optimale Ecke gefunden wird,

o Ellipsoidmethode (Khachiyan, 1979, polynomiell!)
e keine praktische Bedeutung
@ Innere-Punkt-Verfahren (Dikin 1967, Karmarkar 1984)
@ Der Algorithmus bewegt sich im Innern des Polyeders auf dem

sog. zentralen Pfad gegen den Rand des Polyeders, wo er deine
optimale Losung findet.

= Simplex ist eine Suche im Losungsraum
entlang der Ecken
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Ganzzahlige Lineare
Programme (ILP)

Losen von ILPs

Definition

nmx{c—:z:lw € PNZ"} mit P={xz €R"| Az < b)

X, Optimal solution \< c
< ) ¢ (o] Al

o
- Integer vectors

7 e
e e Xl

= Polyeder istimmer noch gegeben im R-Raum
(somit auch Nebenbedingungs-
ungleichungen)

= Sind NP-vollstandig (exponentiell) (LPs sind
polynomiell |16sbar)

Varianten von Ganzzahligem Programm

o Binares lineares Programm (Binary Linear Program)
max{e x|z e PN {0,1}"} mit P = {x € R"| Az < b}
o Gemischt-ganzzahliges lineares Programm (Mixed Integer

Linear Program)
mindestens eine Variable darf nur ganzzahlige Werte annehmen

Naive Variante: (funktioniert nicht!)
e LOse das entsprechende LP (ignoriere
Ganzzahligkeit)
e Falls Losung gebrochene Komponenten
enthalt, runde auf / ab
= Auf-/ Abrunden funktioniert nicht, da dies
evtl. keine zuldssige Losung liefert
(Nebenbedingung zerstéren)
= Optimale Lésung des LPs (und dessen
Zielfunktionswert) kénnen beliebig weit
von optimalen Losung des ILPs (und
dessen Zielfunktionswert) entfernt sein:
¢» - Rounded vectors
i : \{ ,’s‘ Optimal solution
7 of (LP)

? o

o o o /0 o
Optimal solution o
of (IP) D)

b—o—o—0—o—o—o- X

= In der gelben Flache (Polyeder) ist nur ein
diskreter Punkt (von IP) vorhanden,
welcher daher optimal ist. Die gerundete
LP Version auf einen diskreten Punkt
bringt uns keine zulassige Losung.

= Runden bei bindren Problemen kann alle
0-1-Kombis produzieren (Info bzgl.
optimalen Losung vom LP geht verloren)

Besser durch Relaxierung von Problemen:

e \Vergrosserung des Losungsraums (Losen

ohne Ganzzahligkeit)

y Sei § C §". Dann gilt:
8 /) max{f(z)|x e S} < max{f(z)|z € S}

> ! )

s
: |

Definition: Relaxierung eines Optimierungsproblems

Es sei das Optimierungsproblem TI : max{ f(2)|x € S} gegeben.
Das Optimierungsproblem IT : max{ f(x) |« & S’} ist eine
Relaxierung von II falls gilt 5 € §'.

= LP Relaxierung mit ganzen Zahlen:
max{c' x| Az < b, x € Z"}
wird zu
max{c' x| Az < b}

= LP Relaxierung mit bindren Zahlen:
max{c' x| Az < b, ¢ € {0,1}"]
wird zu
max{ch|Am £, 0xe=1}

= Optimale Zielfunktionswert der LP-
Relaxierung liefert eine obere Schranke

fiir de optimalen Zielfunktionswert des
ILPs (im Falle einer Maximierung)

Knapsack Problem Beispiel

Eine Firma mochte b Franken in eine Auswahl von 1t Projekten
investieren. Jedes Projekt i (i =1,..., n) bendtigt eine Investition
in der Hohe u; Franken und verspricht einen Gewinn von ¢,
Franken. Wie soll investiert werden, damit der Gewinn maximal
wird?

Variablen:

x0..xi: Projekt i wird investiert
Zielfunktion:

sum(i=0 bis n) ci * xi -> max
Nebenbedingungen:

sum(i=0 bis n) ai *xi<=b
xiin {0,1}, furi=0..n
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Idee von B&B ist hier dass wir das ILP Teilprobleme durch LP-Relaxierung «l6sen» sprich wir bekommen dann eine obere bzw. untere
Schranke und durch B&B kann man dann das Optimum suchen

LP-Relaxierung:
e Bindrbedingung zu 0 <= xi <= 1 lockern
e Dies erlaubt Teilinvestitionen in Projekten

Branch and Bound mit LP-Relaxierung

= B&B ist eine allgemeine Methode zum Lésen
von Optimierungsproblemen (nicht nur ILP)

Ablauf:

1. Losungsraum in kleinere Mengen iterativ
aufteilen (Branch)
2. Injedem Subproblem:
a. Berechne obere Schranke (Bound) z.
B. mit Relaxierung
b. Bestimme (wenn moglich) zulassige
Losung untere Schranke (Bound)
3. Nutze diese Schrankeninfo zum
Wegschneiden (Pruning)
= Wenn LP-Relaxierung unzulassig dann
Subproblem unzul&ssig => Fertig (nicht mehr
weiter machen)
= Wenn LP-Relaxierung ganzzahlige optimale
Losung besitzt (Blatt) => Losungskandidat
gefunden (merke Kandidaten f_delta)
= Wenn LP-Relaxierung nicht-ganzzahlige
optimale Losung besitzt (Blatt) => Obere
Schranke im Knoten (obere Schranke <=
Wert des letzten gemerkten Kandidaten =>
Knoten fertig)
= Suche eine zuldssige Losung des
ganzzahligen Subproblems => untere
Schranke (untere Schranke = obere Schranke
=> Losungskandidat gefunden)

= Wenn gebrochene optimale Lésung der

LP-Relaxierung im Knoten: (Branching)
Suche eine Variable &;, die einen nicht ganzzahligen Wert
k; + f; besitzt, wobei k; £ & und 0 < f; < 1. Produziere zwei
neue Knoten:
o im ersten wird die Nebenbedingung x; < &; dazu genommen;
o im zweiten wird die Mebenbedingung 2; = k; + 1 dazu

genomimen
oy T
iy !Q
&0 T
) 0 P
\ o 3 ‘ ./'/
\\ /
W F
_ ,_I'*_':H‘_
LFy 7 A
¢
o
N ,1) x €%y
If,.ey) ,51 ?Lxde I
— &
Beispiel:

= Branching hier mit kj =0 da kj+fj=1/6
[
C=(10,912,%5) b-25"
: <l
av= (__5_1 .éf'g, EIFDJ X; C‘{O’-’d

= I iy 'l
[LUB- (114 %0)

| Xea=( 4110, 0)

rl - i oize 2 -3 4% ﬁ-,l

%g =31 =
e —
SN a
e D
= AN

T

. ]

= (410, rlj}
248 - pass =10
<,

Konkretes Knapsack B&B Beispiel:
Ein Watelorer hat 4 Geaenstinde mit Gowidten 10, 7, 5 b 1
Den Nutzen der Gegenstiande bewertet o it 25, 21, 3

Wanderung mitnehmwes mochte
| nsporticren. Welche Gegenstiinde sall er mitnehmen, un

8. Er kann mixima

ILP:
Parameter:

n=(25, 21, 30, 8).T

g=(10,7,5,4).T

Variablen:

xi:iin 0..3 und Gegenstand i wird
mitgenommen falls xi = 1
Zielfunktion:

sum(i=0, i=3) ni * xi -> max (n*x->max)
Nebenbedingungen:

sum(i=0, i=3) gi * xi <= 20 (g*x <= 20)
xi ={0, 1}

LP-Relaxierung:
O<=xi<=1

1. Initialisierung:
* Setre die beste gefundene Losung =* — mull foder einen sehr schiechten Wert)
* Erstelle eine Liste (Queue/Stack) mit dem Startproblem (ganzer Lisungsraun)
2. Solange es ungelgste Teilprobleme gibt:
2. Whle ein Teilproblem aus der Liste
b_ LP-Relaxierung Isen — Lasung 2 mit Zielfunktionswert 57
 Falls LP-Relaxierung unzulassig:
+  Verwerfe das Teilproblem (kein weiteres Vorgehen)
d.Sonst, falls z° < bester bisher gefundener Zielfunktionswert:

* Verwerfe das Teilproblem (Pruning)

e Sonst, wenn "' ganzzahlig:

beste Lisung 2* +— 2LF (falks besser)

. Sonst (LP-Lésung nicht ganzzahlig):

+  Wahle eine Variable & mit nicht-ganzzahligem Wert "

5 \
/{.5 5
. dhrwineal

(ZLWW self) Sholgs e

e |
] I

=i Teilprobleme mit Nebenbedingungen:

* Fige beide Teilprobleme zur Liste hinzu
3. Ende:

» Die beste gespeicherte Lasung 2* ist optimal (oder keine Lssung gefunden)
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Traveling Salesmen Problem
als ILP

ILP Formulierung 1 (intuitiv)

Definition

Algorithmisch:

= Komplette Enumeration = (n-1)!/2 ((n-1)!
Wegen Permutation der tbrigen Stadte
(ausser Start) und / 2 wegen jeder Rundreise
ist gleich ihrer Umkehrung)

mit DP n*27n

mit B&B variabel meist exponentiell

Oder andere Verfahren die verbessernd oder
konstruktiv sind, aber keine optimale Losung
finden

448

Exakt:

= Kombination von Branch & Bound und
Schnittebenen Verfahren (Branch and Cut)

Cut 1:{xe ax < fi}

cut2y Sutl

X 4 ‘ : c/
; ; \ < <\

X

Parameter:

D (Distanzmatrix) => dij = Distanz von Stadt i nach
Stadt

Variable:

xij = 1 wenn Stadt i nach Stadt j in Tour, 0 sonst
Zielfunktion:

sum(i=0 bis n) sum(j=0 bis n mit j!=i) dij*xij -> min
Nebenbedingungen:

Jede Zeile und Spalte nur eine 1 (Jede Stadt genau
einmal betreten und verlassen)

sum(i=0 bis n) xij =1, flrj=0..n

sum(j=0 bis n) xij =1, firi=0..n

Keine Subtouren (eine einzelne Rundtour)

Ausfiihrlich:

Z ‘Z dijTy; =+ min (1)
eV jeV\{i})
Y zy = L icV (2)
JeVi i}
Y oz = 1 je¥ (3)
i€V {4}
3 ) =z < |81-1, ScVs|=2 (4)
€S jes\ {1}
g € {01}, fLjeV.i#j (5)

o von Dantzig, Fulkerson und Johnson (1954)
e Distanzen zwischen Stadten gegeben durch o;;, 1,7 € V.

o Variablen x; fiiri.j e Vi # j:

1 unmittelbar nach Stadt ¢ kommt Stadt j
rii =
() sonst

o (2) sichert, dass der " Nachfolger" der Stadt : eindeutig ist
o (3) sichert, dass der "Vorganger" der Stadt j eindeutig ist
@ (4) sichert, dass keine Subtouren existieren

@ Anzahl der Subtourbedingungen (4) wachst exponentiell mit
Anzahl Knoten |V

=

Wie genau werden dadurch Subtouren
verhindert? Fir jede echte Teilmenge S
von V (Menge aller Knoten) die
mindestens 2 Elemente besitzt
bedeutet: Eine Subtour ist ein
geschlossener Zyklus innerhalb einer
Teilmenge S und eine vollstandige
Rundtour Uber S enthélt genau |S|
Kanten (eine von jeder Stadt zur
nachsten), aber das ware ja nicht
zuldssig weil wir keine Subtour wollen
=> Deshalb hochstens |S| - 1 Kanten

ILP Formulierung 2

=

Problem mit Formulierung 1: Es gibt
exponentiell viele Subtouren
Teilmengen

N ¥ el = miin (4]

i b d=1...; n (71

ry = L Ji=1 (8]

S g0 5

nry n—L 2<igi<n (@)
€ 0} hi=1 (10}

Subtourenbedingungen (9) sichern, dass
jede Subtour den Knoten 1 beinhalten
muss. (Braucht aber mehr Vars)
Subtouren werden durch Hilfsvariablen
ui verhindert, die einer Art Position in
der Tour (fur jede Stadt i) kodieren.
Wenn xij = 1 (Reise von i nach j) dann
muss gelten uj >= ui + 1 (Stadt j kommt
nach Stadt i) => u speichert Pos von i
und somit kann keine permu. entstehen
Anzahl der Subtourenbedingungen
wachst somit nur noch quadratisch

Widerspruch erzeugt bei Subtour:
Annahme: Subtour mit 3 Stadten {1,2,3} =>x12=1,x23=1,x31=1

CAita N iAn DD

Dann Bedingungen: u2 >=ul+1,u3>=u2+1,ul>=u3+1

= Kette der Ungleichungen: ul >=ul + 3 => 0 >= 3 => Widerspruch



Allgmeiner Recap:

Der optimale Punkt liegt auf einer dusseren Ecke der Polyeders P
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Die Richtung wird durch den Zielfunktionsvektor c bestimmt (Normalenvektor auf Zielfunktions-Hyperebene da c.T*x = z).

Bester Punkt ist der letzte der mit Verschiebung von Zielfunktion in Richtung ¢ kontakt hat (y-Achsenabschnitt bspw. maximierend)

Formulierungen von ILPs

Beste Formulierung

Idee

max{c' x|z € PN Z"} mit P = {x € R"| Az < b}

= P (Polyeder) ist die Menge der zuladssigen

Losungen, die die Nebenbedingungen

(Ungleichungen) erfiillen und danach von

der Zielfunktion hier maximiert wird, um das

x in P zu finden (Zielfunktion Giber den

Vektor c) bei dem die Zielfunktion maximiert

wird

Jedes ILP hat unendlich viele Formulierungen

Jedes ILP kann auch genau x Lésungen haben

(anders als ein LP wo bei mehr als 2

optimalen Punkten unendlich viele

existieren) )

= Falls £ NZ" = P N Z" dann ergibt sich das
gleiche ILP

= Fall zusitzlich P € P erhalten wir eine
besser Formulierung: LP-Relaxierung ergibt
die gleiche oder bessere Schranke

= Fir ganzzahlige Lésungen sind P und P’ somit
gleich aber fiir nicht ganzzahlige ist P’ enger,
d.h. LP-Relaxierung kann besser gewahlte

43

werden
ILP Solution Space S = PAZ" = P'-Z" Optimal ILP Solution F
X Xy N/
P Ls paallo o
/ | g
g RN I I ; ) o/ e e o &8N0 Improved
4 5 Formulation / \ o )
)y & 2 4 e 2% -] B )
P s % r 8y
™. e o o & Formulation / e s e
v \;.’.---
o —O ety i —— T X

= Fir jedes ILP existiert (unter bestimmten
Voraussetzungen) eine beste
Formulierung

Optimal ILP Solution \< &

o_. Convex Hull
Formulation £

- Original
Formulation P

— 00— O0—0—»

3_. X,
= Es gibt Problem (wie Transportproblem,
spezielle Struktur, spezielle
Matrixeigenschaften) bei denen die beste
Formulierung bekannt ist

Schwierig das zu finden (im Allgemeinen).
Man kann versuchen, die mathematische
polyedrische Struktur des Problems besser
zu verstehen um punktuell bessere
Beschreibungen des Problems herzuleiten

43

Losgrossenplannung Beispiel

Eine Firma mochte ihre Produktion fur die nachsten V Tage
planen. Falls an einem Tag produziert wird, fallen Setup-Kosten
der Grosse r an. Der Abnehmerbedarf am Tag ¢ ist durch o}
gegeben (¢ = 1, ... ] N'). Bereits produzierte Ware, die noch nicht
geliefert wurde, verursacht Lagerkosten in Hohe [ pro Einheit und
Tag. Im Moment ist das Lager leer.

Wie soll die Firma ihre Produktion planen, damit die Kosten
minimal werden?

Einfaches formuliertes Modell:
Mengen:

Zeithorizont T = {1,..., N}
Parameter:

dy;  Bedarf in Periode t £ T
¥ Setup-Kosten pro Los
f:  Lagerkosten pro Einheit und Periode

Variahlen:

xy: Produktion in Periode t € T
y:  Lagerbestand am Ende von Periode f € T
Bindrer Indikator, der angibt, ob in Periode ¢ £ T produziert wird

= Entscheidungsvariablen immer dort
verwenden, wo man etwas beeinflussen
kann: Wie hier sicher die Anzahl der
Produktion an einem Tag, aber auch wie

= Da man nicht if x==0 then keine setup
kosten machen kann braucht man eine
Hilfsvariable fiir binaren Indikator

dr:  Bedarf in Periode t € T
r Setup-Kosten pro Los

f:  Lagerkosten pra Einheit und Penode
M- "big M", grosser als maximal mogliche Losgrdsse
r\a s+ f V e *omn
L )
w? el
g —dy =
g1+ T —dy teT\{1}
1 M teT

zegy = 0 teT
{0,1} teT

= Wenn nicht produziert wird, muss xt 0
sein (M * 0 = 0) und wenn produziert
wird dafir irgendeine Zahl, die aber
kleiner ist als maximal mogliche
Losgrosse => x kann nicht grosser als M
sein)

= Es ware auch moglich ohney, indem
mach jeweils immer anstatt yt-1 einfach
Summe von 0 bis xt-1 — Summe von 0
bis dt-1 rechnet
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= Einfaches Modell weiss nicht, wofiir
Lagerbestand gedacht ist. Es wird einfach
nur auf Halde produziert
Besser formuliertes Modell:
Variablen:
i Produktion in Periode i £ T" zum Verbrauch in Periode

t £ T bestimmt

wie: Lagerbestand am Ende von Periode ¢ € T, der zum Merbrauch
i Periode + € T bestimmt ist

%0 Binarer Indikator, der angibt, ob in Periode i £ T
produziert wird

rY % +FY.) v —+ min
ieT ieT T
ryp—dy = 0

Ty = Yu te Th {1}

Wit +ag—d = 0 teTh {1}

Vile+ X = Ui ieT\{1LteTi<t
g = Mz iLhteT i<t
g = 0 iteT ixt
yie = 0 i teT.i=>t
iy = 0 wteT
z = {01} ieT

= Wir berechnen nun fiir jeden Tag die Menge
zusatzlich, fir dann fiur eine Periode t in der
Zukunft verwendet wird. (D.h. jede Periode t
hat t Zeilen, um die Lagerbestdande von
diesem Tag aufzuteilen), Somit entsteht eine
obere 3ecks Matrix (unten immer 0 da man
ja nichts fiir gestern lagern kann)

= Das ist eine bessere Formulierung, da neben
den von der einfachen Modellierung
genauere Angaben gemacht werden (wie
oben P’)

= Das erweiterte Modell macht deine
Problembeschreibung genauer und
strenger, so dass du beim «lockeren»
Durchprobieren (Relaxierung) weniger
Unsinn bekommst und somit das ILP
effizienter gel6st wird, auch wenn das
Modell grosser ist.

Autohersteller Beispiel

Logische Nebenbedingungen

Bindre Variablen ax, y:

@ r=1odery=1: z+y=1
er=1=y=1 Ty
Beliebige Variablen ¢,,...,z,:
@ flzy,..., Ty) < 0 oder glxy.....7,) < D wird umformuliert zu
floroan) < My
glxr,....x.) € M(l-y)

wobei y eine bindre Variable ist und M eine "geniigend grosse”
Konstante,

@ flzy, ..., tn) < 0= glxy,....20) < 0 wird umformuliert zu
flxr;comp) <0 oder gz, ..o, 3a) <0
Ubersicht:
= Logische Bedingungen mit binaren Vars:
AND:
=4, N2,

241,
2K 7
1:7,2“_21—/\

o o ©
A A A

OR:
22X

22

g XT)Y

><+>/31_

bzw.

X4y 7/

bzw.

0 kompakt, mittel und
ann pro Auto sind in der

sstunden Aus

Zur Verfugung stehon 6000 Toanen Stahl und 60°000 As
betrieblichen Grun ns 1'000
Autatyp hergestesit

ik von einem
hergestollt Wie
soll der Autohersteller seine Produktion planen?

Variablen:

xk,xm,xg: Mengen von Autotyp

zk,zm,zg: Binare Variablen flr wird hergestellt
oder nicht

Zielfunktion:

2000 * xk + 3000 * xm + 4000 * xg -> max
Nebenbedingungen:

1.5* xk+3 * xm + 5 * xg <= 6000

30 * xk + 25 * xm + 40 * xg <= 30000
Mindestens 1000 oder gar nicht:

M = Die grosste mogliche Stiickzahl (6000 / 1.5)
xk <= M * zk

xk >= 1000 * zk

(FGr m und k gleich)

Oder alternativ: (Branching: x1 <= 0 oder
x1>=1000 zu x1 <= 0 oder 1000 —x1 <=0
schreiben kénnen (beide rechte Seiten = 0))

xk <= M * zk

1000 — xk <= M * (1 — zk) => wenn zk = 0 dann x1
>= 1000

xk,xm,xg >= 0 und Ganzzahlig => Natdrliche
Zahlen
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