Numerik Zahlendarstellung Unendlich-Norm, maximale absolute Zeilensumme

5 Darstellung von dezimalen Zahlen als n-stellige Gleitpunktzahlen:
Fabian Starc

n
Version: July 29, 2025 z=m-10° Bl = maxZ [bi, k]
m: Mantisse =
absoluter Fehler: n: Anzahl der signifikanten Dezimalstellen in der Mantisse (Achtung Betrag des Eintrags der Matrix zur berechnung nehmen)
Bsp.:
Aal = d—a . . . . - 12
[Aal = | | 1. normierte Gleitpunktdarstellung (wissenschaftliche Schreibweise) B=(3 -4| =B =max{1+23+4,5+6}=11
relativer Fehler: 2. Zihlen der Signifikanten Ziffern (= n) 5 6
la — al Bei Vektoren:
g = T Numerisches Differenzieren
a
gegeben: 1]l oo = max{|v1], |v2]|, |va]}
Furkte ¢ mie§ =0,1,2,3,4,.
Funktionswerte f(z;) 1-Norm, maximale absolute Spaltensumme
p-Norm: Konstanter Abstand zwischen Punkten: h = x; — ;1

n 1/p
lzll, = (leilf’)
i=1

m
I1Bll, = max ) byl
i=1

Niherungen fiir f'(x;):

Konditionszahl Vorwirtsdifferenzenquotionent: IB|l, = max{1+3+5,2+4+6} =12

vy F@ith) — fles)  f(wip) — fxa) )
‘M ~ e (0) - (& — xo) fiz) » h = n Bei Vektoren:
f(zo) retito o (Steigung der Sekanten durch (z;; f(z;)) und (zi41; f(xit1))) .
1501 = vl + [va] + [vs]

mit
Riickwartsdifferenzenquotionent: 2-Norm, Spektralnorm

rea(eo) = | (o) - 2|
e f(zo) F(@1) e flxi) = flzi —h)  flzs) — f(wio1)
S h - h 1Al = \V Amaz (AT A)
Die Zahl (Steigung der Sekanten durch (z;_1; f(xz;—1)) und (z;; f(x:)))
Bsp.:
Hrel(wﬁ)
heisst relative Konditionszahl des Problems f an der stelle 2o und beschreibt die zentraler Differenzenquotionet: A= (i 11)
maximale Verstarkung des relativen Eingabefehlers. Entsprechend bezeichnet man mit -
€ € P Py~ @)~ F@in) _ f@ b+ f =)
i)~ =

2h 2h

Kabs(Zo) = f,(fo)
| | (Steigung der Sekanten durch (z;—1; f(zi—1)) und (zig1; f(xi41)))

AT . A= (g g) mit Eigenwerten \; o = 2
die absolute Konditionsszahl des Problems f.

N . lAll; = V2
Auch ilt: einseitige Differenzenformel dritter Ordnung:
gt Bei Vektoren:
5) — e — 7 2f(x; + h) + 3f (i) — 6f(xs — h i —2h 7l = +/|vy|2 2 2
1£ () — f(2)| < Faps - |o—F| <& F(20) ~ Dy (ws, h) = fxi +h) +3f(2:i) — 6f(xi — h) + f(= ) 171l [v1]® + [v2|* + |vs]
und

6h
Algorithmen zur Lésung von LGS
lineare Gleichungen

f(@) = fl=) T-=
f(z) S Frei@) - S krei(@) -8 Allgemein Riickwértseinsetzen
Eingabe: Fiir die Gleichung:
4 sei der hochst erlaubte absolute Fehler von f(Z)
- beR" — > FcR" R-Z=b
lineare Abbildung: (R sei eine obere Dreiecksmatrix)

Mit der relativen / absoluten Kondition eines durch f beschriebenene Problems

bezeichnet man das Verhiltnis: Die Kondition der aufgabe ist durch die Konditionsszahl von A gegeben.

Numerisches Verfahren zur Lésung von LGS — DIREKTE Verfahren: Zur Berechnung des Vektors Z

=g

y _ [1Ay|ly b; — Z?:,-H Tj,kTk

Rrel = — Kab. - ~ _
Oc e Azl 5 Eingabegrdssen: b, A Ausgabe: ¥ ~ T Ti =

733
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gegeben: A € R™*™ b € R™, wobei det(A) # 0
o Fir j=1,2-- ,n— 1 und falls al/) # 0 ist

e firi=j5+1,74+42---,n

aj

subtrahiere (Ab) Zeile j mit Faktor I; ; = — 4 von Zeile i
i

-

gegeben sei: A-TF=a

1. Eliminationsschritt (1):

Pivot-Element: a1
(Betragsmassig grosstes Element der ersten Spalte in Matrix A)

Skalierungsfaktoren:

£o1 (fiir Zeile 2) = 224
ail
€31 (fiir Zeile 3) = 221
ail

2. Zeile 2 Zél) der neuen Matrix A

Elemente der Zeile 2 = Zo

Z80 = Zy — 51 - 2y

3. Zeile 3 Zél) der neuen Matrix A(D

Zs(‘l) =23 — {3121
4. Durch Zeilentausch auf obere Dreiecksform bringen. = AP

new

5. neue Zeilen von a:

Zé? = Z2(V0n (_i) — 521 . Z1(V0n (_i)
Z;;‘) = Z3(V0n (_i) — 531 . Zl(VOI'I (_i)

vom @, €benfalls Zeilen vertauschen gemaiss Aille)u

6. Riickeinsetzen und nach z1, z2, z3 auflésen

LR-Zerlegung ist die aufteilung einer Matrix A in eine untere Dreiecksmatrix L und
obere Dreiecksmatrix R sodass A = LR gilt.
Dabei ist:

e L eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Hauptdiagonalen.
® R eine obere Dreiecksmatrix.

man merke:
e Skalierung verbessert die Konditionszahl der Matrix.

e Pivotierung verbessert die Stabilitdt der Gauss-Elimination / LR-Zerlegung.

Ablauf:

1. Skalierung durch Diagonalmatrix D

2. Pivotmatrix P (Diagonalmatrix mit Einsen) zur notation der Zeilentauscher ver-
wenden.

3. Diagonalmatrix D bestimmen. Diagonaleintrage di1, d22, dss sind die Inverse
der betragsmassigen Summen jeder Zeile.

D - A gibt uns die Skalierte Matrix A.

. Zeilentausch sodass Betragsmassig grosstes Element der Spalte 1 zu oberst ist.
. P-Matrix gemass Zeilentausch notieren.

. Ersten Eliminationsschritt fiir Zeilen 2 und 3 druchfiihren.

. Zeilentausch sodass Betragsmassig grosstes Element der Spalte 2 zu oberst ist.

© ® N o v A

. P-Matrix gemass Zeilentausch aktualisieren.
10.
11.
12.

Zweiten Eliminationsschritt fiir Zeilen 2 und 3 druchfiihren.
Resultat ist die R-Matrix als obere Dreiecksmatrix

L-Matrix mit Eliminierungsfaktoren in der jeweiligen Position.

Lineare Ausgleichsrechnung

Gesucht sei die Ausgleichsgerade durch n gegebene Punkte P(z;;y;) mit Grundfunk-
tion y = x:

Normalengleichungen:

AT AN = ATy

AT A= <E?=1 a:? i wl)

n
i=1Ti n

A= (m,b)7T
Steigung m und Y-Achsenabschnitt b

AT <Z?:1 Iz?h)
Y= .
Zi:1 Yi

= Gleichungssystem |6sen

minimale Fehlerquadratsumme:

E =3 ((ma; +n)—y)*
i=1

Bei anderen Linearen Ansatzfunktionen bspw: f(z) = a - e” + b gilt:

AT A = < i—1 et 5”)

n €,
k2
i=1¢ n

< 1 emiyi>
PIHERE TS

gegeben sind Messpunkte ¢; sowie Funktionswerte f;
gesucht sind unbekante Parameter: X = (A1, Az, ...)

(i)

und

ATy =

wir wissen:

A Xwm f
Durch einsetzen der Messpunkte t; konnen wir A bestimmen.
Das klassische Normalengleichungssystem ist:

ATAX = ATy

Nichtlineare Ausgleichsrechnung

Lineare Gleichungen f;(t) kénnen in der form:

FA) =X 01(t) + X2 d2(t) + -+ An - dn(t)
geschrieben werden.

Eine Gleichung kann jedoch durch transformation Linear gemacht werden:

(bspw. durch Quadrieren oder anwendung des Logarithmus)

der Parametervektor X setzt sich aus allen unbekannten Parametern der Funktion f
zusammen:

>
Il

An
Die Abbildungsmatrix A wird so aufgestellt, dass A - X= f.

bsp:
etl t1
el2 to
A= els3 ts
eln tn

Die Jacobi-Matrix Jx (X) mit der Residuenfunktion:
Fy = f(ti; \) —yi

aFy aFy aFy

Dx;  Ory  Oxg

Ry Ry aFy

N Dx;  Ory  Oxg

Tp(Xy=| P e P

OFy,  OFm  0Fm

OAm  OAm  OAm

Nichtlineare Gleichungen

Zwischenwertsatz:
gegeben sei Funktion f sowie intervall I = [ag; bo]:

wenn

f(ao) - f(bo) <0

hat f in I mindestens eine Nullstelle.

Bisektionsverfahren:
Startwert:
wo = 00 + bo
0 2
priifen:

f(ao) - f(®o) >0 = [a1;b1] = [z0; bo]

f(ao) - f(wo) < 0= [a1;b1] = [ao; 0]

a1 + by
2

f(ao) - f(xzo) = 0 = o = Nullstelle

= T =

Entwicklung des absoluten Fehlers:

[bo — ao|
o - 27| < om0l

mit Fehlertoleranz f; (bspw. als Dezimalzahl):



|bo — ao|
Torm <
nach k auflésen.
Newtonisches Tangentenverfahren:
z — fxn)
n+1 n f/ (xn)

Fixpunktiteration:
gesucht ist Schnittpunkt zwischen h(z) und g(z):

o =hHg") Pt =

= dquivalente Umformung der Ausgangsfunktionen

Verfahren:
gesicherte Konvergenz wenn:

F:I—>1 max|F/(z)}§k:<1 zel

Banachscher Fixpunktsatz:
Nullstelle der Funktion F'(z) konvergiert zu s im Intervall I = [a; b] mit Fehlertoleranz
ft und Startwert zo
Konstante K bestimmen:
K = max |F/(m)|
z€l
a priori Fehlerabschatzung:

n

|~’Bn—5c\§1 S|z —xo
Losen der aufgabe:
K’?’L

= - [F(20) = wo| < f

nach n auflésen fiir Mindestanzahl Iterationsschritte.
1-K 1

n > In ( fe( ) ) .

|F(z0) —zo|/ In(K)

Nichtlineare Gleichungssysteme

Newtonisches Verfahren:
allgemein:

Fnir = &n — Jp (@) f(@n) \

Jy(Zy) ist dabei die Jacobi-Matrix von f:

9f1 9f1

Te = —Vfi— _ oz dy
F =\ -Vf- o of
I3 y

das Gleichungssystem welches zu I6sen gilt lautet:

Jf(gn) “On = —fn

Gauss-Newton-Verfahren:

gegeben: Startvektor X ¢ r®
Parametervektor A
Eingabe: Fehlerfunktion

FX) = (f(zi;X) — ys)

und Jacobimatrix einfache Simpsonregel:

N o mith:b_—aoderh:flz'i
g/1 9J1
- —Vfl—) X1 g
Jr(A) = = 1 4 b 1
F(X) <—Vf2— <g£2 212 Izh'<gf(a)+§f(a;r >+§f(b))
1 2

berechne:
zusammengesetzte Simpsonregel:

[a; b] wird zerteilt in Teilintervalle mit linge h = Zi‘;.
n muss gerade sein!!

5 _ (JF(;W))T CFE®Y A® <JF(;<1«>)>T Te(G®)

das lineare Gleichungssystem Isen:
n—1 n—2
(k) | (k) _ p(k) h
AT ST =0 Img | f@o)+4 30 fl@)+2 30 f@i)+ flen)
Newton-Schritt: i=1 i=2
ungerade % gerade 1

JO+1) 50 _ gk

Lagrange Interpolation

gegeben:

Das Lagrange Polynom wird durch die Simpsonregel exakt integriert.

Spline Interpolation

gegeben:

(n + 1) Stiitzstellen x; fir i = 0,1,2,3...
Stiitzwerte f(z;) furi=0,1,2,3...
@; miti=0,1,2,3...

f(zi)

Bei n gegebenen Punkten suchen wir n — 1 Splinefunktionen.
Je zwei benachbarte Punkte werden durch werden durch ein kubisches Polynom inter-

Das Lagrange-Polynom definiert sich durch:

L(z) = ) f(z;) - &5 ()
j=0

poliert.
n xr — X
¢(e) = H Tj — Tom 1. S;(z) und deren Ableitungen aufstellen mit Koeffizienten a; bis d;
m#I,0<m<n (beginnend bei 0)
Aufstellen von £; (x):
Si(z) = aix3 + b,-acz +cix +d;
to(x) = (z—z)(@—zo)(@—xs)(® —2a)
(xo — x1)(x0 — 22)(T0 — T3)(T0 — %4) Si(z) = 3a;z> + 2biz + ¢
() = (x —z0)(z — z2)(x — z3) (T — T4)
(x1 — xo)(z1 — 22) (21 — 23)(T1 — T4) S (z) = 6a;x + 2b;
o(z) = (x —@o) (2 — m1)(x — x3)(x — m4) o 2. Interpolationsbedingungen:
(w2 — wo)(z2 — 1) (w2 — x3) (w2 — 74)
Si(zi) = yi
Si(Tit1) = Yit1
an Stellen ¢ wo f; = 0 muss ¢; nicht berechnet werden 3. Stetigkeitsbedingungen:
Numerisch Integrieren
gegeben: Si(zit1) = Sz{+1(9”i+l)
b 17 17
I :/ f(z)dz Si(@ig1) = Siyq(@iva)
a
oder: 4. Randbedingungen:

e Typ 1: keine Kriimmung an Intervallenden: (natiirliche Splinefunktionen)

n gegebene Punkte z; mit ¢+ = 0,1,2, ... sowie Funktionswerte f;

Sg (z0) =0
einfache Trapezregel: 5" () =0
n n; -
1 1 - . .
I~ (b—a) <5f(a) + Ef(b)) e Typ 2: periodische Kubische splines:
S1(z0) = Sy, (zn) und 7' (z0) = S}, (xn)

zusammengesetzte Trapezregel:
gegeben sind n Punkte. Somit ist h = Z:‘i:

Izh~<f(w0)

e Typ 3: clamped Splines oder Hermite (vollstandige) kubische Splines:
§1(20) = o und S/, (0) = 0
da = f'(z0) und ¢ = f'(zn)

+ f(=1)
2

f(l"nfl) +f(wn)
' 2

f(z1) + f(z2)
+ 3 ..

)

Bei n gegeben Messpunkten (z( bis z,,) gibt es (n — 1) Splinefunktionen und
damit 4 - (n — 1) Gleichungen fiir die Unbekannten.



gegeben: DGL erster Ordnung: .
Yk+1 = Yk + 8 (r1 + 272 + 213 +74)

=W @)

y' () o y(0) = yo

1 = f(2r; yi)

1 1
ro=Ff (mk + §h; Yr + §M1)

gesucht:

y(x) fir x € I = [a;b] in k Schritten 1 1
r3 = f (Ek + e + 5h7‘2)

r4 = f (xr + 1h;yx + 1hrs)

explizites Euler-Verfahren

|yk+1 =yk+h'f(17k;yk)|

1 1 1 1
Y+1 =Yk + h gT‘1+§7‘2+§7‘3+87‘4
_b—a

k

h

Vorgehen k-mal wiederholen bis Intervallende b mit xj, erreicht ist:
Start mit zp = a

Stufe s = 4

Butcher-Tableau

r1 = f(zx + c1h, yr + h(a11rs + a12r2 + -+ - + a1575))
ro = f(zr + c2h, yr + h(a21r1 + asers + - - 4+ ass7s))

Nl O
oH O Ow=O
wlH Owl= O
wH = O

olH o

T mit Yo
1 mit y1 = yo + h - f(zo;90) ~ y(z1)
T mitys =y1 + h- f(z1;91) = y(z2)

in jedem Schritt z41 =z + h

rs = f (T + csh, yi + h(asim1 + as2ra +

Stabilitétskriterium des Expliziten Euler Verfahrens st assrs))
=y + h(bir1 + bara + -+ + b7
Durch die Eigenwerte \; der Jacobimatrix Jy des Gleichungssystems kénnen wir fol- Yrt1 = Uk (bars 2z aTs)
gende Stabilitatskriterien fiir das Explizite Euler Verfahren herleiten:
2 C1 ail a2 ails
hprit < ——— fiir Ai €R A
max | Ag| (L'—b!p—) respektive . . .
2 - |Re(X; Cs as1 as2 Ass
hjrit < min [%} fiir X €C [ b1 ba bs
i

DGL-Systeme

gegeben sei DGL

implizites Euler-Verfahren

_yrth- flEr)
1+ 2h

.. .2 _ _
Yet1 =Yk + A F(@hi15941) S Ykt &+ 1047 + 10z = cos(3t — 0.3)

mit Anfangswerten:

©(0)=1 &(0)=0

Vorgehen k-mal wiederholen. Transformation in System Differnzialgleichungen erster Ordnung:

Runge Verfahren d .
- —2(t) = f(t; 2)

Explizit und konvergent von Ordnung 2. dt

Ordnung: O(h?)

1. Wir definieren = (ohne Ableitung) als z1
2. und & (erste Ableitung) als z3
Yet1 =Yk +h-T2 R, . .
3. somitist & = 23 und 21 = & = 22
4. zusammengefasst:
"'lzf(xk;yk) x =z
T =z

1 1
T2 =f(wk+ Shive + ih'h)

5. einsetzen fiir £ Z(t):

1 ()

Sl e
o o

Stufe s = 2

opl- o

Z2
(—10z§ — 1021 + cos(3t — 0, 3))

Die O -Notation beschreibt das asymptotische Verhalten eines Terms (meist eines
Fehlers) fiir kleine Werte einer Variablen typischerweise h — 0 (z.B. Schrittweite)
oder n — oo (z.B. Anzahl Schritte).

e Die kleinste Potenz von h sagt aus, wie schnell der Fehler bei feinerer Schrittweite
verschwindet.
e Wenn im Fall von O(h?) das h halbiert wird, viertelt sich der Fehler.

e Hohere Ordnung = schneller genau = effizientere Methode.

e Aber: Hohere Ordnung kann mehr Rechenaufwand oder Instabilitat bedeuten.

Typische Beispiele: Fehlerordnung:

Vorwartsdifferenz (Ableitung) O(h)

Zentrale Differenz O(h?)
Trapezregel O(h?)
Simpsonregel O(h*)
Runge-Kutta (4. Ordnung) O(h*)



