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i 2) | — (menN¥ S -———1 =3_{+ ,}: (-4
o | L , 2 w0 s m-al) " Tgw
2
: I edl — 1 B G - gr " END Leaxr
(5) 3G — 9) p (n—1)!
(6) : t-e 24 52 —Il— a? Sincgat) Siﬂ("" T =4
(s —a)? s
) 1 edf _ obt (25) m cos (at)
(s —a)(s—b) a—b .
- (26) (sinb) - s+ a-cosb sin (at + b)
(8) (s — a)2 (1 +at) - e 52+ a?
o) : )s( o a- el _p.ebt (27) (cos b)s~2s+—a¢; sinb cos (at + b)
s—a)(s—b a—b
1 b g
(10) i} %zz (28) (s — b)2 + a? : Zn(m)
s
(11) 20 1_ S eat 7;;[ -1 (29) 5 _Sb;2b+ — e cos (at)
1 (at — 1) - e + 1 1 sinh (at)
(12) o= a)? P (30) e -
(12) (s —1 a)? %tz et @ | 2 : PE cosh (at)
1 . eat _ . bt _ 1 bt |
(14) s(s —a) (s — b) e aha(a e— b)+ — 42 (s —b)?—a? : S;nh =
1 (h_).eal+(_).ebl+(_h)'ec‘l s — b P
) (s —a)(s =b) (s —¢) - (a — 123 (aa— c) (b — C‘; (33) (s —b)2 —a? e® - cosh (af)
s 1 at 1 sin? (at)
(16) | G —a)3 (7 at? + t) e (34) T aaY iR
N at __ - b . t K 2 2
N G=a6-07 — [a(f_hg;z e 69 | ey cos* (ar)
$ ab —c)- e +b(c—a)- e’ +cla—b)-e 1 1 — cos (at
(18) (s —a)(s—b)(s —¢) @a-ba-0b-o (36) 5(s2 + a?) —20; (@)




Bildfunktion F(s)

Originalfunktion f(7)

Bildfunktion F(s)

Originalfunktion f(r)

1 sin (at) — at - cos (at)
(37) (S2 + a2)2 2a3
S t - sin (atr)
38 - >\
( ) (S2 + (12)2 2a
52 sin (at) + at - cos (at)
9) |
(39) (s2 + a?)2 2a
2 2
40y | L 4 t - cos (at)
(52 + a?)?
(41) s cos (at) ! t-sin(at)
0S8 — —at-s :
(s2+ a?)? 2
1 at — sin (at)
42 .
(42) s2(s2 + a?) a3
(43) 1 a - sin (bt) — b - sin (at)
(s2 + a?) (s2 + b?) ab(a? — b?)
S cos (bt) — cos (at)
&) (s2 + a?) (s2 + b?) 22 _ b2
52 a - sin (at) — b - sin (bt
. ; (@r) — b sin (b1)
(s2 + a?) (s + b?) ar —»b
(46) i 2s3 i i a? - cos (atg — b2 - cos (bt)
(s2 + a?) (s2 + b?) a? — b2
1 —at - sin (at) — cos (at) + 1
(47) s(s? + a?)? 2a%
(48) 1 b? - cos (at) — a? - cos (bt) + a? — b2
s(s2 + a?) (s? + b?) a?b2(a? — b?)
1 cosh (at) — 1
(49) NPER— —a
1 at - cosh (at) — sinh (at)
(50) | GT—amz >3
S t - sinh (at)
51 el W
(51) (s2 — a2)2 74
52 sinh (at) + at - cosh (at)
52 S sSm
&) (s2 — a2)2 2a
2 2
(53) . + @ t - cosh (ar)
(s2 —a?)
(54) s? L t - sinh (at) + cosh (at)
T 5 at - sinh (a sh (a

1 sinh (at) — at
(53) s2(s%2 — a?) FE
1 at - sinh (at) — 2 - cosh (at) + 2
(36) s(s? —a?)? a*
|
(57) 3 1 a3 3:12 [\/§ - sin <\/§2at> — cos (\/zat) - e‘3‘“/2] . eal/?
§ 1 \/§at \/gat
58 . . o _ .=3ay2| | La1)2
(58) $3 + a3 3a{\/§ Sln(2)+COS<2) e }e
2
59) | 57 D emar 4. a2 o (Y341
(59) 1 ad 3[e +2-e cos( >
1 | \/gat \/§at
3at/2 . . —at)2
(60) 343 m[e‘”/—\/g-sm(z)—cos<2>]~e“’/
s
(61) | 53— 43 1 e 4 \/3 . sin Viar) cos V3an), e~ a1
3a 2 2
)
(6 | x [ear L2 e o (@)}
s —a 3 2
| | . at at at X at
(63) 1 as PN, [sm (f) - cosh (ﬁ) — Cos (ﬁ) - sinh (ﬁ)}
ol at at
(64) 54 T qt sin (* - sinh [ —
: V2 V2
a2
2 1 at at at at
65 s ——— |cos <—> - sinh (—) + sin (—) - cosh (—)]
S R (2 V2 V2 2
53 at at
(66) e — cos (ﬁ) - cosh (ﬁ)
1 sinh (ar) — sin (ar)
6| T2 — @
s cosh (at) — cos (at
(68) s —at ( )2a2 @)
52 sinh (at) + sin (at)
69 s Sin
(69) e — 5
53 cosh (at) + cos (at
(70) . § . ( )2 ( )
s —a
s sin (at) - sinh (ar)
(71) st +4da* 2a2




Lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

1. Ordnung: V'+ay=g(x)

EFQQ)L\'\\V Ny dOS- GW\'\QLIN%

Storfunktion g (x) Losungsansatz y,(x)

1. Konstante Funktion A Konstante Funktion y, = ¢

2. Lineare Funktion X Lineare Funktion y, = ¢ x + ¢

Polynon 2ueiten Grades= Q,09=Ax2+Bx+ C
2. Ordnung: V'+ay' +by = g(x) °

Stérfunktion g(x)

Losungsansatz y,(x)

3. Quadratische Funktion 2 Quadratische Funktion
X Wp=0xr+ax+c

4. Polynomfunktion vom Grade n Polynomfunktion vom Grade n

Yp =Gx" 4+ ...+ ax+co

5. g(x) = A - sin(wx) yp = Cy - sin(wx) + C; - cos (wx)

oder Addl*\w""\ covel

6. g(x) = B - cos (wx)

7. g(x) = A - sin(wx) + B - cos (wx)

yp = C - sin(wx + ¢)
C - ebx b# —a
8. g(x) =A . e .
g() yl? {CX‘ebx b=—a}

LStellparameter:  c¢q, ¢, ..., ¢; C,Cp, Gy @

Anmerkungen zur Tabelle
(1) Die im jeweiligen Losungsansatz enthaltenen Parameter (,Stellparameter*) sind so
zu bestimmen, dass der Ansatz die vorgegebene Differentialgleichung lost.

(2) Ist die Storfunktion g(x) eine Summe aus mehreren Storgliedern, so erhilt man den
Losungsansatz fiir y, als Summe der Losungsansitze fiir die einzelnen Storglieder.

(3) Ist die Storfunktion g(x) ein Produkt aus mehreren Faktoren, so werden die Ansitze
fiir die einzelnen Faktoren miteinander multipliziert.

1.

2.

Chasaklasisde G\
1"* 0\‘|+ b‘f =0 (2) ¢ ist eine einfache Losung der charakiteristischen
kz' o x +b =0

Aoz = L"o'swg von Ch. &l.

3.

Polynomfunktion vom Grade n

On(x) b#0
Vp = {I-Q,,(.l‘) fir a#0, b=0

g(x) = Pu(x) :
x= - QOu(x) a=b=0
Q,(x): Polynom vom Grade n
Parameter: Koeffizienten des Polynoms Q,(x)
Exponentialfunktion (1) ¢ ist keine Losung der charakteristischen Gleichung:
gx) = e yp=A-e”

Parameter: A

Gleichung:

YVp=A-x-e

Parameter: A

3

—

c¢ ist eine doppelte Losung der charakteristischen
Gleichung:

2 -~y
Yp=A-x7 et

Parameter: A

Sinusfunktion . > (1) ]ﬁ ist keine Losung der charakteristischen Gleichung:

g(x) = sin (fx) )P yp = A - sin(fx) + B - cos (fix) Relle Lss.
oder Komplexe Losund oder framer hier

Kosinusfunktion yp = C -sin(fix + ¢)

g(x) = cos (fx) \ Parameter: A, B bzw. C,¢

oder
(2) Jﬁ ist eine Losung der charakteristischen Gleichung:

¥ = x[A - sin (fx) + B - cos (f)]
oder
Vo= C-x-sin(fix + ¢)

eine Linearkombination
aus beiden Funktionen

Parameter: A, B bzw. C, ¢

Anmerkungen zur Tabelle

(1
2
3)
“)

Der jeweilige Losungsansatz gilt auch dann, wenn die Storfunktion zusitzlich noch
einen konstanten Faktor enthilt.

Die im jeweiligen Losungsansatz enthaltenen Parameter (,Stellparameter®) sind so
zu bestimmen, dass der Ansatz die vorgegebene Differentialgleichung lost.

Ist die Storfunktion g(x) eine Swumme aus mehreren Storgliedern, so erhilt man den
Losungsansatz fiir y, als Summe der Losungsansitze fiir die einzelnen Storglieder.
Ist g(x) ein Produkt aus mehreren ,Storfaktoren, so erhdlt man in vielen (aber
nicht allen) Fillen einen Losungsansatz fiir y, indem man die Losungsansitze der
Storfaktoren™ miteinander multipliziert.



Mathematik: Analysis 3 fiir Energie- und Umwelttechnik sowie Maschinentechnik

s 214 ‘Ubersicht tiber Losungsmethoden fiir Differentialgleichungen (DGL) 1. und 2. Ordnung

Aufgabenstellung: Gesucht ist die allgemeine Losung y(z) einer (linearen) DGL

oy - dy(x) e
DGL 1. Ordnung Y (v) = == = flz,y(2))
Losungsverfahren fiir trennbare (seperierbare) DGL 1. Ordnung Losungsverfahren ’Aufsuchen einer partikuldren Losung’ fiir
lineare DGL mit konstanten Koeffizienten Y (x)+a-y(z) = g(x)
: iy dy(z)
, p— p— .
(a) DGL in expliziter Form y(z) = i h(z) - £(y) (I) Vergleich der gegebenen DGL mit der Standardform 3 +a -y = g(x) und

Bestimmung von a und g(z).

(b) Trennung der Variablen und Integration auf beiden Seiten (falls moglich!): Vorzeichen beachten!

d 1
/ ﬁ = / 0 dy = / h(z) dz (IT) Allgemeine Losung yp,(z) der zugehorigen homogenen DGL
(@) ta-yn(@) =0 ist |y =C-e |

(III) Aus der Tabelle: Heraussuchen des Ansatz fiir die partikulére Losung y,.

(c¢) Auflosen nach y (falls moglich!).

Losungsverfahren ,, Variation der Konstanten® fiir lineare DGL 1. Ordnung (IV) Bestimmen von y],D . indem man den Ansatz fiir y, aus (III) ableitet.

(a) Lineare DGL in Standardform | ¢/'(z) + f(z) - y(z) = g(x) (V) Einsetzen von y, (aus (IIT)) und y, (aus (IV)) in die inhomogene DGL.

Bestimmen der Koeffizientenfunktion f(z) und der Storfunktion g(z).
Vorzeichen beachten!

VII) Die all ine Lo ist ben durch = .
(b) Wir bestimmen eine Stammfunktion F'(x) der Funktion f(x) (VID) Die allgemeine Losung ist gegeben durc

(VI) Bestimmung der Parameter durch Koeffizientenvergleich. Dies ergibt y,,.

(Integrationskonstante 0).

Laplace-Transformation zur Losung linearer Anfangswertprobleme 1. Ordnung

(¢) Allgemeine Losung yp(z) der zugehdrigen homogenen DGL
V(@) + f(@) - yn(2) =0 ist  yu(z) = Ce @ @7

(d) Ansatz fir die allgemeine Losung der inhomogenen DGL
y(z) = K(z)-e ~F@)  (Ersetzen C' durch K(z))

v (x) +a-y(x) = g(x) und Anfangswert yo = y(0)

(I) Laplace-Transformation der linearen DGL y/(z) + a - y(x) = g(z)
L{y'(x) +a-y(2)} = L{y' (@)} + a- L{y(2)} = L{g(x)}
(s-Y(s) =9(0)) +a-Y(s) = G(s)

(e) Berechnung von K (z) durch unbestimmte Integration. (I1) Auflésung der Gleichung nach der Bildfunktion Y (s)
ACHTUNG: Integrationskonstante beachten!
+ Y(s) = G(s) +y(0)

K(w):/g(l‘)eF(m)dx e s+a

(III) Inverse Laplace-Transformation mit Hilfe von Tabellen ergibt die spezielle

(f) Einsetzen in den Ansatz (d) y(r) = K(z)-e F@ | Losung des AWPs (@) = £ Y ()}




N+t b=0

y'(x) +a-y'(z) +b-y(z) = g(z)

c.283
Lineare DGL 2. Ordnung

AWP €511 ounch daarch eingetam in y=yhyp 3985t werdun
Anlgobensteliung beadrem

Losungsverfahren fiir homogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

y'(x) +a-y(z) +b-y(x) =0
PO s [
o= b= c= 2a

(I) Charakteristische Gleichung aufstellen:

DGL 4" + ay’ + by = 0 fiihrt zur Gleichung ‘ Ntad+b=0 ‘

(IT) Bestimmen der Losungen A; und A2 der charakteristischen Gleichung.

(III) Aufstellen der allgemeinen Losung gemiss Fallunterscheidung.
D-*-4b 4 0| vho
D3>0 Fall 1: \; # )\ y=0Cp-eMT 40y M

(reell) =

D=0 Fall 2: \; = \s =c (reell) = ‘y:(C’l-x—l—Cg)-ecz
o=+~ W=+ .
D<O Fall 3: \|» = o+ jw (konjugiert komplex) ™2 3 =x=-2(,3
= ‘y = e (C - sin(wz) + Cy - cos(wz)) ‘

Laplace-Transformation zur Losung linearer Anfangswertprobleme 2. Ordnung

y' () +a-y(x)+b ylx)=g(x), Anfangswerte yo = y(0) und yj = v/ (0)

- (I) Laplace-Transformation der inhomogenen linearen DGL
y'(@)+a -y (@) +b-y(z) = g(z)
L{y" (@)} +a - L{y'(@)} +b- L{y(2)} = L{g(x)}
(s*-¥(5) = 5-9(0) = /(0)) +a-(5-Y(s) =y(0)) +b-Y(s) = G(s)
(II) Auflésung der Gleichung nach der Bildfunktion Y(s)

G(s) + (a+s) - y(0) +y'(0)
s2+a-s+b

Y(s) =

(ITII) Inverse Laplace-Transformation mit Hilfe von Tabellen ergibt die spezielle
Losung des AWPs :
y(z) = L7{Y(s)}

Losungsverfahren fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit
Al sichen eiver Partikdaren Losung

y'(z) +a-y'(x) +b-y(z) = g(x)

konstanten Koeflizienten

Schritt 1:
Losung yy, der zugehorigen homogenen Differentialgleichung bestimmen (s.o.)

Schritt 2:
(I) Bestimmen der Storfunktion g(x).

(II) Aus der Tabelle: Heraussuchen des Ansatz fiir die partikulidre Losung y,,.
ACHTUNG: Tabelle fiir DGL 2. Ordnung verwenden!

(ITI) Bestimmen von g, und g, durch Ableiten des Ansatzes fiir y, (aus (II)).
insetzen von y, (aus und y,, y (aus in die :
V) Ei » (aus (IT)) und g/, y! IIT)) in die DGL

(V) Bestimmung der Parameter mithilfe eines Koeffizientenvergleiches.
Dies ergibt y,.

(VI) Die allgemeine Losung lautet |y = yn + yp |

Anwendung: Mechanische Schwingungen ‘ mi(t) +b-&(t) +c-x(t) = F(t) ‘
sin(Z) gt = 2-cos(28)
1. Freie, ungedémpfte Schwingung, d.h. =0 und F(t) =0 mx+cx =0
" kﬁ:ﬁ:f:’s‘?&f\:& z(t) = C1 - sin(wot) + Cy - cos(wot)
2. Freie, gedéimpfte Schwinung, d.h. b # 0 und F(t) = 0 wmi+bX+CX=0
2.1 schwache Dampfung, d.h. § < wq
z(t) = e - (C} - sin(wgt) + Cy - cos(wqt))
2.2 aperiodischer Grenzfall, d.h. § = wy
x(t) = (Cy -t + Cy) - e
2.3 starke Dampfung, d.h. § > wy
z(t) = Cp-e Mt Oy ekt

3. Erzwungene Schwingung (schwache Dampfung) mit F'(t) = F}, - sin(wt)
w ik +bxscrt =Fsinlwt)
z(t) = e - (C} - sin(wgt) + Cs - cos(wgt)) + A - sin(wf — )

k?LQ:(S:l:\/(SZ—OJg

Dabei gilt: wy = \/c/m, &§=0b/(2m), w]=wj— 5>
und w ist die Erregerfrequenz.




