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Lineare Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten 
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Mathematik: Analysis 3 für Energie- und Umwelttechnik sowie Maschinentechnik

Übersicht über Lösungsmethoden für Differentialgleichungen (DGL) 1. und 2. Ordnung

Aufgabenstellung: Gesucht ist die allgemeine Lösung y(x) einer (linearen) DGL

DGL 1. Ordnung y′(x) = dy(x)
dx = f(x, y(x))

Lösungsverfahren für trennbare (seperierbare) DGL 1. Ordnung

(a) DGL in expliziter Form y′(x) =
dy(x)

dx
= h(x) · ℓ(y)

(b) Trennung der Variablen und Integration auf beiden Seiten (falls möglich!):∫
dy

ℓ(y)
=

∫
1

ℓ(y)
dy =

∫
h(x) dx

(c) Auflösen nach y (falls möglich!).

Lösungsverfahren
”
Variation der Konstanten“ für lineare DGL 1. Ordnung

(a) Lineare DGL in Standardform y′(x) + f(x) · y(x) = g(x)

Bestimmen der Koeffizientenfunktion f(x) und der Störfunktion g(x).
Vorzeichen beachten!

(b) Wir bestimmen eine Stammfunktion F (x) der Funktion f(x)
(Integrationskonstante 0).

(c) Allgemeine Lösung yh(x) der zugehörigen homogenen DGL

y′h(x) + f(x) · yh(x) = 0 ist yh(x) = Ce −F (x)

(d) Ansatz für die allgemeine Lösung der inhomogenen DGL

y(x) = K(x) · e −F (x) (Ersetzen C durch K(x))

(e) Berechnung von K(x) durch unbestimmte Integration.
ACHTUNG: Integrationskonstante beachten!

K(x) =

∫
g(x) · e F (x) dx

(f) Einsetzen in den Ansatz (d) y(x) = K(x) · e −F (x) .

Lösungsverfahren ’Aufsuchen einer partikulären Lösung’ für

lineare DGL mit konstanten Koeffizienten y′(x) + a · y(x) = g(x)

(I) Vergleich der gegebenen DGL mit der Standardform y′ + a · y = g(x) und
Bestimmung von a und g(x).
Vorzeichen beachten!

(II) Allgemeine Lösung yh(x) der zugehörigen homogenen DGL

y′h(x) + a · yh(x) = 0 ist yh = C · e−ax .

(III) Aus der Tabelle: Heraussuchen des Ansatz für die partikuläre Lösung yp.

(IV) Bestimmen von y′p, indem man den Ansatz für yp aus (III) ableitet.

(V) Einsetzen von yp (aus (III)) und y′p (aus (IV)) in die inhomogene DGL.

(VI) Bestimmung der Parameter durch Koeffizientenvergleich. Dies ergibt yp.

(VII) Die allgemeine Lösung ist gegeben durch y = yh + yp .

Laplace-Transformation zur Lösung linearer Anfangswertprobleme 1. Ordnung

y′(x) + a · y(x) = g(x) und Anfangswert y0 = y(0)

(I) Laplace-Transformation der linearen DGL y′(x) + a · y(x) = g(x)

L{y′(x) + a · y(x)} = L{y′(x)}+ a · L{y(x)} = L{g(x)}
(s · Y (s)− y(0)) + a · Y (s) = G(s)

(II) Auflösung der Gleichung nach der Bildfunktion Y (s)

Y (s) =
G(s) + y(0)

s+ a

(III) Inverse Laplace-Transformation mit Hilfe von Tabellen ergibt die spezielle
Lösung des AWPs

y(x) = L−1{Y (s)}



Lineare DGL 2. Ordnung y′′(x) + a · y′(x) + b · y(x) = g(x)

Lösungsverfahren für homogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

y′′(x) + a · y′(x) + b · y(x) = 0

(I) Charakteristische Gleichung aufstellen:

DGL y′′ + ay′ + by = 0 führt zur Gleichung λ2 + aλ+ b = 0 .

(II) Bestimmen der Lösungen λ1 und λ2 der charakteristischen Gleichung.

(III) Aufstellen der allgemeinen Lösung gemäss Fallunterscheidung.

Fall 1: λ1 ̸= λ2 (reell) ⇒ y = C1 · eλ1x + C2 · eλ2x

Fall 2: λ1 = λ2 = c (reell) ⇒ y = (C1 · x+ C2) · ecx

Fall 3: λ1,2 = α± jω (konjugiert komplex)

⇒ y = eαx (C1 · sin(ωx) + C2 · cos(ωx))

Lösungsverfahren für inhomogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

y′′(x) + a · y′(x) + b · y(x) = g(x)

Schritt 1:

Lösung yh der zugehörigen homogenen Differentialgleichung bestimmen (s.o.)

Schritt 2:

(I) Bestimmen der Störfunktion g(x).

(II) Aus der Tabelle: Heraussuchen des Ansatz für die partikuläre Lösung yp.
ACHTUNG: Tabelle für DGL 2. Ordnung verwenden!

(III) Bestimmen von y′p und y′′p durch Ableiten des Ansatzes für yp (aus (II)).

(IV) Einsetzen von yp (aus (II)) und y′p, y
′′
p (aus ((III)) in die DGL.

(V) Bestimmung der Parameter mithilfe eines Koeffizientenvergleiches.
Dies ergibt yp.

(VI) Die allgemeine Lösung lautet y = yh + yp .

Laplace-Transformation zur Lösung linearer Anfangswertprobleme 2. Ordnung

y′′(x) + a · y′(x) + b · y(x) = g(x), Anfangswerte y0 = y(0) und y′0 = y′(0)

(I) Laplace-Transformation der inhomogenen linearen DGL

y′′(x) + a · y′(x) + b · y(x) = g(x)

L{y′′(x)}+ a · L{y′(x)}+ b · L{y(x)} = L{g(x)}(
s2 · Y (s)− s · y(0)− y′(0)

)
+ a · (s · Y (s)− y(0)) + b · Y (s) = G(s)

(II) Auflösung der Gleichung nach der Bildfunktion Y (s)

Y (s) =
G(s) + (a+ s) · y(0) + y′(0)

s2 + a · s+ b

(III) Inverse Laplace-Transformation mit Hilfe von Tabellen ergibt die spezielle
Lösung des AWPs

y(x) = L−1{Y (s)}

Anwendung: Mechanische Schwingungen mẍ(t) + b · ẋ(t) + c · x(t) = F (t)

1. Freie, ungedämpfte Schwingung, d.h. b = 0 und F (t) = 0

x(t) = C1 · sin(ω0t) + C2 · cos(ω0t)

2. Freie, gedämpfte Schwinung, d.h. b ̸= 0 und F (t) = 0

2.1 schwache Dämpfung, d.h. δ < ω0

x(t) = e−δt · (C1 · sin(ωdt) + C2 · cos(ωdt))

2.2 aperiodischer Grenzfall, d.h. δ = ω0

x(t) = (C1 · t+ C2) · e−δt

2.3 starke Dämpfung, d.h. δ > ω0

x(t) = C1 · e−k1·t + C2 · e−k2·t

3. Erzwungene Schwingung (schwache Dämpfung) mit F (t) = Fh · sin(ωt)

x(t) = e−δt · (C1 · sin(ωdt) + C2 · cos(ωdt)) +A · sin(ωt− φ)

Dabei gilt: ω0 =
√
c/m, δ = b/(2m), ω2

d = ω2
0 − δ2, k1,2 = δ ±

√
δ2 − ω2

0

und ω ist die Erregerfrequenz.


