Potenzgesetze Mengen B . AN 1&2 Ableitung
a'xas=ats N N Reelle Zahlen R a S | S f(x) f’(x) f(x) f’(x)
a"+a*=a"* 0 5;1; 10 0
: 1 2 i 7 7
a” xXb" = (ab)rr S JUEE s aic Intervalle ea:; o eZ’il 5x3 - 3 15 72e - 3
_ a Ganz 7, 0 a3 Algebraisch A | | Transzendent T . - - ax p - ax X", ;00X X, 5
a’ +b" = (E) T ! o o e isl;gllt [hl) und'] 1(3 123 a* a* -In(a) 3a’* 21a” - In(a)
(a")® = a™*® R | V2 geschlossen: | ’ 1= re c - In(ax ac+(ax+b) | In4dx;lnx 1+x
1 1I\" 8 e % 2 . Offen: (1,3) = 2 gleich wie ]1,3[ +b)
a’ = P (E) 20 w0 | |00 Halboffen: [1,3) =1,2 b - cos(ax) —ab - sin(ax) b - sin(ax) ab - cos(ax)
ag _ - Unendlich: [a,%°) b - tan(ax) a-b b -sin~! ax a-b
((cos(ax))?) V1—a? x2
Wurzelgesetze Logarithmusgesetze Multiplikation von Matrizen b-tan"!ax a-b b -cos™tax _ a-b
Wenn aund b >0: log. P = log P Damit die Multiplikation méglich ist, muss Spalte von A a? - x? + 1 V1= a2 - x?
Vaxb=+axVb Ba loga gleich wie Zeilen von B sein. Nax a - x——l V3x V3 - x——l
Va logoba=xob*=a A . B = C — —
\fE - N IOgb([ij Q) = log, P +log, @ J vax 1+ (2 -vVax) V3x 1+ (2-V3x)
1 il _ log, ax 1 log, 4x 1=+ (x-log2
% = an logb (Q) logb P logb Q m Zeilen n Zeilen m Zeilen &b m &2 ( & )
10
S/Q/a = g log,, P™ ’iox log, P l x* | x*-(nx+1) | (ax)” | b(ax)* - (In(ax) + 1)
U3y = Yo log,, & 8 P % Spalten a abc xsect(bx) | a —abc * cot(bx)
(Va)* = Va n Spalten Spalten * sec’ (bx) | *tan (bx) * cosec®(bx| * csct (bx)
Funktionen mxn nx/ mx b = tan (ax) | ab * sec?(ax)
—_— . ~ d h d-1 h
Komposition: (g o f)(x) = g(f(x)) Das Element c;; in der i -ten Zeile und j -ten Spalte der Ergebnismatrix C wird so berechnet: — %k 4/ de i th a(Cdx - fhx ) — a(Cdx - fhx - 1)
Symmetrie: l€ij = @iy * byj + @i - byj + -+ + Ay * by j-te Spalte beﬂcxd _th \[de th
1
- Gerade f(—x) = f(x) & e Umkehrfunktion: (f 1) (x) = m
- Ungerade f(—x) # f(x) j:> 1
N f(x) = cot(x) = f'(x) = —1 — (cotx)? = — G2
Monoton: N AN AR sin(x) => cos(x) => —sin(x) => — cos(x) => sin (x)
- i-te Zeile — s G e j-te Zeile - - - - - -
wachsend f(x;) < f(x,), streng < . ( 2 . @> < .. ) : tan(x)=>sec”2(x)
- fa”end f(xl) 2 f(xz)’ Streng > Matrix A o e K ine T a4 MatrixC = A - B|
J-te Spalte Rechenregeln
K?nvergent: Cj]renzwert existiert . (1 2 3) . ; 180 _ Produktregel: f(x) = u(x) X v(x) = f'(x) = u'(x) X v(x) +
Divergent: Kein Grenzwert oder Unendlich 4 5 6 g 12 = w(x) X v'(x)

Umkehrfunktion Nur wenn streng monoton und bijektiv

Bsp:y=3x—5$y—5=3xﬁx=§+— y—— Z
Nat. Log Binomische Formeln
Infz-y) =ma+ny X
U sy
nat = n-lnz (a+b)-(a-b) =a2 - b2 X =log b
{7 = ginz Tan = sin/cos, cot = cos/sin Sec = 1/cos, csc
o= elnc(a)b =1/sin

(1*7+2*9+3*11 1>|<8+2>|<10+3>|<12)=
4+x*74+5x94+6*x11 4*8+4+5%10+6%12
( 58 64 )
139 154
Besonderheiten:
- Wenn A*B = A*C, heisst das nicht immer das B=C
- Wenn A*C =0, heisst das nicht immer das eine Matrix 0 ist

Rechenregeln:

Assoziativ-Gesel=: A-(B-C)=(A-B)-C

Distributiv-Gesetze: A (B+C)=A-B+A-Cund (A+B)-C

Quotientenregel: f (x) = M

- fl(x) = u/ (20) xv(x) —u(x)xvr(x)

v(x)?2

Kettenregel: f(x) = (uo v)(x) =u(v(x)) = f'(x) =

u'(v(x)) x v'(x)

A-C+B-C

7 —-b+ \/ — 4ac

wenn az’+bz+c=0

Darstellung NL-LGS

Explizit: y = f(xq, ..., x,)
Implizit: 0 = F(xq, ..., X,)

1

di (a+ b.rz)" = 2nbz (a + b:z“!)ﬂ
T




Rechenregeln Addition von Matrizen
A+B=B+A
A+(B+C)=(A+B)+C
A-(A+B)=A-A+A-B und

Konmmutativ-Gesetz:
Assoziativ-Geselz:

Distributiv-Gesetze: A+ -A=1-A+pu-A

Matrizen (LA)

Matrizen Gleichung

(53 (5)

x —3y:5}
4y =8

Inverse
A+ A™! = E(Einheitsmatrix)
Nur moglich bei 2x2, wenn: ad — bc # 0 oder Det(A) # 0
-1
Bestimmen fiir 2x2: ((cl Z) = adibc * (—dc ab)
Fir LGs mit 1 LésungS: A1 x A X = A" «b =>%=A"1 D
Bei NxN invertierbar wenn det(A) nicht 0.
A-At=E
4 -1 0y M N1 oI 1 0 4 -1 0
(o 2 1)-(112 V2 Z:):(o 0)4(0 2 1
3 -5 -2 X3 Va3 Zz 0 1 3 -5 -2

A ATt

1 00
010

001

mo = O

Zeilenstufenform (linke Seite)

1 -1/4 0 |1/4 0 0
o 1 172 0 1/2 0
0o 0 11l-6 17 8

Reduzierte Zeilenstufenform (linke Seite)

1 0 01 -2 -1 1 -2 -1
(O 1 03 -8 74-) —At= ( 3 -8 74)
-6 17 8 -6 17 8

00 1
Transponieren von Matrix

Matrix mit m*n wird zu n*m transponiert.

1 + 02 3
II 0.2 11) = (‘A AN S)
T 2.3

5&2. X
Dabei gllt immer:
(AxB)T = AT « BT

LGS in reduzierter Zeilenstufenform |l6sen
Frei unbekannte: x; = a

x1+3X3=9 9 -3
X +2x3 =4 > _ |4 -2
X, =5 x 0 tax 1
10309 5 0

(0 1 204)

000 115

Determinante
det(A4) = det(47)
det(AB) = det(A4) = det(B) nicht mit +

-1y _
det(4™1) = det(d)
det(E) =det(4+*A4A™ 1) =1
det(y * A) =y" * det (A)
Fiir 2x2:4 =? d det(A) =axd—bx*c
b
e
h

a c
Fir3x3: A=d fdet(A) =axexi+bxfxg+
g i
*

cxd*h—cxexg—axfxh—bx*xd=xi

Flr nxn:

Entwicklung nach der j-ten Spalte:

Entwicklung nach der i-ten Zeile:

det(A)—Z:l( 1) - a; - det(A;)  det(A) ZEZI(—I)"""'a;,‘det(A”-)

A 6 10 14y 5 9 13 5 9 13 5 9 13
A 1(7 11 15)—2(7 1 15)+?€(6 10 14)—4(6 10 14)
: 8 12 16 8 12 16 8 12 16 7 11 15

47 8 12 16
(7 11 35)=voe(ld 19-7( 1o () 1)memamraroano
8 12 16

f 9 13 e 5\ .. (9 13 9 13

(a 1; }2):“(}; 107 (% 1+ 1=

({1 ]90 }i)=+5'(w 14)4]_(9 13)+

7_(9 13)=
21 s 11 15 11 15 10 14

Fiir oberer Dreiecksmatrix: Produkt der Diagonalen
Linear unabhangig:

Die Vektoren @, @y, ..., @ sind linear unabhéngig, wenn gilt:

e 0-a;+0-a; + -+ 0-a ist die einzige Linearkombination, die 0 ergibt
o G HA G+ A G =0 (A>0ALER)

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

det(A) # 0

Spalten von A sind linear unabhéngig

Zeilen von A sind linear unabhdngig

rg(d) =n

Aistinvertierbar

Das LGS A - ¥ = ¢ hat eine eindeutige Lésung

Definition Quadratische Matrix
Quadratisch: Gleich viele Zeilen wie Spalten
Hauptdiagonale: a4, a,,, ...
Diagonalmatrix: Alle Elemente ausserhalb diagonale =0
Einheitsmatrix: Diagonalmatrix und alle Elemente = 1
Obere Dreiecksmatrix: Alle Elemente unter diagonale =0
Untere Dreiecksmatrix: Alle Elemente Gber diagonale =0
Symmetrische Matrix: Elemente iber und unter diagonale sym.
Potenzen sind nicht kommunikativ: (AB)? # A? B2

Zeilenstufenform
- Alle Zeilen, die nur 0 enthalten, stehen zuunterst
- Wenn nicht nur null = vorderste Zahl die 1
- Einsen sind nach unten rechts geordnet
- Reduziert = Alle Spalten mit fihrenden 1, haben sonst nur 0

Matrix Rang und Losbarkeit
rg(A) = Anzahl Zeilen — Anzahl Nullzeilen
n = Anzahl Unbekannte
- Lésbar:rg(A) = rg(A|c)
- Genaueine:rg(a) =n
- Unendlich:rg(4) <n

¢ = Erweiterte Koef f. Matrix
Matrizengleichung | erweiterte Koeff.matrix

G ;1)(;) - (;é) (3 71|1())

Fiir eine (m X n) —Matrix A gilt rg(A4) < min(m,n).

Freie Unbekannte in LGS
1 =flhrende 1 => fiihrende unbekannte => kann nicht frei
-2 0 3|5
gewihlt werden 0 0 Ol

Normiert
Vektor v ist nach x normiert = v/x
bezliglich der 2-Norm auf die Lange 1 normiert sein sollen:

Lange ||v|| = 1 normiert, d. h.:

v

Unormiert = |'UH s




Partielle Ableitung

Es werden alle ausser 1 unbekannte als konstant angesehen, dann abgeleitet. Wenn
dann Punkt eingesetzt wird, wird die konkreten Steigungen der Tangenten berechnet
Geometrisch: Die Steigung der Flachentangente im Flachenpunkt P = (xg, ¥y, Zg) in

positiver x/y-Richtung

NL-LGS

Interpolation
Stetige Funktion welche exakt durch gegebene
Stiitz-punkte geht -> Interpolierende(InfiniteL)

Linearisierung
Tangentengleichung: g(x) = f(x@) + Df (x®)  (x — x(©@)

a a a
() 2 = 32w
y = 1 2 n
v he of, . of; or,
flx) = Y2 *Efz X Df(x) = ﬂ_xl(x) E(x) a(x]
Yim = fon (%) of.  of. of.
ﬂ_xl (x) E(X) a(ﬁf)

Lagrange Interpolationsformel
Polynominterpolation mit Vandermonde-Matrix ist aufwendig und
schlecht konditioniert, darum andere Lésungsmethoden.

fi(zy, z2) T3 + T2 o2 9
flzr, ) = (f2($1,$2) = sin(z; - 22) mit f:R° = R
1. Jacobi-Matrix berechnen mit partiellen Ableitungen
af1

0f1
2 o 2:]5 1
Df(r ,Zy) = dz; 75 - 1
f(z1,22) (% 372) (552 cos(zyzs) z; cos(zyzs)
2. Punkt einsetzen, hier x© = (1,m)
2-1 1

Df(1,m) = (ﬁ cos(m) 1- 005(77)) B (_2'” _11)

3. Linearisierung in der Umgebung x(®
Berechne f(1,7):

1+

0.9 (i 5) - (147)

Dann ist die linearisierte Funktion:

g(z) = f(1,7) + Df(1,m)(z — (1,7)")

g(z) = (1;”) + (i ,11) (,:: :i)

Wenn nur eine Gleichung: P = (z{”,z{", #(z\”, z")).

Gedampftes Newton-Verfahren =4
Nur in der Nahe der Nullstelle ist Konvergenz des Verfahrens garantiert!

1. Berechne f(x™) und Df (x™)
2. Berechne 6 als Losung des lin. GS Df(x(’”) -8 = —f(x()
3. Finde das minimale k € {0, 1, ..., k0, } mit

Fic]
(04 %) | < e,
2

Kein minimales k gefunden = k =0
4. Setze

5™
yn+1) () +?

Durch n + 1 Stltzpunkte vom Grad< n mit verschiedenen Stitzstellen

(x; # xj fur i # ) gibt es genau ein P, (x)mit grad < n welches alle
X—x]'

Punkte interpoliert: P,(x) = X7, [;(x)y;. Dabei l;(x) = [1j=o

j#i
Fehlerabschatzung: das Maximum der (n + 1) Ableitung der Funktion f
(x) auf dem Intervall [x,, x,,]Jmuss bekannt sein:

xi—xj

Quadratisch-konvergentes Newton-Verfahren
Kann auch lokales Minimum finden, dann ist Df nicht
reguldr(invertierbar). Es konvergiert, wenn nahe genug

an 0, Df regular und f dreimal stetig differenzierbar.
Lésungvon f(x) = 0 mit f: R™ = R" firn = 0,1,2, ...

1. Berechne f(x™) und DF(x™)
2. Berechne §U als Losung des fin. G5 Df (x®) - 8 = — £ (x (™))
3. Setze x("*1) = x4 g

Vereinfacht: Es wird immer Df (x°) verwendet, somit

konvergiert es linear.

Sind die y; Funktionswerte einer genigend oft stetig differenzierbaren Funktion f
(also y; = f(x;)), dann ist der Interpolationsfehler an einer Stelle x gegeben durch

[G = x0) (x — %1) . (X — X,

(n+1)! max Q)

Xp=ésxy

If () = B ()] <

Beispiel: Geben sind:
e x=[0,250,500,1000]
e y=[1013,747,540,226]

Berechnung der Lagrangepolynome

X—X. X—X. X—X. 375—-250 375-500 375-1000
o I, = EEa EE X3 . : = —0.078
Xg—Xy Xg—Xz Xpg—Xz 0-250 0—-500 0—1000
X—X x—x x—x 375—0 375-500 375-1000
o | — X¥o xow®z xoxz . : = 0.625
Y xy—xg xy—xX; xy3—xg  250—0 250-500 250—1000
XX, X—X. X—X, 375—-0 375-250 375-1000
o I, = ENo XMy X3 : . = 0.469
Xy—Xxy Xp—Xy; Xp—xz  500—0 500-250 500—1000
XX, X—X. X—X. 375-0 375-250 375-500
o I, =X xE x| . : = —0.016
xg—xy Xz—Xxy; Xgy—xy;  1000—0 1000—-250 1000-—500

Gesucht ist der ¥ - Wert an der Stelle x = 375

n

P,(375) =Z 1.(375) - ¥

i=0
P (375) = —0.078-1013 + 0.625-747 + 0.469 - 540 + —0.016- 226

P,(375) = 637.328 hPa

Spline Interpolation Punkt berechnen
1. Segment finden und dann in S;(x) einsetzen, fur Ableitung:

Ableitungsformel anwenden: Benutze die Formel S.(t) = B; + 2C;(t — t;) + 3D;(t —

t.i-')2 mit £ = 1 und dem Startpunkt ¢; des gefundenen Segments.

Splineinterpolation - kubisch
Polynome mit einem hohen Grad oszilliere, daher wer-
den mehrere Polynome aneinandergehangt alle 3
Punkte. Wenn fur Punkt gefragt muss immer S,5’,S”,
gleich sein bei Grenzen. Periodische: 1&2 Ableitung von
Anfang und n-1 ist gleich. Not-a-knot: 5§ (x;) =
S1" (1) & Syl (xn—1) = Syl (Xn-1)
Natiirliche: 2. Ableitung von Anfang und Ende = 0.
5:(x) = a; + b;(x — x;) + ¢, (x — xi)z +d;(x— xi)3

Berechnung der Polynome S;(x) firi = 0,1,..,n— 1:

1: Koeffizienten a;, hy, co, cn

a; =Y. h; = x;,1 — X5 o =0, c, =0

2: Koeffizienten ¢y, €3, ... €p—1 aus dem Gleichungssystem (Ac = z)
s [ =1
2(hg + hy)-¢y + Ry

Oz=y1)

=32z
s n=4-i=2,..,n—2
Vier30
hiaCog + 200y +h) e+ Mgy = 3% -

e i=n-—-1
hn72 'z Z(hn—i + h’n—l) oy =3 (¥n—¥n-1) 3 n—1-"Vn-2)

3: Koeffizienten b; und d;
b; = —@H{yij - % (Cre1 + 2¢3)
L
1
d; = i (i1 —6)
2(ho + hy) hy

hy 2(hy + ho) ha
hay 2(ha + h3) hy

2(hn—3 + hn_2)
hn—2

hn—2
2(hn—2 + hn1)

hn—3

g¥2—yr _ gqui—vo
3 h 3 h

JWia 3w
ha iy

= QUn—Yn-1 _ qYn-1—Yn-2
Cn-1 e “?1,,, =




Ausgleichsrechnung A | . h h Lineares Ausgleichproblem
Ausgleichsproblem: Ziel ist die Datensatze méglichst zu approximie- u Sg e | C S re C n u n g Gegeben seien
ren, nicht genau treffen wie bei Interpolation. Daflir ist stetige Funk- ] ] e 1 Wertepaare (x;, %:),i = 1,...,n, und
. L . Allgemeines Ausgleichsprobleme . ) :
tion gesucht. Macht bei vielen Punkten Sinn. o - - » m Basisfunktionen fi, ..., fin auf einem Intervall [a, b].
. . S . L . . Einige Probleme kénnen auf Lineare umgeformt wer-
Lineare: f(x) ist eine Linearkombination von m Basisfunktionen. Da- den. fiir den Rest: F ist die Menge der Ansatzfunktionen f = 1, f, + -+ ,,,, mit , € R
bei missen die Basisfunktionen nicht linear sein, nur Parameter 1 Gegeben sind n Wertepaare (x;, x;) und Ansatzfunktionen f, = Fo{f = Aufy 44 A fold €Rj = 1,...m)
. m . pors
f{x) = ')“lfl (X} + -t ;{ﬂ.fm(x:], {l =12,..,mundm =< 'ﬂ.:l fo(d1, Az, s Ay X) mit m Parametern 4, € R. !
i Lineares Ausgleichsproblem mit dem Fehl ktional E
Beispiel: f(x) =axe*+b+cxx Gesucht sind m Parameter 2 = (15, A2, ..., A1, )Ts0, dass das nichtlineare : usglelchsp : ehlerfunktional E(f)
Nicht-linear: Die Parameter 1 sind in der Funktionsgleichung verwo- [Fehlerfunktional £(f) n n m 2
. . . n - 2 -
ben f = f 131z, .., Ay, X) Beispiel: f(x) = sin(ax) + In (bx) : EC) = Iy = FOONE = ) (= FCe)) = D | 7= D 4500 | = lly — 42113
E(f) = Z (_\'; — fo(A. 15, -‘-.)~m-1i)) - min i=1 i=1 j=
= = j=1
. . i=1
Ausgleichsfunktion B . ) v bei
Gesucht wird aus einer Menge F' stetiger Funktionen f diejenige Funktion, die am besten an gegebene = lly = F(DIz - min or, wobel
Datenpunkte (z;,¥;) passt, indem sie den quadratischen Fehler minimiert. minimal wird unter allen zuléssigen Belegungen der Parameter 1, wobei filx) folxy) - fa(xy) Vi A
s , filxz) fa(x) - falx2) Yz 4
Details: fia A, ) folle. As, oo, A X4) A=(11 : 2 2 : 2 : m , 2} y=["| A= 52
« Ansatzfunktionen f € F" Stetige Funktionen auf einem Intervall [a, ], die als Ndherungen fir die FO) = FQu s oo d) == fz(fli-ﬂz:: wordm) | 1 Fo (A da ;"’)“m’xl) () Bl - fa(x) Vn Ay
Daten dienen. ) , ’
falls, Az, o, ) (s 2z 4 Xn) /| Das System AZ = ¥ heisst Fehlergleichungssystem.
= Fehlerfunktional E( f): Misst den quadratischen Fehler zwischen den Datenwerten y; und den - N Beispiel: Gegeben sei die Ansatzfunktion f(x) = ax + b fiir die Werte
Funktionswerten f(z;). Formal: ;A 21
n y=.| 4= : e x=1[1,22314] "
B(f) = lly ~ f@s = D (v — £(@:)® I o * y=[6.6810,105]
=1 Das System A4 = y heisst Fehlergleichungssystem. 1o} o 4
+ Optimierung: Gesucht ist die Funktion f € F', fir die E(f) minimal ist: Beispiel d T
E(f) =min{E(g) | g € F} Gegeben sei die Ansatzfunktion f(x) = ae® fir die Werte #— ]
« Ergebnis: Die optimale Funktion f heift Ausgleichsfunktion im Sinne der Methode der kleinsten e x=1001,234] 1: Basisfunktionen bestimmen e
Fehlerquadrate (least squares fit). r = [3,1,0.5,0.2,0.05
. q ( a f) icht d d d d © =l 1 f(x)=a-£+b-‘11J
Die Minimierung von E(f) entspricht der Minimierung des Quadrats der Fehlerfunktional 100 P
2-Norm des Fehlervektors. Mann kann auch die Fehler in der Summe s s ) _ N
. . . 2 . 2: Matrix A definieren firn =4und m = 2
gewichten, wenn Datenpunkte z.B. h6here Messgenauigkeit haben. E(f) = Z (_yf —fp(ajb,xi)) = Z(y:. )
. = i= X X
Normalgleichungssystem =t = () fa(a) 11
n Gleichungen, m Unbekannte, meist n > m — (iberbestimmtes Fehlergleichungssystem. Vektorwertige Funktion f(a, b) bilden = filx2)  fa(x2) _[?2 1
Ziel: quadratische Fehlerfunktion E(f) = 3.(f(x:) — :)? minimieren. b 3 f0a) f2(%:) 31
X X, 4 1
e fw)z( ) y=(5 ) i) fuli)
T agh*s 0.05 3: Normalgleichungssystem aufstellen ATA1 = ATy
liefert die Normalgleichungen. Funktion g(a, b) und Jacobi-Matrix Df (a, b) bilden 11
Matrixform mit 4 € R™™, y € R™, A € R™ Y, — aebx: 0 — qeb®s ATA = (1 2 3 4-) 2 1 _ (30 10)
ATAN — AT gla,b)y=y—f(ab)= : = ; 11 1 1/13 1 10 4
o s — aeP*s 0.05 — aeb*s 4 1
) < . Ty LT . -
Direkte L&sung tiber A* A instabil, weil A™ A meist schlecht konditioniert. 1 0 \ / -1 0 \ 6
Stabilere Variante: QR-Zerlegung A = QR mit orthogonalem Q (QTQ = I,,) und rechtsoberem, —eP? —1ge”? —e ' —le AT 1 2 3 4 6.8 91.6
- b b2 | = - - = =
reguisrem R € Rm<m. Dgla.b) = k—eb_i —gf‘eh,jj = k L SEJ y=( 11 )| 70 |33
—e —3ae —e 7 —3e ™
(QR)L(QR)A = (QR)Ty = R*QTQRA = RTQ%y — RTRA = RTQ%y — R\ = Q. —ePt  _ageh —e5 —4g° 105
R\ = QTy ist besser konditioniert und wegen der Dreiecksgestalt von R per Rilckwértseinsetzen lésbar. Nicht Lineares Ausgleichsproblem mit entsprechendem Verfahren IGsen... 4: Gleichung auflosen
Kosten: einmalige QR-Zerlegung, Nutzen: keine Bildung von AT A, hohere numerische Stabilitat. e Gauss-Newton oder gedimpftes Gauss-Newton (30 10) (a) _ (9 1.6) 5 (a) _ 1.6 ?)
Spezialfall n = m: exakte Lésung, E(f) = 0, Interpolation. 10 4/\b 33.3 b 4.15




Gauss-Newton-Verfahren
Quadratmittelproblem: Gegeben sind Funktion g: R™ — R"
und Fehlerfunktional E: R™ — R := ||g(x)]|| . Es soll Vektor x
gefunden werden bei den E minimal wird. Fir Nichtlineare Aus-
gleichsprobleme wird g(x)erstetzt mit g(1) ==y — f(A)
Verfahren: g(1) ~ g(19) + Dg(1®) = (1 — A). Dies ent-
spricht der verallgemeinerten Tangentengleichung mit

EA) = [|gA?) +Dg(A) - (A - A0 |2
u —A

Berechnung: Berechne Funktion und deren Jacobi-Matrix
gA)y=y-f@A), Dgd)

Firk=0,1..
Schritt 1: Berechne § ) als Losung des linearen Ausgleichsproblems
min||g(A® + Dg(2®) - 5®|?
d.h. l6se konkret das folgende Normalgleichungssystem nach 50 uf
Dg{l(k))TDg(A(k))g(kJ - _Dg(i(k))r - g (A0
Dies wird am stabilsten mit der QR-Zerlegung von Dg(8®)) erreicht

Dg(ﬂ.(kj) - Q(k}R(ft)’
Schritt 2: (Nur beim gedampften Gauss-Newton)

REIgU) — _Q(kJ TQ{RG‘J)

Finde das minimale p € {0,1, ..., Dy} Mit
. 2
5 2
a(19+ 5 )| <loG;
AlK=1) 2

Falls kein minimales p gefunden werden kann, rechne mit p = 0 weiter
Schritt 3: (Gauss-Newton)

Alk+1) — (&) 4 5(K)
Schritt 3: (gedampftes Gauss-Newton)

5
AG+1) — (k) 4
2r

Gedampfte verfahren konvergiert fiir mehr Startvektoren, je-
doch ist es nicht garantiert, daher meist extra Abbruchkriterium.

\I H2< TOL
Z.B

Gauss-Newton-Verfahren-Beispiel

ael*1 3 0
(T} (1) )
aeb*s 0.05 4

Funktion g (a, b) und Jacobi-Matrix D f (a, b) bilden

¥y, —ae™ 3-1
gla,b)=y—f(ab) = : - ( ¢ )
ys — ae"*s 0.05-¢
-1 0 =1 0
—ePl _—1geP? —e715 —1e715
Dg(a,b)| —e?? —2ae"? |=| —e —2e
—eP?  —3qe"? —e —3e
—el*  _—4qe”t —e” —4e
Schritt 1:
e QR-Zerlegung Dg(A®) = QWR®
o Aufidsen nach 8% R(©§(0) = —@(OT(2(0)
0 _ (199
S (1.89)

Schritt 3:

AR+ = 200 4 5(K)

—1.5) K (}:gg) = (0%59;)2)

e Llambda berechnen

20 = 20 4 50 = (

Schritt 1: Householder-Vektor

0.6065

seia = {—0.3679

:|. dann ist:

la]l = +/(—0.6065)% + (—0.3679)2 ~ 0.7005

v = a + sign(—0.6065) - |al| ey =a — |ja| -e1 = [ égé?g]
e U 0.9573
el T [-0.2679

Householder-Matrix:

QO = I o {70.3323 70.5130]

0.5130  0.8564

Schritt 2: Berechne R = Q)7 Dg:

) _ )y, [0.6940  0.8829
ET =070y [ 0 —0.3187
Schritt 3: Berechne —Q(" T g(A"):
Gegeben:
A0y _ [1.8935 or _ [-1.9012 oy [1.9012
g = L) g1 99 | gz @9 |o.4302
Schritt 4: Riickwartseinsetzen fiir R(M§(") = Q01T g
0. 6940 0.8829 1.9012
—0.3187 0.4302
Zweite Zeile:
~0.31876; = 0.4302 = 6, = —1.3500

Erste Zeile:

3.0032
== 4.455

0.69404, + 0.8829(—1.35) = 1.9012 = 0.69408, — 1.192 = 1.9012 = &, = 0.6940

QR-Zerlegung
Eine Matrix @ € R™*" heisst orthogonal, wenn Q" - Q = I, ist. Dabei ist I,, die n x n Einheitsmatrix.
Man sagt auch kurz, @ ist eine Orthogonalmatrix.

LosenvonLGS: A =QR; Ax=b=> QRx=b=>Q"h=yundRx =y
Eigenwert: 4, = QxR und A1 = R Qs
Berechnung durch Householder-Matrix:H = I,, — %2uuT oder wenn nor-

B =l
u=|(2], l=—=—"-|2
3 lul  vig \5
100 1 /1
H=I,-2aa"=[0 1 of- l2 (1 2 3)
3

0 0 1
QR-Beispiel: Falls Matrix grosser, wiederholen aber mit A,, A3, ...

In
mea=m (o )=(0 0 o)
EE T 0 =* = —_—

Ay B

Q11 1
a, = | a2 |, eg=1|0
2531 0

1. v, =a, +sign(a,)-lal-e;
1

miert: = I, — 2uu”

2. ulzzm-vl
3. Hy=1I,—-2uul =@,
HZ.AZ:HZ.(X *)Z(U *)
Az
1 0 0
Q2=(0 P Hz)
0 H, H,
Q=Q7-0Q3, R —Qz Q-4
Q—l

Jacobi Matrix
Gegeben ist die vektorwertige Funktion:

Ale)qz‘

TOR o REPORPES Y

Dann gilt:
afi afi Ay A Aoz
_lan | — |€ 1T1€
Df()\) - I:g{% g§§:| - {6)\212 /\lwge/\g:ru]
_d B C[—em A pet®
DyN) = gy~ JON) = ~DFO) = | “oum TN

Beide Matrizen sind 2 x 2; D f beschreibt die Sensitivitdt von f, Dg die des Residuums




Problemstellung
Es soll das bestimme Integral einer Funktion bestimmt werden.

Quadraturverfahren: I(f) = Y-, a;f (x;); [(f) =f:f(x)dx

Numerische Integration

Romberg-Extrapolation
Die summierte Trapezregel fiir die Approximation des Integrals j:: f(z) dz mit

Gauss-Formeln

Rechteck/Tapezregel

b b
A N (O 190}

Numerische Berechnungen auf einem Intervall [a, b]

(b-a)

e n Anzahl Subintervalle [x;, x;,4]
b— . .

e h= Ta Breite der Subintervalle [x;, x; ]

o X; xi=a+i-h

o [xp, ..., Xn] Xg=a, x,=b

summierte Rechtecksregel

Rf(h):h-if(xi+g)
i=0

summierte Trapezregel

n-1
_ £(@ + fb)
TF(R) = k- (T + Z f(xi))

Simpson-Regel

hi1 n—1 n . i 1
Sfh) =35 (Ef(a) F) fa+2) f ((“2—”)) ¥ Ef(b))
i=1 i=1

Fehlerabschatzung fiir summierte:

b
. h?
x)dr — < —(b—a)- me T
[ f@dr-RI0)| < Gi0-0)- max | @)
b .
p lsalFs hz )
| | fle)de—Tf(h)| < -—(b—a)- max | f"(z) ]|
. 12 J'E[rz.h]
b
[ e —ss 1 < -0 max | 9 |
IR x)da f(h < 2880( a) Jmax | x)

Beispiel max. Fehler von 0.1 auflésen bei Trapez:

b
flz)dz — Tf(h)| < 0,1 _
[ 1@ 1] b=a 12 < o,
S~ 12

< Dreht sich bei: * oder : mit negativer Zahl

Fehler

Die Intervalle h missen nicht immer gleich gross sein, sie wer-
den hier so gewahlt, das die Fehlerordnung moglichst klein ist.

b—ae o
3 Zu,-f[‘z‘;) lauten:
i=1

b
Die Gauss Formeln fir n = 1, 2, 3 fiir fla)de =~

n=1: (_7‘|‘f'—(b—u)-,ffw7“)

b—a 1l b—a b+a 1 b—a b+a
—n=2 Gif =—— - — )+ .
! o 2[f(ﬁ 2+2)f(\/§ 2+2)]
L. b—a [5 — h—a bh+a 8 b+a
n=23 Gif = 3 [j»f(fv‘[lb‘ 3 + 3 )+?;f( 3 )]

+h—u 5 f OE b—a
— |z 6. ——
2 9 2

b+ a
5]

b—a

gleichmaBigem Gitter der Schrittweite h = = lautet:
h n—1
T(fh) =5 [f@) +2)_ fla+kh)+ f(b)
k=1

Hier wird aber eine spezielle Variante der summierten Tapezregel
verwendet, um Fehler zu verkleinern mit Iteration.

Die entsprechende summierte Trapezregel lautet dann fiir ein gegebenes j:

21

fla) + £(b) .
3 +;f(a+1~hj)

Tjo =Tf(hj) = h;

Parameter:

Vektornormen/Matrixnormen
Fiir Vektoren x = (xq, X5, ..., x,,)T € R™:

n

l2lh=> ||

i=1

1-Norm, Summennorm

mn

2
2o

i=1

2-Norm, euklidische Norm || ||2=,

oc-Norm, Maximumnorm | & ||o= max | z; |
i=1,....n

Fiirn X
n Matrix mit Vektornormen gibt es Matrixnormen:
n
1-Norm, Spaltensummennorm : || A ;= Inax Z | aij |
i=1,...,n e
2-Norm, Spektralnorm | A o= 1/p(AT A)
n
oo-Norm, Zeilensummennorm : || A |,o= max Z | aij |
i=1,...,n £ 1
J=

__ b—a. : :
« hj = %5 Schrittweite
o n = 27: Anzahl der Teilintervalle

« Tjy: erste Spalte der Romberg-Tabelle (Trapezregel-Naherung bei Schrittweite h;)

Diese Werte Tjp werden rekursiv zu genaueren Naherungen T, extrapoliert.

Die Rekursion lautet:

AT — T
k=
! 45 —1
Bedeutung:
o T it verbesserte Naherung mit Schrittweite hj = bzf‘ und Extrapolationsstufe k

» T r—1: vorherige Naherung mit derselben Schrittweite h;

» Ty p-1:vorherige Ndherung mit halbierter Schrittweite hj 1 = %

« 4% kommt daher, dass der Fehler der Trapezregel C’(hz) ist und Richardson-Extrapolation
auf einen Fehler Q(h2**2) zielt
Ziel:

Eliminierung des fihrenden Fehlerterms durch gewichtete Kombination zweier Naherungen.

Der neue Wert T}, hat eine um zwei hhere Fehlerordnung als T ;1 oder Tj 1 51.

Normalgleichungssystem — Design Matrix A fir poly

f(z) = apdo(z) +ardi(z) + - + andn(x)

Dann besteht die Designmatrix A aus den Funktionsauswertungen ¢; (rﬂ@):

¢’0(5€1) ¢'1($1) ¢n($1)
_ do(z2)  Si(z2) ®n(z2)
00(@m) 1(Em) oo Bul@m)

Too

Tip  Toa

Too  Tip Th,2

Tz T3y T To3

T-rm?() Tm—l.‘l Tm—2,2 Tm—:}..‘] TE),m

Interpretation:
« Spalte k=0 Trapezregel-Naherungen mit h = bz_—ﬂ

¢ Diagonal nach rechts oben: Extrapolation auf héhere Genauigkeit

b—a

T m: beste Ndherung mit Schrittweite h,;, = .,

Fehlerordnung O (h*"+%)
Tj,0=Tapezregel, Tj,1=Simpson




Definition & Ordnung
Geben ist eine Gleichung, welche eine unbekannte Funktion und deren
Ableitungen enthilt, als Losung ist die Funktion y selbst gesucht welche
auf einem bestimmten Intervall definiert sein soll

. . d
1. Ordnung: Es kommt nur die erste Ableitung vor: d—i = f(t,y())
n-ter Ordnung: y™(x) = f (x,y(x),y’(x), ...,y(”‘l)(x))
Fiir die Ableitungen héherer Ordnung von y(z) gibt es verschieden Notationen:
— Lagrange-Notation (mit Strichen, resp. Hochzahlen in Klammern):

"

Y @),y (@), y" (@), y?(2),y® (@), ...y (2)

— Newton-Notation (mit Punkten)

g(x). j(x). ¥ (x), ¥ ()
— Leibniz-Notation (mit Differentialoperator %)
dy(x) d*y(x) dy(x) d"y(x)
dr = da? dz3 77 daxm
oder auch ) )
D )T )y @)y —t(e)
tl.ry : da? v da? y dam Y

Anfangswertproblem: Es werden noch zusatzliche Bedingungen ge-
setzt, um eine eindeutige Losung zu bestimmen.

- 1. Ordnung: P(xo,y(xo)) mit Anfangswert y(x,)

- 2. Ordnung: P(xo,y(xo)) mit Steigung y'(xy) = m bei x,

Differentialgleichung

Euler-Verfahren
Es wird dem Richtungsfeld

Mittelpunkt-Verfahren
Wie Euler aber es die Steigung wird

Richtungsfelder
In der geometrischen form y' = f(x, y(x)) wird
ein Punkt eingesetzt und die Steigung pro 1 be-
rechnet. Fiir Ldsung wird fur einen Startwert eine
Richtung gefolgt. Hier y(1.5) und y(0).
Beispiel: y' = x2 + 0,1 * y(x)
P(0.51) = 0.52 + 0.1+ 1 = 0.35

=

gefolgt. Es wird immer mit
Abstand h zum nachsten
Punkt gesprungen.

nur fiir halbes h berechnet, dann
ganzes h gesprungen mit dieser Stei-
gung, Krimmung wird beachtet

= . . = ] h
. x; a’xllzﬂbh'_a Thz = Tit g
1=0,..,.n—1,nh= h
n Ynjze = Uit 3" flzi, )

Xiy1 = X; +h g = zith

i+1 = Yi +hox f(x, 1) T

Vi = Yiv1 = Yit+h-f(zn/2,ynse)
10-0 dy x?

010, n=2 y©0)=2 h=——=5 s
02

Schritt1: x;, =04+5 =5, y2=2+5*?=2

2

5
Schritt 2:x, =5+ 5 =10, y2=2+5*7=64.5

Fehlerordnung eines Verfahrens
Lokaler Fehler: Differenz nach einer lIteration y;,, und exaktem
Wert y(x;41)an der Stelle: @ (x;, h) = |y (Xi11) = Yisal
Konsistenzordnung p, falls: | (x;, h)| < C * hP*? fiir kleine h und
einer Konstante C > 0, welche von Differentialgleichung abhangt.
Globaler Fehler: Fehler nach n Iterationen |y, — v (x,)|
Konvergenzordnung p, falls: |y(x,) — | < C = hf
Wenn p = 1 dann strebt der globale Fehler gegen 0. Klassische Euler
hat p=1, Mittelpunkt und modifizierte Euler p=2, 4RK p=4

Vierstufige Runge-Kutta Verfahren

Stabilitat

Kann bei der Anwendung eines Verfahrens auf die DGL 3’ = —ay die numerische Losung in der Form

i1 = g(ha) -y
geschrieben werden, so nennt man g(z) die Stabilititsfunktion des Verfahrens (mit z = ha).

Das offene Intervall z € (0,a), in dem | g(z) |< 1 gilt, bezeichnet man als das Stabilititsinterval des
Verfahrens.

Wir betrachten die DGL
y' = —2.5y, y(0) =1, z € [0,3.4].
2

4%

Mit @ = 2.5 gilt £ = 0.8 und damit fiir eine stabile Losung

0 0

1 1

3| % 11

N . 33

30 3 2| g 2

1 0 0 1 3 3

i 1 3

1 1 1 1 = =
% 3 3 6 4 0 4

0<h<08.

-1 ky = f(wi, y) N
—3- h h Y
_ ko = flowit+ 5, v+ k1) N
- 2 %7 |
h h 3 S B
Modifizierte Euler-Verfahren ks = f(l'i+§,.7ji+§k2) < .
Fiihre das klassische Euler-Verfahren durch
k‘4 f(.L,, + h, Yi + hkg) ~
Xipr = +Hh Y =y R f( ) T = xzi+h R T
Berechne die Tangentensteigungen k; und k 1 - -
. BUNBEN oy UNC 12 Yit1 yi+ e o (k4 2k + 2k + ka)
fey = fQy), ky = f(xie1, ¥ie1)
Bilde den Durchschnitt der Steigungen und mache einen S-stufige Runge-Kutta Verfahren
Schritt h ausgehend vom urspriinglichen Punkt (x;, y;) n—1
1k kn = flziteh,yit+h Z Anmkm firn=1,...,s
1 2
Xy =X th Y=y th 2 m=1
s Yis1 = yi+h (ﬁk’l*%szr%ks%»%k:;)
Runge-Kutta 4 und 3 Stufen(Heun) Yiv1r = yi"‘hzbnkn . A P .
b =, b =, b =, b =
n=1 1 — 100 2 — 10° 3 — 10 4= 10°

Hierbei ist s € N die Stufenzahl und ay,, by, ¢, sind Konstanten. Die Konsistenz- und Konvergenzordnung
i ’ or We ieser Konstanten & U
hingt von der Wahl dieser Konstanten ab. Euler-Verfahren, s — 1: ;

C1 0
Co asy Mittelpunkt-Verfahren, s = 2: 0.5 | 0.5
c3 agl azz 0 1
. 0
. Modifiziertes Euler-Verfahren, s =2: 1 1
) 05 05
Cp | Ap1  Ap2 an.n—1
. 0
0.5 |05
klass. Runge-Kutta Verfahren, s =4: 05| 0 05
Cs | as1 as s,s-1 s
3 1 0 0 1
by bo be1 b 1 11
6 3 3 G




Rezept System erstellen

S DG I_ Umformungen der bestimmten Integrale
1. Es wird nach der n-ten Ableitung aufgeldst, mit Hilfsfunktionen bis n-1 ySteI [ e VO n 1+ Ausgangs-ODE

2. Hilfsfunktion ableiten, dann einsetzen in die obere Gleichung Rezept System ldsen m%’ = —(5v* 4 570000).
3. In Vektorieller Form aufschreiben und I6sen Ist ein Losungsverfahren 2. Separation der Variablen
Beispiel: Gegeben sei die Differentialgleichung 3. Ordnung Xp1 =% +Hh dv 5v% + 570000 — & m 4
. i m ~ 52+ 570000 7
"r " o _ —x lie1 = Y; + Steigung - h
y + 53? + 8} + 6:}1 10e Yo =7 gung 3. Bremszeittg
. B Fur die eindimensionale Gleichung 0
Mit der Anfangshedingung o /LE dsz (, m )dv
y'x) = f{X,y(x)), ¥(xe) = Yo P )™ T Jimo B2+ 570000/
—_ :,i — :,Ji —
y(ﬂ) =2 Y (0) y (0) 0 Definiert, so kann es véllig analog erweitert werden als Minuszeichen und Grenzvertauschung:
1. Auflésen nach der hichsten Ableitung ey =%+ R /“ (o) do = [m o) do,
nro__ -x _ 0 galt 100 0
- ; y - 10e 5}?_ 8y _6:}? . y&+ = @ 4 Steigung - h
2. Einfihren von Hilfsfunktionen zy, z,, Z3 bis zur zweiten Ableitung also
Fur ein System 100
2:(x) = y(x) Y L
7,(x) = y'(x) ¥ = fxy() mit y(x) = y© o 5v*+ 570000
z3(x) = y"(x) Dabei werden ersetzt 4 Bremsweg 7x
3. Ableiten der Hilfsfunktionen , , ] ] o /*Mt _ /“ Y (_ m ) o — /10“ mv
7 — ?,(_ 7 ) e V' durch den Vektor ' der Abteilung der einzelnen Komponenten 2= 100 5u2 + 570000 o 5v2 + 570000
? - }” T2 e f(x,y(x)) durch die vektorwertige Funktion f(x, v(x)) und
Z3 :IJ’ (T”Za) = Die Anfangsbedingung y(x,) = ¥, durch y(xg) = y® Integral
=Y ya(x) yi) ¢
- " I 1 1 — —
= 10e™ — 5z, — 8z, — 67, Y : Y ; b . ]
4. DGL in vektorieller Form schreiben Ya(X) Ya() f Flx)dx = _f Flo)dx ; f F(x)dx =0
Zl’ Z, (fl(x: 3’(x])\ ¥1(x0) b @ “
' =|z'|= = =flx2). Fye) = | Y | ) = y@ 72050 J(u'(x) * () *dx = u(x) * v(x) — J(u (x) % v/ (x)) * dx
7! 10e ™™ — bzy — 8z, — 614 : ;
3 fa(xy () ¥ (Xo) b b b
y(0) z,(0) 2 /z;\ 7 f (' *v) *dx = [u(x) * v(x)]a - f (u(x) * v'(x)) * dx)
I z' Zg
Z(O) = }J;'(O) = Zz(g) = g 2= \z!’} ( . 5 2404 5) = f(x.2) a a
7 zy —1.1z4 +0.123 + 0.4z, + sinx + _ . _
y"(0) 73(0) YO\ mOn o a*Jf_fa*f ,J(f(x)id(x)) —ff(x)ijd(x)
20) = y,’](ﬂ) _ (22(0)) (2)
Darstellung \}’((?) :ég% ; Unbestimmtes Integral
Allgemeine Form: y’ — f(x y) mit y(xo) — y(O) Hierbei ist y eine Auflésen mit Euler-Verfahren Potenzfunktionen Geometrische Funktionen
=01, ® = ,2,0,0)7, Xo = @ = a+ . =si
vektorwertige Funktion, also y: R — R¥, d.h. ein Vektor mit k Funktionen Root yE=0200 ° + Jeax = xetee [(eos () dx - =sin () +C
X x4 +01=01 ¥ = yO 4 Seigung-h . f(i) dx x|+ ¢ o JGin@)dx =-cos(x)+C
Vi (x) ) , 02 x e [(tan(x))dx =-In |cos(x)|+C
Darste"ung der Lﬁsung: y(x) = dabei ¥; (x); R-> R y) = (g) . 0_1_( g ) _ ( g ) Exponential- und Logarithmusfunktionen Weitere Funktionen
Yk (x) 0 ~11:0+0.1-0+04-0+sinxo+5 0.5 * f(e)dx = e;+ c . .f(ﬁ) dx — arctan(x) + C
fl(x,Y(X)) Newton Verfahren ¢ J@dx i@+c . f(ﬁ)dx = arcsin (x) + C
Vektorwertige Funktion: f: R X R - R* mit f(x,y(x)) = © JinGpax - =x G -x+C .« [Caipdx =arccos()+C
f(xn) o JQogamyax =T Ic7= ®
fieCx, y(x)) Xpnt1 = "_f—'(x ) nGa N
Komponentenschreibweise: Liste y; bis y; (x) = fi (x, y1 (), ..., Y (X)) L ) ol ) _ felative Bxirema
0 Startwert moglichst nahe bei der Losung, Gberpriifen Relative Extremal-Stelle: xo, -Punkt: Py = (xo, yo), Extremum: yo
; y2 (T) cn e B _ Berechnung: ' (xp) = 0 und f" (xq) # 0, fur xq:f" nach 0 aufl,
y (.’B) — f(ﬂ:, y(.’r-)) = 3 ‘y(ﬂ') = 1 mit: | L | <1 -Fabe |Zns1 = 2l Fiir Hochpunkt gefundenes xg in Originalfunktion einsetzen
— 1(:1?) . Typenbesti S f > 0= Mini
Yy Vereinfachtes Verfahren: x,, ., = x,, — fCn) ypenbestimmung: /' (xo) i

fr(xo) " (x0) < 0 = Maximum




Newton Verfahren fiir NL-GLS

System

filz,y) =2 +y* —4=0,
hlzy)=z—y=0

Jacobi-Matrix

e - (5 H).

Iteration
(xtvﬁl)’y(ﬂﬂ)) - (l.(n]!yln)) + 5(11}’ J(m(n)),g(n) — _f(:,:(N))_
Schritt n ) gl Flat™) J(z) Lésung (") glotl) ylne)
2 2
0 (1,1) (-2, 0) (1 1) (0.5, 0.5) (1.5, 1.5)
1 (15,15) (0.5, 0) (f —31) (- 0.08333, —0.08333) ~ (14167, 1.4167)

Nach zwei Schritten ist (z,y) = (v/2, v/2) &= (1.4142, 1.4142).

Beispiele

Euler Verfahren

Differenzialgleichung

y'(t) = y(t),
y(0) = 1.

Euler-Schema

Yntl = Yn + hf(tm ?,'n)» tnyl =t + h.

Setze h = 0,5. Dann gilt:

n t, Yn Flta,tn) =1 Ynit =Un +hyn Genau: '

0 0,0 1,0000 1,0000 1,0000 + 0,5-1, 0000 = 1,6487

1, 5000
1 05 1,5000 1,5000 1,5000 + 0,5- 1,5000 = 21170
2,2500
Nach zwei Schritten ist y» 22 2,25 statt des exakten e! ~ 2,7183.
Romberg-Extrapolation
1
I =/ e“dr =e— 1= 1,T1828.
0
Wir berechnen zunachst die Trapez-Approximationen
h n—1
T(h) = S (£(0) +2 f(kh) + £(1)),
k=1
wobei b = (1 — 0)/n. Dann bauen wir die Romberg-Tabelle:
ARy1 R

n h T(h) Ry, =T(h) Ry = s

1 10 e =1,85914 1,85914 -

2 05 0.5 + ™ + Vae] = 1,75393 175393 LLTEN3 LI — 1 71886

Gauss
Fir die Losung von GLS.
Ziel: Umformung von Matrix zu oberen Dreiecksform
Formel: Berechnen durch Riickwértseinsetzen:

n
b — 30 BT
Ti=—————

a;;
Transformation der Matrix:
a
. g
zj = zj — Az,

2373

Die Determinante wird berechnet als:

det(4) = (=1)' ] [ @

i=1
wobei [ die Anzahl der Zeilenvertauschungen ist.
Beispiel: Gegeben sei das lineare Gleichungssystem
1 5 6 29
A=1|7 9 6], b= |43
2 3 4 20

1. Eliminationsschritte:

+ Subtrahiere das 7-fache der ersten Zeile von der zweiten Zeile:

1 5 6
A=10 =26 -36], b=
2 3 4
+ Subtrahiere 2-fache der ersten Zeile von der dritten Zeile:
1 5 6
Ay =0 —-26 -36|, b=
0o -7 -8

+ Subtrahiere %—fa(he der zweiten Zeile von der dritten Zeile:

1 5 6
A; =0 —-26 -36], by=
0 0 22
2. Riickwiértseinsetzen:
¢ 23 = % =3
. gp= 160 (2636)-3 —9
.z = 29 5-12 63 _ 1
L&sung:
1
r= 12
3

i=nn—1,...

,1

mit A = 2, i < j.

29

—160

20

29

—160
—38

29

—160

66

Lineares Ausgleichsproblem

Daten
{(ze )t = {(1,2.0), (2,2.9), (3,4.1)}.

Aufbau
Matrix-Form

Normalgleichungen

ATABR = ATy,
Rechnung
7, (3 6 T 204+29+41 _ (90
A= (6 14) c Ay = (1-2.0+2-2.9+3-4.1) - (20.3)'
Lose
3 6 b 9.0
(5 14) (ﬂ) = (20.3) = b= 10333, a=~=1.0333.
Ergebnis

§=1.0333 + 1.0333z.

Multipliziere Gleichung 1 mit 2 und subtrahiere von Gleichung 2:
6b+ 1da — (6b+ 12a) = 20.3 — 180 — 20 =123 — a=1.15.
Setze a in Gleichung 1 ein:

3b4+6-115=90 = 3b=90-69=21 = b=0.7.

Wenn dein Parameter nur vor 2, var einer bekannten Funktion oder als Summand steht (2. B. i =
ax + by = asin(z) + b), dann ist das lineare Ausgleichsproblem anwendbar.

Sobald dein Parameter selbst Teil einer nicht-linearen Funktion ist (z. B. cos(ﬂ), a?, e”, : ), ist das

Problem nicht mehr linear in den Parametern.

Lagrange Interpolationsformel
Interpolation durch die 3 Punkte (0, 1), (1,3) und (2,2) (n = 2):

z—1)(x—-2) (¢—1)(z—2)

_
b@ = G e -2) 3
Li(z) = (z—0)(x—-2) _ =z(x-2)
1-0)(1-2) T
hz) = E=0E=D _2@-1)
(2-0(2-1) 7

Damit

L(z) =1-lo(z) +3-h(z) + 2 - la(x)
_(@-1)(z-2) ,z(x-2) z(z—1)
= P -3 I +2 5

Newton Verfahren
Wir wollen +/2 finden, also die Lésung von

flay=a*-2=0.
Hier ist f'(z) = 2. Mit Startwert zg = 1 erhélt man:

-2 -1

#p=1-" " —1- =15,
2.1 2
L. 15 -2 025
n=15- 53¢ = 1,5 — == = 14167,
1,4167% — 2
23 = 14167 — ————= 21,4142,
21,4167

Nach drei Schritten liegt man schon bei

g~ 1,4142,




Ableiten Splinefunktion Ableiten

w(x, 1) = sin(x + ct) Zu den folgenden Stiitzpunkten soll die natiirliche kubische Splinefunktion bestimmt werden, d.h. bestimmen Sie Betrachten Sie die folgende DGL

die Koeffizienten ai, by, ci, di der kubischen Polynome S fiir i = 0,1,2 und geben Sie die Si(x) explizit an dy _ a?
dr Ty

auf dem Intervall 0 < 2 < 1.4 mit y(0) = 2. Lésen Sie die DGL manuell mit

w partiell nach t ableiten:
|4 6 8 10
4 v 9

a—": = ¢ x cos(x + ct) i 5 : 5 Serschnung (a) dem Euler-Verfahren mit b= 0.7.
i(c * cos(x + ct)) = ¢? » —sin(x + ct) xi 4 6 8 10 gegeben (b) dem Mittelpunkt-Verfahren mit h = 0.7.
ot yi 6 3 9 0 gegeben (c) dem modifizierten Euler-Verfahren mit h = 0.7.
w partiell nach x ableiten: ai 6 3 9 0 ai=yi .
bi 3,2 1,9 0.1 Die exakte Losung der DGL ist y(z) = /% +1. Berechnen Sie fiir (a) - (c) jeweils den absoluten Fehler
%w cos(x t ) | ylws) — e | fiir jedes .
ax ci 0 2,55 | -3,45 0 Siehe unten a)
35 (cos(x +er)) = —sin (x + cr) di 0425 |1 0,575 di-_L . o )
=— ) A - — - — 2

Uberprifung auf Wellengleichung: - — - Y ' B = = Xg ¥R V= = Yot fOR ) flray)=>=

p g gleichung: hi 2 2 2 2 hi=xi+1-xi *

) 0 0 2 0
’3_‘:’: € x —sin(x + ¢t) 1 07 2 0.245
gltw aw Berechnung ci: 2 1.4 21715 -
2 g _ — _sin(x 4 ct) =c?
TR sin(x + ct) => P sin(x +ct) =c ; (2 ‘(o + 1) a, ) (8 )
= = Absoluter Fehler

Die Funktion w(x, t) = sin(x + ct) erfullt die Wellengleichung Ry 2% (hy + 1) 28
v(x,t) = sin(x + ct) + cos(2x + 2ct) 3 (y_Z};JIi) 3. (y‘}: Yoy 155 1 * [F)_enhésesz

- N — 1 0 _ B
v partiell nach t ableiten: zZ= 2= V2 2= Vi = (722.5 2 0.2429

3« () 3x(F)
ar . hy hy
i ¢ = cos(x + ct) + 2¢  —sin(2x + 2ct)
E) 8 2| 135 b) Erste Berechnung:
Frin (c * cos(x + ct) + 2¢ » —sin(2x + 2ct)) = ¢ x —sin(x + ct) + 4c? x —cos (2x + 2ct) c= (2 8 722_5) = ¢ =[0,2.55,-3.45,0] ) 8
v partiell nach x ableiten: xn =10 +j =035
B
Berechnung S: 02

av .
i cos(x + ct) — 2(sin(2x + 2ct)) y% =2+035 *E =2

S,=a+bx—x,) +clx—x,)? +dx—x,)3

a — 7=0.
b (cos(x + ct) — 2(sin(2x + 2ct))) = —sin(x + ct) — 4cos (2x + 2ct) Sp=6-32(x—4)+0+0.425(x —4)* A =0+07=07 2
t S, =3+ 19(x — 6) + 2.55(x — 6)2 — (x — 6)° v :2+07*0-35 2042875
Uberprifung auf Wellengleichung: Sy =9+0.1(x — 8) — 3.45(x — 8)2 + 0.575(x — 8)3 ! : .
a?w . il 0 1 2 Zweite Berechnung:
a?:cl*7sin(x+ct)+4-czx«7ccs(2x+2ct):(_731‘1(\71’)74-:05:2\ + 2ct)) = c* w0 2 3
FW e ow_, (26 + 268)) = 2 w|01 09 o1 o= 07+2 ~ 105
FT = —sin(x + ct) — 4cos (2x + 2ct) :>W:‘\75“]‘ x +ct) — 4cos(2x + 2ct)) *c s 2
. . . - . . 0.
Die Funktion v(x, ) = sin(x + ct) + cos(2x + 2ct) erfillt die Wellengleichung Da sich die Demo widerholt und ein fliessender Ubergang gewiinscht ist, verwenden sie fiir die Yn = 2.042875+ 035« ———— = 212683
Bestimmung des Plades kubische Splineinterpolation mit natiirlichen Randbedingungen 7 2.042875
. L. X, =07+07 =14
Linearisieren |
- y, = 2.042875 + 0.7 = = 240574

. . 2 Solx) = ag + by(x — 7) + oz — 2)% + do(x — x9)* mit = € [wp, ], und 2.12683
Fir Funktion f(x) =X N v n ! ' ‘ ' Absoluter Fehler

Si(x) = ay + bz — 31) + ez — 21)* + dy(x —2)* mit z € 7y, 70]

— ["} . ({}) , {[]) — A x; Fehler
o(z) = £0) + F(20) (2~ 20) = 14 2(0 - 1), 1
2 0.0087
C) Erste Berechnung:
filz,w2) a2+ @y
fle,zs) = = ( . 02
Ja(zy, ) F1T2 kmzzzg
Wir linearisiseren um den Punkt (rgﬂ),zg))) =(1,2). Euler:y; =2+07%0=2
x =07
k 0.7 0.245
a2 =—=0
F((21,22)) = . 20 =
100 — 8025 — 25002, 0245
1. Jacobi-Matrix berechnen Y1=2+07= =2,08575
e hei b — 0 _ .
gﬁ % %, 1 1. kebeity =0, (0,0): Zweits Berechnung:
oy [P B
Df(z1,22) (% %) (Iz zl) . = £ = 0 Al 0.49
9z O ! 100 — 800 — 2500 -0 100/ kg =
: 2,08575
2. Am Punkt auswerten . 0.49
2. Zwischenwert Euler:y, = 2,08575 + 0.7 » 208875 © 2,2502

1242 3 2.1 1 21 -
o= (45 =) praa- (3 ) -0 SO g0 By (0 FEANK % =14

1-2 2 2 1 21 ol = 4 Sk = () + 0005 (0 05)- o L
217 32,2502
3. ka"beit =tg+ &, z = z0): 049, 0871034

~ 0,871034

3. Linearisierung

frx — 21T gilt i (0 _ T —_—
Firx = (z1,22)" giltin der Umgebung von x! (1,2) - ¥, % 2,08575 + 0.7 = 2,08575 ~ 2,47284
3\, (2 1) (z-1 ke = £(=) 2 05 (“'5) :
0] 0; 0) g T — 2= flT = = = .
g(x) = f(x( )) + D_f(x( )) (x — x! )) = (2) + (2 1) (12 B 2) . 100 — 80 Ig-) 2500 ""'Y) 100 — 80 - 0,5 — 2500 -0 60 Absoluter Fehler
. Fehls
Schreibt man’s aus: 4. Neuer Wert 1 = [)_902;;

34 2(e 1) 1(z 2 0 0,5\ _ (0,005 2 0.0584
alzi.x2) = ( (=1 ) (2 )\ al) =a0 4 iy = (0) Fo.or (60) - ( 0,6 )
,




