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a) Welche Dimension hat die Struktursteifigkeitsmatrix K? KS" 3“ m"‘ n
b) Welche Dimension hat die reduzierte Struktursteifigkeitsmatrix Kyy?
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f) Berechnen Sie die Verschiebung des Knotens 4 in X- und Y-Richtung.
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System Schwache Form des Gleichgewichts
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0

A. Ansatzfunktion wa hlen
U= co*+Ca X
2 . Possande Geichts funktion UG mit & mulphiziccen

Qu(¥) =8 cortScax
3. Ver schibungsrordbedinoung ausweden (Ansat2funkbion)
Ge=U(L)=CotCyl > Co=Ue~CsL —ulx) Th=calrCax  vur noch A Unbekonnte
4. Rco“r\Sung Parv Gewichs funkhion Linfioen damit et cl;usl.ln‘ebmnss. Vertraglich.
0=20u)=8cct&cil > Swo=-Scull > Auld=-Scal* Scax
Wenn u(x) an einer Stelle hier (x =L) 9egeben dlann wuss Gewichtsfunktion an derselbun
Stelle 2O sein  Gu(L)=0
S, uGd) und q(x) ablerten
UD=R-cabtaax —U'N=CA | Bubd=-Seal+Sc,x = gL(X)=8ca

6. E'\y.sp;\'zgn in sclnwa(,l.e. form Scjnwac'm. Form oMNS aucsabe se,ﬁeben
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a0 UM 9(0) 9(x)

O=-SciEAca de+<§c4LAto +vA<SuS(x-L)x dx
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A, Ansatzfunktion wa hlen
0=

do " L dg d L
GITg(z)d—";’] —fo Gl <2 "”dz+/n 9(2) m(z) dz
0

@(2)=corCrz+Casin (ﬂ' %) dz dz
2. Possende G&N“"‘*SPMmk‘HOn @ R) mit & wmulkiphaicren
) (2)=8¢o*8caz+ Scasin(m %)
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o
. 7

YQR)= %-zmzsih(ﬂ%)

@o =0 o #0
7

4, Bedir\gung Par Gewichivs fankhion Linfigen domit et Verschidbnngs. vectraglich,

Wenn w2y an einer Stelle  hier (z=L) 5egeben dann wuss Gewichtsfunktion an derselbon

Stelle =Q s Qu(L)=0
O=9(0)= Sco > SEce=0 5
O= 3(L):SCAL+ 5625% — Sca=0
(D= ScasinlTTE)

. schvache forw \erenfachen

0—[0M f(‘qud“Od +/ m(z) dz

(0)=g(V)=0 , &
3(0)=3 -§C7|r 3'(2){’(2)0(7.*5 9@Q)W(2)dz
0. %@ und 9(2) ableten ’

Q@)= Lt cicos(TE) T
9'Q)= Scz<os(TT) T

7. Ensetzen in Sc.lnwacke. Form  Schwache Form ous au?sabe 3e3e|:en
O=-Ghé&e, T S cos(T 2)( %+ cocos (m ..) )d=+5&=s~n(rrf) it ‘) e
'GfT&éﬂ SCOS(TI' )ﬁ"'CzC.OS (\T L)Ldz 0 6(,2 §$ln(‘ﬁ' L) ( er

= (“1T~g)_ 4L Molrr*-§)
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AS Gldo\\mwse,ﬂ Q-rSQ.loQ,V\ parhiddles DGL Systa (GB, MG, K6)

Glevch e\ relibe becks “quvag
VexscLu.bunSsrachbo.d\‘rgw\San [& 00ys | Ftyx | Oty | £ -0
S hoin & . z _ ax Ay 9z x
ponnungscand bedingunopn = Sy o
Wenn beides gegebon —> Opmischtes Ravduedpoblom | 7% Y o
XZ YZ ZZ
dx T dy T o0z T fz =0
(GB)
Hooksches Gesetz , Konstituhive Glachuwgehn
Oxyxy = m ((1 V)gxx + VEyy + VEZZ)
Oyy = m (Verr + (1 = V)gyy, + vey,)
Ogzz = m (V‘Sxx + VEyy + (1 V)Ezz)
= nyy
Starke LSsung sz = GYxz __E
Stocke Forvn des 2/D-Problems Tyz = nyz 2(1+v) (MG)
d du
ax(AEqtn=0| L _» Kinewatische Gleschurgon
=0 = (W=-ng - O = 9z _ ow
u(O) = Ao %\r 0 o 7 E[‘E )0_: Exx Ao’ Syy - ay,&'zz - 9z
W-F “ — _v, o
S(L)=Eu'()=%, Yay = 52 T 5y
. a d
Konshukhon der Schwadhen Corma Yxz = % 6_1;
" __ow  0dv
. EAUM) +n = 0 Yvz =5, 7%, (KG)

SfE' AR - x)dx + S

Schwache Forrm das Z/D-Problems
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L
S AE utx) gx)dx JL(BA)Lﬂ gn dx
0 (4
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9(0)=0

n GGUSSFUV\H'&V\ - Po\\l nwoy (Grod P 2Zn-1

Grad p Polynom —>n > B2

AR Gewichisfunktion
Scwwache Fornmn

h-9x)dx=0
Porriele Integration

Gausspunkte

u@w‘ldﬂr 'Romdquc‘ngmng : u(L):u(ﬂ: o)

Natarliche Rondbed: ngung {@)=

S =E UK

L L
0 = - S AEU() 3i(0dx+ 9. AL+ Jautantd dx 9w
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Versd‘\-'thmgs-?unk}iomn w(x) (O‘Uch Ansatzfunttionen yannn —> Koeffizienten unbelcant

Anso\'*?- Z/D stob — U0=CotCx mit W(0)=ths ,u)=Uz —> Co=Ua,Ca=—F

Uz-Ua

Uz~ x
> U= Uat 2 x = (4= uat T uz =Natx) -t Vet Ua

Na () N2(x)

N (x) = Formfunktion

N-Matrix (Vershiebungsfeld)

“Av saz funktionesn

B-Makrix (Verzer sungsteld)

"Enthalt dlie Abletungen der Ansatefunblionen
Wonn \elche Ansatzfunidion:

=

(AN |
/| ®
1 ——F ®
Lx 2vg Problom , T E
W= CQ*’CAK
u1=Cz *Cax
Ww'h
F W=
/
/
>x

1" A Biese,Prob\UN\

W '=Co¥CaxrC . X°

Wenn Rubls  wuss alple.\"mng glz*-‘s gV



IMES Institut fir
Mechanische Systeme

MFEM — Mathematische Grundlagen azﬁ Enginesring

* Beispiel: Zugstab geméss Abbildung auf S. 5:
. Lange L = 2, konstante Dehnsteifigkeit EA = const, E-Modul E = 10°, Linienlast n = 104x,4 = 1,0(L) = 10
. Randbedingung: Vorgegebene Verschiebung u(0) = 10~*, daraus folgt g(0) = 0.

dg, du 2
/ dg, du | z =10 ( gu){2+10/ gur dz

. Rechnung der Einfachheit halber ohne Einheiten.

dr dr
* Einsetzen in (18) liefert: (b) u(0) = 10~
(@ gu(0)=0 )

«  Ansetzen einer Funktion u(x) mit u(0) = 10™*

. Z.B. linearer Ansatz u(x) = cy + c,x, also wegen gleicher Bauart der Gewichtsfunktion: g(x) = dcy + 6¢,x

- Wegen u(0) = 10~* folgt sofort ¢, = 10™* u(z) =107+ ez = il
L] —_— = d U
Wegen g(0) = 0 folgt sofort 5¢c, = 0 0u(z) = b1z = % — ey
- - . 2 2
. Einsetzen in (*) (a) liefert E/ Se1e1dx = 10 (5clm)|2 + 10/ Sc1z? dz
0 0

80
. Nachfolgende Integration und Ausklammern ergibt: d¢q (2Ecl — 20 — ?) =0
. Weil §c;vollkommen beliebig, muss Klammerausdruck verschwinden, daraus ¢; = 70/3E und damit:
du, 70

70 7
up(z) =107+ =z = 10741 + gaz) =  on(z)= =3

3F
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Nuwensche \n‘\‘e.gm“'fon Trans formation §=%x—n,osx-_=|_ ~

RX= z(i"") ’ "'45?‘4

‘Gaqss Q“od‘ram/ | Polynomgrad p | Gausspunkte n | Stiitzstelle §, 1 <i<n | Gewichtw, | 6 4 P 2." __4

1

1

0.0

2.0

L
|< § L0 dx 5

3 2 +1/v/3 = £0.5773502692 1.0
3 £0.7745966692 0.5555555556
0.0 0.8888888889
+0.8611363116 0.3478548451

Gausspuakte |~ ;Eﬂ
[
25 23 =n

7

4

+0.3399810436

0.6521451549

nh F&r m&‘

2N

A (b—o)' f (mab)

¢ b
—Q

(4]

Z wi-{:(b;a §i+a;la)

2 %_.(le?(%‘)*wz_..?(gz)) Q 1271
i
L b-a Bp.3-0O _ 10
5 == berechne -~
/l. 2 2 chneny > 4
b-a
2. X= 2 (g*/\) T T
1 o) =7
Tabelle
3. Wi aus Tabele = =1 =3y=2 i
B = T\ _ T Sw(z
e Wi f(x) = 1 Z‘P(JZ)— 2 =T

2

Rorrekte Anpahl Statzstellen

ik
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dx
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f~
i
'...h
3
u
A

M.t Fe-tud 0, O
4
- 4w Jp--ted o, 4
b en e ten {3
A
ig%‘%.("*m ' é;‘,:ﬁ %—(4‘9 T2 O
X

S A Ay .3 (4.4 4 3
W00 A (D) B=%y-3 [ MR
Sy a2 dpes
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Iso parami‘risd;% 4 - ¥noten Elemevit iso‘:‘l-.py

)

e t e

Y*E\ UV\DV\"‘ y 4¢-1,9) 3(4)
("*111') X ' 3)
4 ne

Z(X;,‘[r.) - §
A (X4, Y2) . . ]
> X A (-4,-) ) 2 40
lh“‘@-S ot io(\spuv\\&e,

for wnkdionen

Na ($7)- :0-3)1-n)
N2 (§m)=z+8)1-n)
s (§m)=30-8)(14m)
(@ m)=70-§) 1+ m)

Physikalische Koordinaten dler Knoten
x® )= %5 0-§)1- ) x50 §)1- 1) x3- 500 )14 1) 0 50-§) 10 )

y&, )=y 30-Y-n)r y2o 50 §)1-n)r y2 20 )14 m)rys 30-§) (12 1)

Bsp.
y g (XApY‘\) :(4’4) X(?lql): —OS‘Eﬂ 'O'sn"‘gﬂ-z_
3 -
L ‘ﬂ (x2,y2) =(4,4) Yy (3,M)=02S §p+0.75M 025§ 1435
nl ) (X3, y3) = (2,3) )
1, } f 1 : T |
1 2 3 4 (Xe, Y*) =(1,2) 4 a3
Kreuzen Sie bei jeder der folgenden vier Funktionen ,,Ja" oder ,,Nein" an, ob sich diese E=_A ¢
grundsatzlich als Formfunktion fiir den Knoten 1 des skizzierten Viereck-Elements mit —1 +1
den Eckknoten 1,..., 4 eignet. ‘TL= - 4
1 -1 2

Ja Nein
W O NEn-= %(lff)(lfn)(ﬂffnf 1)=:‘4_-(4+4)(4+4)(4M~4):A

O B M- ;0+90-14U-A)(4+4) =0

¥ O o=@ o0 n4(Usasa) =1

O R MEn= @ ¢ 06 on i) da-)=%
Dowit ale GankHon aigret, muss om Knoten 1=4

o allen anderan Knotew =0



*ei Elepmt

E. Zv\ MWW QN S
V@rheﬂ'zen W = (,g:- fiod N
Uz e
W= E |eh\3ﬂ+kl'\0+¢.h WSJbeunﬁ Us ) 1D Linienelemente
= | @2 Stab
f=k w e

Knoten verschelen sicw wnrtey Bqlqstuns
Formfunkhion, »ur an Punkten diskiete Ue,rschu'e(ouna

U LU

Balken \
/’ .a’ ==

u(x,y) = Ny(x,y)uqy + No(X,y)uy + Na(X,y)usz + Ny(X,y)u,

Grund ‘0‘3@ Po- FEM ist das Priviip der virtuellon Ay beit
Eive Utvhnelle \Ioefsdsie\:uhg Wirdh Betrackter, m Gleichgevichtsbec ingungen heyzuleibon.
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FEM Simulation — Workflow

Modellierungsansatz

Pre-Processing
1. Erstellen / Import der CAD Geometrie (Parts)
2. Diskretisierung: Vernetzen (Mesh)
3. Definition der Material-, Querschnittseigenschaften
(Property = Materials, Sections, Profiles)
4. Erstellen von Simulationsobjekten (/nstances)
und der Baugruppen (Assembly)

5. Definition von Kontakten (/nteractions) und
Zwangsbedingungen (Constraints)

6. Definition der Analyse (implizit, explizit) und von Lastfallen (Step)
7.  Definition der Verschiebungsrandbedingungen (Load - BCs)
8. Definition der Kraftrandbedingungen (Load - Load)

Solver

—  Definition der Berechnungsoptionen (Job) = Starten der Simulation
— Implizites / Explizites Lésungsverfahren des Gleichungssystems

Post-Processing (Visualization)
— graphische Darstellung und Auswertung der Solver-Ergebnisse

—  kritisches Auseinandersetzen mit Resultaten / Abgleich mit
analytischen Abschatzungen oder Experimenten (wenn méglich)
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-Spiegel sytameteisch R

symmetrische Belastung - . H

#Mmﬂ.‘h'le.

2D (amalsymmetnsch)

'‘Ebener’ Spannungsaust andl

= nar_\lmmm%g zustand

. TET

ke, Prismatiscn. Korpe

a ey

Structured Sweep

Advancing Front Medial Axis

Methode # Elemente

HEX, Structured 3'796
HEX, Sweep (AF)  2'904
HEX, Sweep (MA) 3796
TET, Free 10169

(der Struktur, nicht nur Material)

lnteractions
Kriterium Master Slave
~ Bewegung ist in Ruhe bewegt sich auf Master zu
| i sollte stetig sein (keine Ecken),
Stetigkeit  Srikavmic et andis Ellchat konvexe Flachen
Flachen- / .
' Liniengrésse grossere Kontaktflache kleiner Kontaktflache
Vernetzung  groberes Netz feineres Netz
 Steifigkeit hohere Steifigkeit geringere Steifigkeit

(der Struktur, nicht nur Material)
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sin(az)e=2 = E N

5
2a
s = 1 =5
3.435° COS2)e=2 =2 = E~ 5
d E] da da
Abb. 1: Problem von Navier
k=2 K=6
r L 2 1 _Z
2 ol 5 5 5 5
C cSs c Ccs 2 2 > 1
ko - EA| cs s -cs -§° ke, = | 5 5 5 5[_ Eaf 2
T e=2 — g 1 2 1 2 = 5vsa|-T1
I |- — 2 al|l_1 _ 2 1 2
¢ —es ¢ cs S
-cs -8 ¢ s _— = B
5 5 5 5
f) Berechnen Sie nun die X-Verschiebung des Knotens 6 sowie die Spannung im Stab zh R—
4 fiir F = 1KN, einheitliche 4° = A = 100mm? und E¢ = E = 10000MPa sowie Engineering
a = 250mm. R - aW =,
Mrsrum: 0.000 am Kncten 1 0408
N K6 u,, = 0.4695 mm aze1s Uy; = 0.4695 mm
= = A 03522 K6
e N i - - 2 g .
"TEABG+8/E 2538V amo UlLe ~ B4=180°-116.565°<63.435
v \f 0238
200 0.1956 -a -1
s 9o COS(“4)¢=¢=E=E
0
Die axiale Durchbiegung des Stabes ist die Differenz ol :;;:
zwischen den Verschiebungen der Punkte 4 und 6. Punkt Py a4=116.565'
4 ist starr befestigt, seine Verschiebung ist also 0. e . el D

Abb. 1: r-Verschiebungen des Problems von Navier, 200-fach vergissert

AL,_, =0 — U11,e=4 . U11,e=4

Fa 100
EA 25V2 +8+5

Die Normalspannung im Stab 4 wird berechnet mit

100 —Fa 20

Fa
COS(&4) = H m cos(a..) = F m

Usre=4 = Uyycos(a,) =

Ale=y
Op=4 = Eg—y Eo=4 = Ee=y Locs
Urye=4 _ Usye=4

Op=4 = Eozy - = Ee=4 \/ga
e=

Op=4 = -3.7563 MPa
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