Standartbasis :

Vektoren:

m R" besteht die Standardbasis aus den Einheitsvektoren:
ey = (1,0,0,...,0), e=(0,1,0,...,0), ey = (0,0,0,...,1)

Jeder dieser Vektoren hat genau eine 1 an einer bestimmten Stelle und sonst 0

Matrizen:

Far den Raum der 2 x 2-Matrizen ist die Standardbasis:

. [roo o fox . oo . fo o
h“[n (]]‘ k-‘_[n |J‘ ""“{1 n]‘ ’”“_[0 1]

Jede 2 x 2-Matrix kann als Linearkombination dieser Basis geschrieben werden

Funktionen:

Im Raum der Polynome bis Grad n, also P, ist die Standardbasis

fo@) =1, fil@)=z, fle)=2* .., faulz)=2".

Ein Polynom p(z) = ag + a1 + asx® + « -+ + a,z" kann mit dieser Basis als

p(x) = apfo(z) + arfi(z) + -+ + anfu(z)

geschrieben werden.

Orthonormalbasis

¢ Orthogonal:

Zwei Vektoren v, w sind orthogonal, wenn:
(v,w) =0

* Orthonormalbasis {e1, ..., e, }:

Basis mit folgenden Eigenschaften:
s (ei,e;) = 0firi # j (orthogonal)

o (ei,e;) =1 (Norm=1)

Basis von Matrizen finden:

Gegeben:

1 2 2 -1 5 0
=)o (4 0) e (9)
Vektorisieren:

1 2 5
. 2 = -1 ~ 0
i= 4> b= _11:¢= 1o

5 0 5

Lineare Abhédngigkeit:
é=1-d+1-b
- C'ist linear abhangig, wird gestrichen

Zwischenergebnis:
{A, B} ist linear unabhingig

Erginzen zur Basis von R2*? (dim = 4):

Wahle zwei weitere linear unabhéangige Matrizen, z.B.:

1
5 (60) ()

Basis:
{A, B, E,, E,} ist Basis von R%*2, da:

* 4 Matrizen
+ linear unabhéngig

« erzeugen gesamten Raum

Matrix Norm:

2.1 Frobeniusnorm

"
I4lle = A[ 30D 1oyl = ViauP + fasf + -+ [amf?
i=1 j=1

Vorgehen:
« Jeden Eintrag quadrieren
« Alle quadrierten Werte aufsummieren

* Quadratwurzel der Summe

2.2 Spaltensummennorm (1-Norm)
4l = max 3 lass
T i=l

Vorgehen:
» Fiir jede Spalte j: Betrédge der Eintrige aufsummieren

« Maximalen Spaltenwert bestimmen
Ausgeschrieben fiir 3 x 3:

1Al = max {|an1| + |a21| + |aa1|, |a12| + |azz| + |as2|, [a1a| + |azs| + |ass[}

2.3 Zeilensummennorm (co-Norm)
n
| Allo = 1'3?&2'“”'
5=

Vorgehen:
« Fir jede Zeile i: Betrige der Eintrage aufsummieren
« Maximalen Zeilenwert bestimmen

Ausgeschrieben fir 3 x 3:

| Allce = max {|ay| + |awz| + |axal, laz| + |az2| + |azs|; lag| + |ags| + ||}

Vektoren auf neue Basis:

1. Basiswechselmatrix:

2. Inverse berechnen

3. Neue Koordinaten:

Basis = Linear unabhangig
+Vollstandigen Raum aufspannen

Vektor Norm:

1.1 p-Norm (allgemein)

=i
Beispiel ausgeschrieben:

) ) "l
[@llp = (laf" + leal” + -+ |al)?

1.2 Euklidische Norm (p = 2)

lla = 4| 3 |22 = v/l + [l + - + |2
=t

1.3 Summennorm (p = 1)

,.
il =3~ |2a| = |@a] + [@a| + - + |za]
k=1

1.4 Maximumsnorm (p — 00)

Il = max ax|




Fourier-Reihe: Fourier-Reihe von Funktion

Gesucht ist die Fourier-Reihe von der periodischen Funktion

N f(t) = 1 + cos(2nt)

y(t) = Z.Ak - cos(2m fit + i)
k=1 4'({'\ = At +14:-cos (14271
Dabei sind: a e )
L) = X+ S aa ws(nwet)+bn sin(nw, 1)
o Aj: Amplitude der k-ten Harmonischen =

o fi: Frequenzin Hz et~ PR
sn'ifls\—5
s (o) Phasenverschiebung in Radiant bn=0 Vn P N .
. ~it|2
=27 = ik T \
e A 0 Cosz(‘f\ & ( 2
. s s 2 B , Gp= <
Die reellen Fourierkoeffizienten sind gegeben durch W r': A °2 d

az = A cos(@ by = —Azsin(@) =2,

)=0,
as =Ascos(@s) = —1, bs=—Assin(@s) =0
ag = Agcos(@g) =0, bg = —Agsin(¢gg) =—5

Alle weiteren reellen Koeffizienten sind gleich Null.

¢ 1. Komplexe Form (mit ¢;)

f1) =3 el
k=—00
e = 3(ar — jbe) C = 26 b,
o L zZ Tz Pkell
. Ck—%
ST = 2k bk
¢ arg(ep) = @ Coe=Cy 2 " 2!

+ 2. Reelle trigonometrische Form (mit a;., by)
f(t) =ap + Z aj. cos(kwyt) + by sin(kwyt)
k=1

* a; = 2-Re(er)
. bg— = -2 Im(ck}

o, = Ak cos(q’u)

* ay = cg (wenn nur Cosinus-Anteile) L k =-Ak sin (Qk\

+ 3. Amplituden-Phasen-Form (mit 4}, ¢})

o
FE) =ap+ Z Ay cos(kwgt + ¢y
k=1
o Ay =Jai £ = 2ci 5
. gak—arctan(—z—‘:) M Sl-‘\ (“\=CDS (“F_Z-]
(Achte auf den richtigen Quadranten!) ¢

Def: Der Polarwinkel ¢ im Intervall ] — =, 7] heisst Argument der
komplexen Zahl z = x + iy. Notation: ¢ = arg(z). Die Formeln

arctan () x>0
arccos(—.x_) y=0 z x=0Ay=>0
L S _)-3 x=0Ay<0
T ) areces —W Y<0 " arctan({) +7 x<0Ay =0
nicht definiert x=y=0. arctan (5} -7 x<0Ay<0

nicht definiert x =y =0.
liefert immer das Argument, also immer einen Winkel im Intervall | — =, ).

ap=2-Re(cn), bp=-2-Im(cy)
cnzﬁfjﬂ_ :@_ C_n:7:ﬂ+i&

2 2° 2 2 2
ap = Apcos(en). by = —Apsin(en)
An=2|cp|, ¢p=arg(Cn)

A .
Cp = ?”c:ls(pn)




Fourier-Reihe Beispiel:

3. Fourierreihe (2+2=4 Punkte)

Gegeben ist eine periodische Funktion x(¢) durch das in Abbm dargestellte Amplituden-
Phasen-Spektrum.

Amplitude von x(t)

05 1 5 2 25 3 35 4

of pa T : ! . v 7,
ale 14

<

2t 3 12

1 . 1
0.4 [ 4

or L ] L L L

L C . r . 7 s n

05 1 1.5 2 25 3 35 4

fiHz
Phase von x(t)

0.5 1 5 2 25 3 35 4

o — P S—
2m 2m
. .
3 3

ore L] [ ] L] L
_m| . J-z

0.5 5 2 25 3 35 4

fiHz

Abbildung 1: Amplituden A, und Phasen ¢, der periodischen Funktion x(r) als Funktion der
Frequenz f (alle weiteren Amplituden und Phasen fur héhere Frequenzen sind Null).

a) Berechnen Sie die Grundkreisfrequenz o von x(r) und stellen Sie die Amplituden-
Phasen-Form

A =
x(t) = ?0 + ) Ancos(not+ @),
=1

von x(r) auf.
b) Schreiben Sie x(r) als reelle Fourierreihe

x(1)= ? + E (ancos(not) + bysin(nwt)) ,

d.h. berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten ag, a, und b, n € N.

a) Grundkreisfrequenz w und Amplituden-Phasen-Form

1. Besti der Grundfrequenz f
Aus dem Amplitudendiagramm erkennt man:
* Die erste nicht-null Frequenz ist bei f = 0.5 Hz

* Also ist dies die Grundfrequenz:
f=05Hz

w=2rf=27-056=m

2. Ar m

Die allgemeine Amplituden-Phasenform lautet:

A | 3 4y cos(mat + )
?1»2 n cos(nwt + o,

n=1

z(t) =

Die gegebenen Amplituden A,, und Phasen o aus dem Diagramm:

n A, @n
0 4 0

1 6 z
3 2 =
5 1 ™
7 04 w

Alle anderen Amplituden sind null.

Somit ist die Amplituden-Phasenform:

2 2
z(t) = 2 + 6 cos(mt — ;_r) + 2 cos(3n7t + ?’T) +cos(brt + ) + M cos(7nt + )
5

b) Reelle Fourierreihe

Die reelle Fourierreihe hat die Form:

x
z(t) = %ﬂ + ¥ a,cos(nwt) + b, sin(nwt)

n=1
Berechnung der Fourier-Koeffizienten

an = Ancos(pn), bn = —Ansin(p,)
Fur die relevanten n:
¢ ay=Ay=4=F=2
* ay=6-cos(—5) =0

* b = —6-sin(—3) = -6

. a372~cns("%)771

o by = —2-sin(%") 77\/5

. a;

s ar

=cos(m) = —1,b; =0

= %cos(?r) = —%,bT =0

Ergebnis: Reelle Fourierreihe

z(t) = 2 + 6sin(wt) — cos(3t) — v/3sin(3nt) — cos(57t) — Ecos(?ﬂ't)
bl




Transformationsmatrizen

Gegen-Uhrzeigersinn

Drehung (Rotation um den Ursprung)

cosf —sin 6)

sind cosf

R(#) = (

Skalierung mit gleichem Faktor in alle Richtungen (isotrope Skalierung)

()

Skalierung mit unterschiedlichem Faktor pro Achse (anisotrope Skalierung)

(s 0
57(0 59)

Scherung entlang der x-Achse

Scherung entlang der y-Achse

Orthogonale Projektion auf die x-Achse
Orthogonale Projektion auf die y-Achse
Spiegelung an der x-Achse
Spiegelung an der y-Achse

Spiegelung an der Winkelhalbierenden y = x

0
.t

(o

Erzeugenden System

Vektoren:

Gegeben: Die Vektoren
v = (1,0,0), v =(0,1,0), wv3=(0,0,1)
sallen den Raum B aufspannen

Schritt 1: Matrix aufstellen

Die Vektoren als Spaltenmatrix schreiben:

S
|
—
oo =
oo
==

Schritt 2: Rang berechnen

Diese Matrix hat die volle Rangzahl 3 (da sie eine Einheitsmatrix ist), also ist sie ein Erzeugendensystem
fur R®,

Matrizen:

Gegeben: Der Raum aller 2 % 2 Matrizen. Die folgenden Matrizen sollen den Raum erzeugen:

10 01 00 00
m=ly o =[] &-[ 7 &[5

Schritt 1: Matrizen in Vektoren umwandeln

Jede 2 x 2 Matrix kann als Vektor mit 4 Eintrégen geschrieben werden:

By = (1,0,0,0), By=(0,1,0,0), Ey=(0,0,1,0), E;=(0,0,0,1)

Schritt 2: Matrix aufstellen und Rang priifen

Die Spaltenmatrix ist:

oo o =
oo =0
oo o
- oo

Der Rang ist 4 (volle Dimension fir 2 x 2-Matrizen), also bilden diese Matrizen ein Erzeugendensystem.

Funktionen:

Gegeben: Die Funktionen
fiz) =1, flz)==, filz)=2*

sollen den Raum der quadratischen Polynome P, erzeugen.

Schritt 1: Linearkombination aufstellen

Jedes quadratische Polynom p(z) = a + bz + cz® kann als Linearkombination geschrieben werden:

p(x) = et fi(@) + e2fo(2) + eafs(z) = &1 + 2@ + eaz”
Schritt 2: Unabhéngigkeit testen
Setzen wir
€] + 2T + E_‘{E:' =0
fiir alle , so folgt ¢; = ¢a = e3 = 0, also sind die Funktionen linear unabhéngig.

Schritt 3: Erzeugendensystem bestatigen

Da jede quadratische Funktion als Linearkombination dieser drei geschrieben werden kann, bilden sie

ein Erzeugendensystem fiir P,.

Skalarprodukt Fir m x n Matrizen

Auf K™ (VR der m x n-Matrizen) definiert man das Skalarprodukt
(A.B):=u(A"B), ABeR™"
(A.B) =t (A"B).

CA,BY =4 (ATR)

—_—k

A.BeCm™ ",




Kern und Bild

a4 R
Kern £s Ae r;; 4[.3
- W, *x= -4 M e ¥ i
Lose LSG A®x=0 ,J‘;(ﬁ J\ _a ,«ln - o @olo

qJ

* Dann gilt
o ker(A) = {x € B"|A - x = 0} Der Kern entspricht allen x aus LG
¥ =
» dim(ker{A)) = n-r (n = # alle Terme, r = # aller Pivots) on ,j A= xqmq =7 \cec [.&) = Equ) ‘ "[tﬂ}

» Beivollem Rang, ker(A) = {0} ,,t.m(‘urﬂ}?;]f-n- r=1=1=A

Bild
* Lose LSG A*x=0 A- A -4 1
= |m(A) = span(alle Spalten mit Pivot) -1 '1' ﬁ

* Alle spalten mit Pivot = linear unabhéngige Spalten
s dim(im{A)) =r (r=# aller Pivots)

im(A) = spu'{[‘f}”'ﬂf-] -
i (im (AN =7

Beispiel 4 Beispiel 3
Man berechne je eine Basis des Kerns und des Bildes von Man berechne je eine Basis des Kerns und des Bildes von
C:R® —R* B R, R?
2 0 1
B=[2 0 1
0 2 2
Kew(B)
Xy=1
704 01| yos-t
204 —= o@Y| ot
022 00 z

X3=V

S, o) (el (1) b o 80 52 (4]

X1 =-2v-2s-t

[
Base veu ker(c) 8= {(-;‘;)

3.3 M LD

. W 2-{(3).(3)

i i B Matrix der Verkettung

%g
pu—
—
Aos>
‘—/
—_—
ouvr o
-
—
(=)
L3
—_—
Loax
-—
—_—
0RO
—
Ly}
0]
—
Towa
cwno

Satz 6.3.2: Seien U, V, W drei VR und seien f : U — V und

g: V — W zwei lineare Abbildungen. Die Abbildung f besitze beziiglich

gewahlter Basen By von U und By von V die Matrix A € R'*", Die

Untervektorraum: Abbildung g habe beziiglich der Basen By und By die Matrix
Gegebener Raum: B ¢ R™/ Dann besitzt die lineare Abbildung
?;eg_e;:::; foum: V=R gof:U— W
Teilmenge: Teilmenge: beziiglich By und By die m x n-Matrix
’ U= {A € R2*2 ‘ Alist symmutris:h} . .
0 — B.Ac pmxn
U::{(Z 0) ﬂ.bE:{} Das heisst: 4 = AT C=B-AeR

kommutatives Diagramm:

Ve N
“ u ”"ﬂ,vvl'“m Wu 3(¢(w))

Schritt-fiir-Schritt-Prifung

Schritt-fiir-Schritt-Priiffung

. RrIxn o mx |
1'3“"&““"’( enthalten? 1. Nullmatrix enthalten? R" JLER — R/ Dk > R™
(o o)eU 0=(0 D) und 07 = 0 ¥ yohx =By = BAx
0 0y

~ Ja, Bedingung erfillt ~ Ja, Bedingung erfillt Institute of Computational Physics Zh Kopitel 6 16/21
2. Abgeschlossenheit unter Addition? ' aW

a; 0 a; 0 2. Abgeschlossenheit unter Addition?

- (bl 0 - (b: 0) Seien A, B ¢ U, dh. A = AT, B = BT:

—(mta 0) A+BY —AT 4 BT —A+B

A+B_(b]_bz Nev (4+B) : <

— Ja, Bedingung erfillt. = Ja. Bedingung erfiilt

3. Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation? 3. Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation?

a 0 Aa 0 FirAe U Ae R
Ad=2A- = el
(b 0) ('\b 0) (AA)T = AAT = A

~ Ja, Bedingung erfilt, - Ja, Bedingung erfillt.




Lineare Abhangigkeit:

Lineare Unabhé&ngigkeit von Vektoren:

1. Gaussen (Rang bestimmen)
2. Wennr < Max Rang dann Linear abhangig

Lineare Unabhangigkeit von Matrizen:

1. Jede Matrize in eine Spalte schreiben €——
2. Gaussen (Rang bestimmen)

a
3. Wennr < Max Rang dann Linear abhangig [

Lineare Unabhangigkeit von Funktionen: vec(M) =

b
c
d
.
. Gleichung mit A1*f1+ A2*f2 +...+ An*fn !
. ntestxeinsetzen Geichung erstellen
Gleichungssystem losen
Wenn nur A= A2 = ... =An eine Losung Linear unabhéngig

SRS

Lineare Hulle

Die lineare Hiille von vy, vs, ..., v, ist:

span(vy, va, ..., 0) = {vEV |v=Mvi+---+ Nwv. )

Satz: Die lineare Hdille ist immer ein Unterraum.

Matrix einer Lin. Abbildung

Plx)= ao+aax+azx? v Pix) = 04+ 202X
P2 > %
1 l A 3/ Bpa
1
N o [as
X = (:1 ) Y ‘la'l.)
AX=Y

1 .2;0 20-440°% *(S)
X —>4 =24-1+0-X —a(‘o
X —>= 0.4+ 2% = (%)

r-(329)
Wir betrachten die orthogonale Projektion

P R —R?

()~ ()

Wir bestimmen die Matrix A beziglich der Standardbasen von R? und R2.

L
3‘{34,&:,35} E’ie""‘} (% —> (0 )“’4 ) (3)
A (}) — )= 0(")+°(4)= >(3)

]'L‘S —_— R?. !

a=(429)

) Lo (8) = a-(4)vo(5)9(8)
)

Matrix der Verkettung Beispiel:

& &

P al P> ol P;
| oo o
AERSX4 BERE X3
R* R3 R2

10

Vo Vevhey R = (g o

o A:

)

2 By _pasoxs0d - (§) 0100\
X ——=4 _44+o>(+ox () ={%% ?3/

X —=1%_= 0-14 1X+0-X —9(&)
<& e 3x'=0-440" X+3X%

040
=BA=(8%% (ooz
c=LRA (00?,) 9%%

wo<
~

Rangsatz:

Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim( V)

Injektive/surjektive Linearen Abbildungen
fiv-w

f = injektiv & ker(f) = {0}

f = surjektiv & im(f) = W

-; Ha ¥y
* das Bild spannt gesamtes W auf .F: E b 73 »
+ dim(im{A)) = dim(W) 472 °

io
25

Katy
75
420

=inj i f = {
* fInjektiv wenn voller Rang (alle spalten haben ein Pivot)

o4l —R

,[Ela
o 4

d

mlA))= dl*“"( )
”l\i(u?} Euiet{. v ><_

A

L«.er(@ spaa L0, )}

N\LL\’{ \"'df—l':'t v
.M(.m:sxw 220z dm (1)

u\.,elg. uv/




Matrix fur Basiswechsel

Rezept

Gegeben: VR V mit "alter” Basis B und "neuer" Basis B
Umformungsmatrix=T

. T id
A 1 A
T e x = A4 02 )

2

o Schreibe Basisvektoren von "alter" Basis B bezlglich
der Basisvektoren von "neuer" Basis B
o Spalten reihenweise zu Matrix zusammenfihren

der Basisvektoren von "alter" Basis B
o Spalten reihenweise zu Matrix zusammenfiihren A
e Wenn "alte" Basis = Standartbasis
o Rechne T zuerst aus
o Invertiere Matrixzu T
= |st einfacher

2 ~ 1
) . . e = A, =4 }
o Schreibe Basisvektoren von "neuer” Basis B beziiglich \53 = {4’*' ¥ 3 p .B ‘{’1: x ‘{f ¢ )

1
H 2
.‘_‘E—o A < tf4 ot Ox (‘:)_4
-
HE .
S = %l = Ade-2-xe A l—:)

A A
-z
“N\o o «

'T“'_ G 4

—8 x-A =—lAdg A x4 Ot 4

Basiswechsel

A=85-4.T771
i~ A }’:A X f—A-T‘J':
=T mxn
x=1 L x gn AEK gmy=Anr
By T LB
T T vy f linear W’g’) s S
By l . IE’W A~
¥ o AsKTY g kY §=Gy=SAT VY
A=SAT!
Spezialfall
B,=B,&B,= B,
A=T-4.-771
Kﬂ A E Kﬂxﬂ Kn
B, I T B,
: v f linear v T
B, [ l B,
E e [Kn=n

Kr AE8 Ko

Umkehrung von Linearen Abbildungen
* A = bijektiv, linear (isomorphismus) — A invertierbar
* Ainvertieren
22 4 = (@ b) o1 ,(d —b]
o AERTEA (c d'A ad—bc \—c a
o AER™™ n>2, Al 1, =1, | A

* Wennbeif: V — W ein [somorphismus besteht,
o VW, fLw-v
o Isomorphismus bezieht sich auf f

¢ sind V & W Isomorph
o Isomorphe bezieht sich auf die Vektorraume

Basiswechsel Beispiel

2. Einseitiger Basiswechsel
Wir betrachten die lineare Abbildung £, die wie folgt definiert ist:

I:RZXZ_)RZxZ
a b 1 -1 a b
cd)7\2 o) \c d

a) Bestimmen Sie die Matrix A der Abbildung f bezlglich der Basis B = {E|.E>.E3.Es},

wobel 10 01 00 00
a-o0) #=( o) #-( ) =-( 1)

9 | 748
A-1[10 r0
zelzo "‘*“(zo
04
aaloa =E<(37) o
zo|o2 40 -1
3% 8%
/.:-28 -4 0 Vi
Tt + Be() | RAR AL N
20|00

-Eq'(g.;)

« 3
o
oope
0."30

b) Eine weitere Basis des ®2*2 ist

B=1{C1,C,C3.Cs},

a-( ) o-(t ) 0-( 9 ()

Fihren Sie den Basiswechsel geméss folgendem kommutativen Diagramm durch und
bestimmen Sie die Matrix A.

wobei

|
b
4
.a) eq beslimumen:
A=5AT o)
\g {tam e P
s a fda BeB a2 [
\ T 31-:_..f pax2 s
T beshmmen ﬁl l,
R ’ R —A o g
5 ols T 2 it 2o’
{4 ao\\
I — 4 lla 0 oA
I G A Y B O AR O R S S (VIR
| l4~ TTI'
\ o | ol /
L) [ bt @ AL
/{ - i
T (1R VA
T TR Ao laaale]
004) d 0/ \122]3
logre
i
= 4 00
| 0o A4
AT e i A 9
= e
| Tala 4T3 )
A0 -4 0 -1 -~ 0 -1 -7\
6.4 0= VIENE ~_ 1oz -2
Z 00 € 1 = 7212 0 nll
0 Cto 9 0 = ll"(_ur T




Eigenwert (EW) und Eigenvektoren (EV)
Definition
. -vcn der Funktion fzum EW A, wenn v # 0 und f(v) = J-I.

. ==-vonder Matrix A mit EW A, wenn x = Ound 4 - x :1'I

* Ej,= Eigenraum (Menge aller EV zu einem EW
Rezept

)
= =\
* Berechne charakteristisches Polynom p, (1) Ao\ (14 ‘[ {((11 U 4)\
. gﬂm=(d)3tu(3n“;)1)h Nullstell ?&®= Je‘k(i'{w)'(“ ‘“z AN )
o Setze py(A) = 0 und rechne Nullstellen aus = olet ('1.4' -tj - ‘)1_’1 . 222 -2
- o a7

= Bei quadratischem Polynom
—biybi—dac EW =0

Mitternachtsformel x; , = ™
EwWa; b

= Ausklammern Binom suchen
o Nullstellen = EW A von A

EA/EV X4 Fo T ¥a e ¥a= q
* Berechne fiir jedes EW den B,  EWZ.=0 5T -1je X - -ife -Xg-q22
Ey, = ker(4-1, — 4) etle =@ S0 o xeq
© B, = Rer{d -1, — = tq ="
= Lose Homogenes LGS Hheke (> !"_0:{":' l'-‘]}
0 (A lp—d4)-x=0 EVemteord=()
o EinVektorvon Ej, =EV. A e L Aet Eas b2 A ,-A) {f_ }
) ) = N g 0 .
Vielfachheit (VF) V=2 ¥, zilo — 4 "I’ a=s (swom 2322,823)
; L e elo s
Algebraische Vielfachheit b

Die alg. VF eines EW ist die Vielfachheit der Nullstelle im p4 ().

A2(1—3)
= EWA, = 0, doppelte Nullstelle => alg. VF=2
= EW 4, = 3, einfache Nullstelle => alg. VF= 1

Geometrische Vielfachheit , A A
Die geom. VFist die Dimension von dem Ej . Ea.= i_s uﬂ =2 SMM-U'J E‘Ha]“' =

+ Anzahl linear unabhingige EV zum EWA " ,
o [Anzahl Buchstaben in ker(A - 1, — 4)) E P {_5{05' 1 l?)} @ e -2

- A

Diagonalisieren (,{ ,{j EWil, -0, EV v,=[f«)
Rezept A= . :)E.w% ’Z,EU\:‘“(S
1. Berechne die EW 3

2. Berechne fir jeden EW die EV 5_2,,-, = £V4 :"1’} = {tf‘). G):E

a. Fange mit EW's mit alg. VF > 1 an.

3. Wenn # EV = dim(4"*") . (A3 4 ( 35
a. (Basis Bev bestehend aus EV aufstellen) T =\ 4 3 T: T
4. T,D, T aufstellen

a. T*=Matrix aus EV _ 2,0 _ (o0 =T A _"'l_'
D=\cwn)=\o2)= 14

b. TumstellenvonT*

i

c. D = Diagonalmatrix aus Ews
i. (OderT-A-T71)

_Z=n

Diagonalisierbarkeit von A™*7 22 =(" 4) = ,‘V’ /
* Basis BevausnEV A o JSSV { '_}
o Wenn¥ EW =alg.VF 1
= Diagonalisierbar, Da jeder EW =1 EV
o WennEW A=alg.VFm, {meNjm>1} —s lkorfrolliere zuers EW

= Diagonalisierbar, wenn # EV von EW =m t qL_j. VF >4
« =dim(E, ) = alg. VF von EW B =2 wenn
23 -1 [ < M3 A > et
R 24 A 7 -3 4 @ 2 4 genal s r
7 13 -z g ¢ o oo
2-3 1] —o 0 OO
Ewi,=¢,alq.UF= t & 1
' ) = =ale. VFEW S
Ewﬂ.gs_z, ASAU'F”1 oy q 1 s C;Il'l\afgq) 3
3 -
AR
=k, = .
ws= '320. . :125 s 3 la)r ¢ (. z

Potenzieren von Matrizen
Diagonalmatrizen

0 o
Ay
Dt = 0 2 N , potenzieren der Diagonalelementen
0 0 - A

Diagonalisierbare Matrizen
A™ = T™' . D™ . T rechne diagonalisiere die Matrix und verechnen mit Tund T

AAWQ _ TJ- D‘”c. T
G )
SRR




Matrizenexponential
o0

A¥ 1 1 . 4
A - Y - T -
e = = It A+SAT AT+ Ar'(.q 3)
k=0 1 -&
=>ee1.=T—1_eD,T {41 ”clf—t 1 3 ={¢14'5)(1st
. Pi -4 L3
Wobei: P (-?. A
A ___.( .
e 0 0 @ - 5{?‘:41 T = 4 ?_)
eb = '::I e;z D EU'S -4 -8 14:—21 — T ’:"_ Rr |
i ER: = = A
0 .. 0 e Y ?
* Mit Eigenwerte A4, ..., 4,, von A. Ews — o= 24 k 3 ©
s Die Matrix T beschreibt den Basiswechsel. l%' ,: x!‘ 1 T.)-' o 5
* T*!enthilt also die Eigenvektoren als Spalten t? i

sor.o7.00E5)0 )

Systeme von homogenen linearen gewdhnliche Differentialgleichungen (gDgln)

Betrachte gekoppeltes System von homogenen linearen gDgln 1. Ordnung

wW@)=5-ul®)=1-v®), u0)=0 a-5 A
() =2 ult) +2-v(t), v(0)=1 Pa (’l} = ‘Jd( -2 Q_-Z) "‘O‘ ’5)((1' fe)

Schreibe das System in Matrixschreibwei [:) s oA 4

cnreibe aas system in atrixscnreiowelse E\J$ _7 4 Zuiq V"zK\

v = (“® Lo e
v(t) fq

ey — (U5 —1). (¢ _{(0
e B 0 nne @ e

t
Fundamentalmatrix ¢(t) berechnen A w
p(t) =ett =TT 4 pt (

4)&) - Q/A‘t __T e = 0ot ,Z’L'sé_
Lésung: ——————————J G 4t
Y(£) = e*t-Y, = ¢(1) - Yy \l/[{)_( ),[OB_(Q -e )
Y() = ((Pll @12) _ (UO) _ ((Pu “Up + 1912 ’170) _ (u(t)) R 4)=
$21 P22/ \Vo P21 Up T P22 Vo v(t) —_




