Harmonische Schwingungen

Winkelfunktionen

sina+cos?a =1 sinfa=1-cos?a & cos’a=1-sin*a
sin(a) = cos(a — g) < cos(a) = sin (a + g)

Additionstheoreme

cos(a + B) =cosa - cosf —sinasinf

cos(a + B) =cosa - cosf +sinasinf

sin(e + B) =sina - cosf + cosasinf

sin(a — B) = sina - cos f — cosa sin f
Produktformeln

sina - sinf = %(cos(a — B) —cos(a + B))
cosa *cosfS = i(cos(a +B) +cos(a — pB))
sina - cosf = %(sin(a + B) +sin(a — B))

Summenformeln

sina +sinf = ZSina:—ﬁcosa;—B
sina —sinf = ZCOSOlZiSinu;—B
cosa + cosf = ZCOSaZ;ﬁCOSaZi
cosa—cosfi =-2 sinlt—ﬁsinazi

Uberlagerungen harmonischer Schwingungen
Uberlagerung harmonischer Schwingungen derselben Frequenz
Asin(wt + @) + Bsin(wt + B) = Csin(wt + y)
c= (A cosa + Bcosﬁ)‘
- | Asina + Bsin B
Asina+B sinﬁ)
Acosa+Bcosf

y =tan~! (

Uberlagerung von Schwingungen unterschiedlicher Frequenz

W, — W w, +w
sin(w,t) + sin(w,t) = 2 - cos (% t) - sin (% t)

Hyperbolische Funktionen
x

sinh(x) = eX—Te_

X -X
cosh(x) = %
. eix_e—ix
sin(x) = =

i =X
cos(x) = e"te 7

2

Anwendungen der Differentialrechnung

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Fur eine auf [a, b] differenzierbare Funktion gibt es eine Stelle ¢ € [a, b]
welche die gleiche Steigung aufweist, wie die mittlere Steigung in diesem
Intervall.

o S = f@
re ===

Extremwertaufgaben

Hauptbedingung: Was soll minimiert/maximiert werden?
Nebenbedingung: «Zusétzliche Angaben»
Nebenbedingung umformen + in Hauptbedingung einsetzten, vereinfachen

. . . < 0 Maximum

E Z . r — s .

rhaltene Zielfunktion ableiten. f' =0, f {> 0 Minimum
Resultat in NB und/oder HB einsetztenf

Taylorreihen

2, £ (y
lim T, (x) = Zf—(o) (x — xp)*
n-oo k!

k=0
f'(xo) £ (x0) f"(x0)
= £ (%) +To(x—xo) +T°(x—x(,)2 +T0(x—x0)3
Konvergenzradius
— i J%l g0 Ay — ¥ )k
p= Illjg lares] 3 Zeo A *(x — %)

Binomialreihe / Newtonreihe
Die Funktion f(x) = (1 + x)“ besitzt um x, = 0 die Taylorreihe

a+ x)“:Z(Z)-xk

k=0
mit den Binomialkoeffizienten

ay a(@a—1)-(a—2)-(a—k+1) ay
(k)_ 0.5:(0.5 1)-05’% e (O)_l
Bep. (%) = L2003

Gewdhnliche Differentialgleichungen

Beispiele
y'=a-y y(x) =c-e®™
y' = -w?y y=a-sin(w-x)+b-cos(w-x)
=A-sin(w-x+¢)
v = w?y y = c¢-sinh(w - x) + d - cosh(w - x)
=a-e“*+b-e” ¥
[ 1
y =Yy y=§
y=y-1-y st
cteX ceX+1

Lineare gDgl erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Yy () =a-y()+b(x)

Yy=ynt¥

Ansatzfunktionen
b(x) Vp (%)
konstant A konstant

Polynom vom Grad n Polynom vom Grad n
sin(wx) , cos(wx) A - cos(wx) + B - sin(wx)
e’ (b # —a) A-eb*

e ¥ A-x-e

Lineare gDgl zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Charakteristisches Polynom:
Bsp.y" —3y' +2y=0=pA) =12 —31+2

Nullstellen p(1)

zwei reelle Nullstellen A, # 1, € R Yy =0C1" eMr 4 Cy " e’2*

eine doppelte reelle Nullstelle 1 € R Yy = (c1 + sz) e

komplex konj. Nullstellenpaar
A=rtiwe€C

e™ - (¢, - cos(wx) + ¢, - sin(wx))

Ansatzmethode fiir die inhomogene Gleichung

b(x) Bedingung an R Vp (%)
R={11p@A) =0}

Polynomvom | 0 € R Ag+Ajx+ -+ Ax"™

Gradn >0 0 € R, m-fach Apgx™ 4+ A x™ 4 A ™

e—Ax A ¢R A elx
A € R, m-fach A-x™-eM
sin(wx), tjiw € R A - cos(wx) + B - sin(wx)

cos(wx) tjw ER x - (A - cos(wx) + B - sin(wx))

Separierbare gDgl

Eine gDgl erster Ordnung heisst separierbar, wenn sie von derFormy’ =
f(x) g() ist. Speziell ist jede gDgl der Form y’ = g(y) separierbar (man
setzt f(x) = 1).

Vorgehen:

Gleichung umformen Z—z = f(x) gy)

Trennung der Variablen ﬁdy = f(x)dx

. 1 _
Integrieren fﬁdy = [f(x)dx
Nach y auflésen



Integrationsregeln

F(x) y=f f'e)
e* e* e*
ax

@ a a* *In (a)

Lx"+1 x" n * xnfl
n+1

%* x? ax a

1
x *In(x) — x In(x) —
X
x * (In(x) — 1) 1 1
In (a) O8a* In(a) * x
1 1
In(lx[) = ——
alc X
In(|x +a
( D T i

2 1

Z43/2 I R

3 X \/; = X2 2. \/—;

a 2

5% ax a

—cos(x) sin (x) cos (x)

sin(x) cos (x) —sin (x)

1
tan(x) + tan (x)
in(x) =
arcsin(x
V1 — x?
1
arccos(x -
(x) T
arctan(x) !
14 x?

Partielle Integration
«Umkehrung Produktregel»

Gut geeignet, wenn der Integrand ein Produkt ist.
Ju'(x) v(x) dx = u(x) v(x) — fulx) - v'(x)dx

Wenn einer der Faktoren ein Polynom ist, empfiehlt es sich dieses als v(x)

zu wahlen:

[ Polynom - f(x) = f(x) = u'(x); Polynom = v(x)

Ausnahme In(x) immer v(x)

Erste Substitutionsregel
«Umkehrung Kettenregel»

Gut geeignet, wenn u’ auch vorkommt

g(b)

fxiaf(g(x))'g’(x) dx = fu:

g(a)

[ r9@)-g'w) ax= [y au=reg@)

Spezialfalle

flx)y
700 dx =1In|f(x)|+ ¢

[rearw =577 e

ff(ax+b)dx=%F(ax+b)+c

Zweite Substitutionsregel

Fir eine invertierbare
Substitutionsfunktion h gilt

Fir eine invertierbare Funktion
g gilt

[r@a= [ r(ae»)
HQ) dy

[ Hg@) ax= [ r»)
W(y) dy

Vorgehen

Wihle h(y)

Wahle invertierbares g(x),
bestimme x = h(y)

Substituiere x = h(y), dx =
h'(y) dy

Substituiere g(x) =y, dx =
h(y) dy

integriere den entstandenen Ausdruck nach y
Substituiere im Ergebnis der Integrationy = g(x)
y=gx)=h"(x

Partialbruchzerlegung
p(x) - % B B
+ + —b)?

(x-a)-(x—b)2-(x—c)2+d2  x-a ' x—b

Bestimmte Integrale und Anwendungen
Uneigentliche Integrale

ff(x) dx = AL%F(b) —F(a)

Anwendungen des bestimmten Integrals
Bogenlange

b
L=f V14 f(x)?dx

Volumenberechnungen fir Rotationskérper

b
Um x-Achse: V= nf f(x)?dx
a

b
Umy-Achse: V= nf x? f'(x) dx
a

Mantelflache

b
M= an fO)J14+ f'(x)? dx

Cx+D

(x—c)2+d?



