
Stenz funktionen als Bausteine von Polynomen

Grundbausteine Polynomt. = Monome fix, ", IN

unabhängige Variable = Argument der Funktion

f:D → W, ✗ : ↳ y = fix) = ✗ ", D= IR

gerade Exponenten: gerade Symmetrie an y-Achse #

fix) zu fix): Spiegelung an y-Achse je grösser n, desto

ungerade Exponenten: ungerade Symmetrie fan-¥7

Summe von

pH 1=90. * + an ✗ "+ azx?.. _+ aux" ⇒ Eo aux"

nur natürliche Zahlen im Exponenten ( "-½, kein Polynom)

höchste Potenz = Grad des Polynom, der dazugehörige Koffi zi-

Polynomdivision
fix) zu - fix): Spiegelung an ×-Achse grösser Bauch von f

symmetrisch bzgl. Punktspiegelung am Ursprung

Multiplizität

fc-x)-FCH

- 6
ZerlegungssatzIMit.tw nachts-

Definition Polynomfunktion

015×-6)Monome ×, ×,... • Koeffizienten ao.ae,...

ent = Leitkoeffizient

wenn ×" nicht vorkommt, dann an-0
(✗ + 1) ² Verschiebung um -1 auf ×-Achse
- (✗ + 1) ² Spiegelung an ×-Achse

6×2 Parabel wird gestreckt

= 1: schneidet ✗ -Achse als Gerade

gerade: Graph berührt ✗ -Achse nur
ungerade: kreuzt ×-Achse (N)

Nullstellen

N

✗ ◦ Nullstelle von pix) ⇔ p (a) = 0

da, wo Faktoren bei Faktorzerlegung = 0 sind (✗ + 1) → ✗ =-1

doppelte Nullstelle:(✗ + 1) ², Multiplizät 2

Fundamentalsatz der Algebra

Polynom von Grad n (nicht alle Koeffizienten verschwi­

nden), besitzt höchstens n reelle Nullstellen
n ≥ 5, keine Lösungsformeln

Zerlegungssatz

für jede reelle Nullstelle ✗ ◦ von PH), lässt sich ein Linearfaktor

abspalten: pa)- E. ◦ aux"= (x-✗ c) • 9 (x) (gex) auch eine Polynomf.)

kann mehrfach hintereinander angewendet werden

pex) = ✗ 3+2×2-5×-6 Nullstelle bei ✗ 0=-1

3+2×2-5×-6): (/+ 1) = ×? +
- (+ ×)

◦ ± + ×)

> pl)- (✗ + 1) (× + ×-6)

⇒ (✗ + 1) (✗ + 3) (x-2)

Nullstellen: {-3,-1,23

rationale F.

→ - ×-3+

^ formel, weil quadr. Funktion

falls Rest z.B. -✗ +2 → + ×-1
Rechenaufwand für Polynom von Grad n:
tionen nötig

Horner-Schema

- ✗ +2

n (ntt)
2 Multiplika

↗ muss keine Nullstelle sein

PIX) = ✗ 3+2×2-5×-6 an der Stelle ✗ =-2

102+22552%2 + immer 0, weil noch nichts steht

Koeff. der Reihe nach? 3%0+202 •

um

✗ =-2

1

-2
5 L

PC-2) = 4

falls ✗ ◦ =-1 (Nullstelle)

1 2 -5 - 6

-1 -1 6

M

✗ =-1

-6 O =p (1)

1×2+1×-6=+7×-6

→ wieder Horner

⇒ (✗ + 1) (✗ + 3) (×-2)

Identitätssatz

falls put = ¥09 „✗ " & 941 = E) bax"
sind gleich, wenn gilt: pa)-94) ∀ ✗ ER
→ an-by ∀ k = 0, 1,2,... n

Partialbruchzerlegung

2×-1
↳ + 1) 21×+2) als Summe von Partialbrücken: _+1 + β1×+1/2 + €2

• ..

(...) "

Nullstellen des Nennerpolynoms müssen bekannt sein

Gleichheit ⇔ Zähler gleich / * * + " + ((✗ + 1) 2)

⇒ 2×-1 = A (✗ + 1) (✗ + 2) + B (✗ + 2) + (✗ + 1) 2

An
1...)" +1...)? +... + E) n

Az

pl) 94)

= AL? + 3×+2) + B (x + 2) + ((×? +2×+1)

Koeffizienten vergleich: 0. ×? +2×-1 = (A + C) ✗ ² + (3A + B +2C) ✗ +12A + ZB + c) ×"

O-Atc (lineares Gleichungssystem)

2=3#+ B. +2C → lösen mit Lin. Alg.

- 1=2 ATZBTC

X

✗

Ableitung

braucht man, um Veränderungen von Grössen dar-
zustellen
Differenzquotient: = 4×0+0×7-fixe) = fix,)-fix.)

DX ✗ ^-Xo

Ableitung von fix) an xo ± Grenzwert des Differenzquotient

* (×.) = fix.) = dir. ling + " "0°,"," " " ableiten/differen­

zieren

= momentane Änderungsrate

geometrisch: Steigung der Tangente an Graphen fix) im Punkt

P (to, fixo))

zweite Ableitung: f" Ho) = f" ¼.)-1%21×0) =# (E) 4.) =

k-te Ableitung: &:{Hoff ¼.)

, mit CE IR konstant, (horizegatgten Grafen, Eeigung „  ¥50)
dann gilt fix 1=0 für jedes ✗ ER fixt = In (a) kein

geg: fa)-×" mit n ∈ IN' , dann gilt flex) = n-✗ "-^

Faktorregel: (c. f) 1H = c. f ' (n)

Summenregel: (f#g) 'K) = f " G) ± g) x)

Binomischen Lehrsatz

÷ Hol = (f) t.no)

fix) = c

(a. + b) "= Ed (E) an-". b"= a"+ n. an-^. b +... + b"

(1) =(E) i.  01=1

Kurvendiskussion

monoton wachsend: faz) ≥ fixe) Vx, x2 mit ✗ 1<+2; f " (a) ≥ 0 the

streng " ∀ xo+ TEE!!Est;) Knin: fixes so

2

fly

fix) 1



mkehrfunktion: fly) = ✗

monoton fallend:-((✗ 2) ≤ fln) V1, ✗ z mit ✗ 1<+2; fixe) ≤ 0 ∀ %

streng" " : faz) (fln); fixok O ∀xo

fix) > ◦ streng monoton wachsend

f ' (x) < 0 streng monoton fallend

f" (x) > O Linkskrümmung von f

f" (X) < 0 Rechtskrümmung von f v

A

lokale Extrema

relatives Minimum: fixo) < fix)

relatives Maximum: fixos fix)

notwendige Bedingung: f'cxo) = 0

(nicht hinreichend z. B. fixe 1=0, aber trotzdem kein Extrema)

hinreichende Bedingung: flexes-O & f" (xo) ≠

Krümmungsrichtung soll sich nicht ändern fix a) > 0"f " (xo) < 0

wenn keine Aussage möglich: berechnen Vorzeichen links & rechts von

fix) beachten

Bsp. fix, = (✗ + 1) "=," + 4×3 + 6×2+4×+1 suchen ×, für die flex) = 0 ist
f " (X) = 4×3 + 12×2 + 12×+4 = 0

↳ ✗ =-1 (aus 1×+1)" ) möglicher Kanditat

f" (x) = 12×2+24×+12 ✗ ◦ =-1 einsetzen

→ für) = 12-24+12=0 ⇒ keine Aussage

Monotomiebetrachtung: flex)-41×+1/3 ↔?-

✗ <-1 ⇒ fix

✗ > -1 ⇒ fix, > 0

Wendepunkte: f" Hot-O & f" (✗ c) ≠ O (Monotonieverhalten unüblich)

-1
Minimum

Linearisierung einer Funktion

YA) = f- (xo)-✗ + fixo) - flexo) exo - Tangentenfunktion

Linearisierung von fa) an der Stelle to = Tangente im Punkt Ko, fixes)

Bsp. fix) = 3×3-2×2+1 bei ✗ 0=1 Linearisieren

flex) = 9×2-4 ✗ → f 411=9-4=5, fcn) = 3-2+1=2

⇒ ya) = 5.x + 2-5.1=5×-3

bestimmtes Integral → konstante Zahl ER

auf dem Intervall [a. b) stetige Funktion fix)

§ fix) dx-pling %, faul • ☐ ×" %
↳ Teilinterrästelle in jeweiligem Teilintervan

geometrisch: § fixidx ± Fläche unter der Kurve
a

vorzeichenbehaftet: wenn fix) unterhalb x-Achse → fix) -O

wenn Untergrenze > Obergrenze → asb, 0×-0

b

+

Teilintegrale: {fixidx-{andx + § finde

Eigenschaften bestimmtes Urtegral

1) a § fand ✗ =

2) § fixidx = - §" fix) dx

3) be [a. c) , dann gilt: {fixidxt {fixidx = {finde
b C

Stammfunktion

Flix) = Fa)

/Euch Enktionen dersel-

Fix) = § feidt (unterscheiden sich durch Konst-

ante C)b a. b EI (Intervall)

§ fix) dx = Fcb) -Fia)

unbestimmtes Integral → Funktion

Sfexidx → allgemeine Stammfunktion -Fax) + C

Integrationsregeln

Faktorregel: a. Sfax) dx = Safex) dx (nur für Konstanten)

Summenregel: Stead ✗ ± Sgendx = S (fix) ± gex)) dx

→ analog für bestimmte Integrale

→ keine für Produkte & Quotienten

Stammfunktionen der Monome von ✗

Sadx-axt C , Fix)-axt C

Stamm funktionen für fix) = ×", NEIN

Sx" dx = „+1 + C, ∀n≠-1

→ beliebige Polynome integrieren

ntt
(für n =-1 = Unix))

Folgen

reelle Folge a -Funktion a: IN * → IR

Index schreibweise: an-ach) = n-te Glied der Folge an

a- cans Index

Darstellungen

Verbale D. :" Folge der positiven, geraden Zahlen"

aufzählende D. : 2. 4, 6, 8,...

explizite D. durch Bindungsgesetz: an = Zu, n EIN *

implizite D. durch Rekursionsformel: an = an-1+2, an = 2

implizite D. aufzählende D.

1, ½, ⅓, ¼,...

explizite D.

an = ¼ Ü.harm. E an = an-1

an-1

1 + 1

Fibonacci-F. an-an-1+9-2

an-0,92=1

an-an-+ d

ar-C (c. d konst.)

an-an-• 9

an:c

0,1, 17253,5,... nicht elemtbar

arithm. F. Cictd, c. +21,... an-(+ (n-1) d

geom. F. C, cg, (92,093,... an-c. 9"-1

Grenzwerte von Folgen

reelle Zahl g heisst Grenzwert/Limes der Folge Lans, wenn es zu

jedem Es 0 eine natürliche no gibt, sodass ∀ n ≥ no gilt:

Ian-91-E -nur einen, nicht mehrere
konvergent: besitzt Grenzwert; fing an-9; an → g für nose

divergent: besitzt keinen Grenzwert

Rechenregeln Grenzwerte

cans, Cbn) = Konv. F. mit jeweiligen Grenzwert a, b; Konst. CER

konst. Faktor: Limo (c. an) = C. hing an = c. a

Summenregel: Lng (an ± bn)-Ling an ± hing bin = atb
Faktorregel: Limo (an • bn) = Ging an • Ling bn = a. b

Quotientenregel: hing %) " "a" ⅓, falls b. =/0
47ohm

→ dürfen nur verwendet werden, wenn Grenzwerte
existieren

allgemein: hing ¼-O, KEIN'

n? Lim 1Bsp.: hing ¼ = Ling" none n
=

2



tchtung.
wenn 45134 "+7m-3)

Liz (n 2+44-11) Regel 4 nicht direkt
anwendbar, weil ⅔.

→ Faustregel: grösste im Nenner vorkommende Potenz
von n im Zähler & Nenner ausklam-

" mein & dann kürzen13 + ±, na, = ¾ =3

m

m

⇒ Es h

4- ≥

11 + ±on::)

¥ (1+2)"-e ≈ 2,718 Eulersche Zahl (irrational)

his trans = fllizlau)), falls fix) eine stetige Funktion
ist

Reihen

Summenfolge/Reihe s, a = reelle Folge

Sn = antanzt... + an = Eine (n-te TeilsüdöT"""

arithmetische Reihe

arithmetischen-Folge zugrunde liegend, an-an.,-d„"°""
Lartan)

Sn-an • n
2

• d =
2

• n

geometrische Reihe

geometrische Folge zugrunde liegend,
Sn = an. 99"], 9 ≠ 1

falls 9=1, Sn = n • an (Spezialfall)

am9k, = 9
= konst.

Grenzwert von Reihen

g- his Sn-Ling Esk = Es

arithm. Reihe divergiert

geom. Reihe: no s

Ling 9": falls 9=1: 1

falls 0 ≤ 9 < 1: 0

falls -1<9 (0: 0

für alle anderen 9 divergiert es

konvergiert
hat Grenzwert

konvergiert genau dann, wenn 191<1
E. an 9"^ = an äh, falls 191<1
¼: 9" = 0, falls 191<1

harm. Reihe divergiert

Grenzwerte von Funktionen

→ Euch 9s E) FETE Fofgehende, nach
jede monoton wachsende, nach oben beschränkte Folge reeller

Zahlen besitzt einen Grenzwert (= konvergent)

monoton wachsend: anti ≥ an

monoton fallend: anti ≤ an

2 Strategien:

1) anti-an > 0, ∀ n EIN'

2) % ≥ 1.tn EIN'

Beschränktheit: Kleinst mögliche obere Schranke

Vorgehen:

1) Folge 4ns wählen mit ✗ „→ to für n → - , Glieder ✗ n#✗ o ∀ n

2) Folge der Funktionswerte < faul?

Grenzwert einer Funktion nur dann, wenn für jede Folge cm)

mit Liz ✗ n-to die Folge der Funktionswerte < faul > denselben

Grenzwert hat: Ging fix)-g

fix, muss an to nicht unbedingt definiert sein, him kann dort

evtl. trotzdem existieren
Bsp. fc, = T-r -1) lxte ⇒ {LEE":#Falls ×-^, ✗ 0=1^ (✗ -1)(

Er
1) (✗ +1)

×- ) IM (✗ + 1) = ≤

↳ durch kürzen ändert sich Lim nicht

Stetigkeit

fix) stetig an der Stelle to, wenn Grenzwert Liga fix) existiert

& ¥:L"-fix,
ng überprüfen

2) existiert Lingfex?

3) existiert fix)? → Fallunterscheidung

stetig, wenn jede Stelle in Definitionsbereich stetig

meisten Funktionen stetig: Polynome, rationale Funktionen (% )

sine), Cosas, tank), Exponentialfunktionen,

Logarithmusfunktion, Potenzfunktionen,

Wurzelfunktionen,...

Summe, Differenz, Produkt, Komposition von stetigen

Funktionen sind stetig

wenn fixo) stetig → Ligfex)-fixe) → benutzen, um Ling! (x)

zu berechnen ⇒ = Resultat von fix.)
Bsp. fix) = ✗ 2-4×+2, ✗ ◦ = 1

¥5, fix)-f- (1) = 1-4+2=-1 (weil Polynomf. Stetig)

Liste von Grenzwerten

harmonische Folge: Limo ¼-0 (Li
geometrische Folge: Ling 9"= 0, für" TÜTE"° "∀" ∈"%

n-te Wurzel: digga = 1, für a ER + & King V71 = n#
Eulersche Zahl: e = Liga (1 + E) "

Rechenregeln

Faktorregel: live.LA fix)) = A- (Ex! ↔)

Summenregel: fix. (fix) ± g (x)) = fing. fix) ± tiny g (×)

Produktregel: Lins, (fix). g (x)) = Ling! 4) • Es" 94

Quotientenregel: Lind! ) = ⅓ ,

stetige Funktionen: Linz. fix) = f (Linz ✗ ) = fix.)
→ Trick ca-b) . cathyBsp. high? H-Nn?-zu-1

b

→ Lim Rechenregeln anwenden, wenn nicht mehr α + α

• .. =

(atb) → Wurzeln im Zähler
weg

Bsp. him FETTE Tum
nenne nass nA

weil stetig

3h +2

Ableitungsregeln

Produktregel: (fix) • g (x))"= fix, geht fix) g)

Quotientenregel: (⅓)'= "99+279'

Kettenregel: (F/fix,)):X/= (Fort)" (✗ I-F" (fix) • flex)

"äussere Ableitung mal innere Ableitung"

Unversenregel: a✗g -g (y) (1 Umkehrt.) von y = fix), g (fix)) = (got) H)

gleiche Variable auf beiden Seitendy (y) =!! (gigs)

3

Ableitungsfunktionen

(natürliche) EFäuälänEf: "t
"

nea.tl- +
Logarithmusfunktion Inlet = et""'



→ Variable in Basis
Sotenzfunktion ×"

(In '1 + ✗ > o

(e) '= ex, ∀ × ER

allgemeine Exponential f. : (at)'-a"• In (a) ; ✗ ER, a. > 0

Logarithmus f. : logaki.IE:&, → (legal ✗ 1) "Lj ^

" Potenzf.:(×"I"-a-×"" ; AER (auch Q)

trigonometrische Funktionen:

(sina))'= (OSC) ; (COS (✗ 1) '=-sin (x); (tankt/'= cosa 149¥
↳ nur wenn Winkel in rad?

wenn ✗ in Grand sink) = sin ✗ • 2T

Arcusfunktionen:
^

„

360)

(sin-Ix)) '= v1-↔ :(cosixi)' = ½," (tania/'= 112

Anwendung der Ableitung

geg: hext = gut

1) fixe)-O & gixo) ≠ ⇒ hixo) = 0: Xo NS

2) fixo) ≠ 0 & gia) = 0 ⇒ falls ga) → 0 für ✗ → ×. ⇒ ha) → In

⇒ × ist eine Polstelle/Pol von hlt)

3) f) = 0 & 91×07=0 → weitere Abklärungen nötig:

- existiert Ling hat ⇒ Definitionslücke bei %

kann gestopft werden

- kann aber auch eine Polstelle sein

= einfache Polstelle (Vorzeichenwechsel)

(kein Vorzeichen-
* E

fix)

FE
•^

1- -2) 2 = doppelte Polster

wechsel)

2

Asymptotisches Verhalten von rationalen Funktionen
im Unendlichen

hit) =
fix)
gu, ; fix) Polynom von Grad n

94) Polynom von Grad m
falls man: hex, → 0 für ✗ → ± →
→ echt gebrochene rationale Funktionen
falls men: hex) → a (GER) für ✗ → IN
→ unecht gebrochen rationale Funktionen

falls man: Ihk)/ → to für ✗ → ±-
→ unecht gebrochen rationale Funktionen

•

o

Kurvendiskussion

Definitionsbereich Sieger"
Symmetrie verhalten (gerade/ungerade F. ; periodisch)

Schnittpunkte mit Achsen INS/Polstellen)
Randpunkte/Verhalten im Unendlichen
Extremalstellen (Maxime,, Minima)

5:S :{Ist FEus ⇒ Eng.

fix)-fc-x)

Extremalwertaufg.at en

1) Zielgrösse ( "was maximieren?")
2) unabhängige Variable identifizieren (" wovon hängt es ab?" )
3) Definitionsbereich bestimmen

4) Zielgrösse als Funktion der unabhängigen Variable
ausdrücken; Skizze wenn möglich

5) relative Extremalstellen bestimmen (finden & prüfen)
6) prüfen, ob relative Extremalstelle absolut ist

bei (halbe-) offenem Definitionsbereich Ränder

bestimmen

NewtorischesT.am gentenverfahren

✗ „+1 = ✗ n-

fc/n

flan)

• Startwert to (grobe Schätzung der NS)
Linearisierung der Funktion fix) im Punkt
(Gleichung der Tangente Lok))

falls < xp gegen Eptingen konvergiert, dann gilt. ×

n-ter Schritt (Newton-Iteration)

÷::::

✗ ' (G)

4



am • a" = amt"
aanm = am-n

(a) "= (a) "-amon
an. b"= la. b) "
ä" = In

Rechenregel Potenzen

Rechenregeln Wurzeln

7am = (am)ʰ =
FÜNF = atü Eva
Hä. V5-Habt
FAI ≠ Nä ± V5

7) m

Rechenregeln Logarithmus

at-b, ✗ = loga (b) ⇒ a' """= b /b- em'"

loga (f. g) = logaf + loga g

loga/⅓)-logat-logag

logalf")-k. logau

Zahlenmengen

IN: natürliche Zahlen (t); 1, 2,3,...

2: ganze Zahlen (+ &-);-1,1,-2, 2,...

Q: rationale Zahlen; ⅓, 0,5,...

"irrationale Zahlen;D, e, 55,...

R: reelle Zahlen; alles ausser komplexe Zahlen

I

Mitternachtsformel

✗ 1,5
→ ±/5- 4ac

29
/ 9×7 bxtc.to
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