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Schwingungen

Komplexe Zahlen

2=T4+ 7y - Re Im

F=r—jy

2 = \Ja2 4y

20 — 21| = \/($2 —z1)*+ (12— y1)?
21+ 20 = (21 + Jy1) + (x2 + Jy2) = (x1+22) + j(y1 + vo)
21— 20 = (1 + jy1) — (w2 + Jy2) = (21 — 22) + j(y1 — ¥2)

212 = (21 + jy) (@2 + Jy2) = (122 — y1y2) + j(@1y2 + 22u1)
21wt gyn (@t gy)(ee —Jy) - (@we + yiye) +5(yiwe — 21y2)
20 w2+ Jgy2 (T2 + Jy2)(w2 — jyo) 5+ Y3

z+ 2" =2Re(z)
z—2"=2Im(z)-j

2 2F =z

Trigonometrische Form

atan2(y;x)

y>0

p = tan ! (Q)
X

z=x+jy=r(cosp+ jsiny) =r-cis(p)

21 4 29 = 1r1(cos 1 + jsin ) + r9(cos o + j sin ¢9)

21 - 29 = rra|cos(p) + o) + jsin(pr + w2)| = riracis(pr + ¢2)
A1_"n . ro.
—|cos(p1 — p2) + jsin(e] — p2)| = —cis(p1 — @2)
<9 9 ro

2" = 1" [cos(np) + jsin(ng)| = 1" cis(ny)

2k 2k 2k
2L = %[COS<¢+ 7T>+jsin<sp+ W)] = @/Fcis<¢+ 7T),k—(),l,..,n—l
n n

n
( . ( y
1 far k£ = 4n 0 = =1
' fork =4n + 1 1 = 4k
jk:<J ) n €N k mod 4 = < ]k
—1 fark =4n+2 2 = =1
—j firk=4n+3 3 = =

"=1—2z=131 n-Lésungen

Exponentialform

z:r-eﬂp:r-cis(g@) = oY

2 - cis(%)G — 20 ¢is(6 - %)

n

(x+gy)"  — 1" (cos(n- )+ jsin(n - @)

y(t) = A-sin(wt+ ) <= yt)=A- el (Wite)
Uberlagerung ergibt Sinus-Schwingung
y1(t) = Ay - sin(wt + 1) und yo(t) = Ag - sin(wt + o)

y(t) = yi(t) + ya2(t)

Vorgehen:
1. y1 =21 = Ay - /Pl = Aj(cos o1 + jsin 1)
In kartesische Form bringen
.2 =21+t 29

zurtck in trigonometrische Form bringen — r - cis(¢p)

oA 0N

Umformen bzw. einsetzen — r - cis(p) = A - sin(wt + @)

Fourier (Formeln)

N
FN<;(;> — Z Ck€]k$, bzw. = ?O +
k=—N k=1

(aj cos(kx) + by sin(kx))

Pﬂz

/ Flx)e % de, (ke Z)

ap. = ; f( ) cos(kx) dz, (k> 0)
by — % " fa)sin(ka)de, (k> 1)
ap = 2-Rlcg), by =—2-3(cy)

Gerade Funktion: f(—x) = f(x) — b =0
ungerade Funktion: f(—z) = f(x) — ap. =0

2m
W = ?
9 1
ap = T/O f(x) cos(wpx) dx
o (1
bi. = ?/0 f(x)sin(wpx) dx
e —jwkx
k= 7 O f(x)-e dx
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Laplace (Formeln)

/ F(t) et dt

L{cy- fi(t) +co- folt)} = c1 - L{f1(t) ) 4 co - L{fo(t)}

k!

£{t"} = Gkl

Dampfung mit einem Faktor e 9! entspricht einer Verschiebung um ¢ nach links:
L{ 9 ft)y = F(s+g) mit  F(s)=L{f(t)}

Bei Verschiebung nach rechts multiplizieren mit ¢~“°

L{f(t—a)} =e - LLf(1)}

Erflllt die Funktion f(¢) die Bedingung lim f(z)e™°* =0, dann gilt;

Z—00

= L{f'(t)} = s-Y(s) = f(0)

Y" = L{f"(t)} = 57 Y(s) — s f(0) — f(0)

DGL 1. Ordnung

Eine Differentialgleichung 1. Ordnung heif3t /inear, mit der Form

y' + flz) -y =g(z)

Eine Differentialgleichung 1. Ordnung heil3t separierbar, mit der Form:
y = f(z) - g(y)
Losungsverfahren fur separierbare Differentialgleichungen
(I) Ausgangspunkt:

/=L ) g

(Il) Separation (Trennung) der Variablen:

dy — X)ax
=@

(Ill) Integration auf beiden Seiten der Gleichung (falls moglich):
dy
[~ e
(IV) Auflosen nach y (falls moglich):

y =1y(x)

Formel fUr den allgemeinen homogenen Fall y, :

Variation der Konstanten lineare inhomogene 1. DGL
(1) Vergleich mit der allgemeinen Form
y + flx) -y =g()
und Bestimmung von f(x) und g(x). (Achte auf das Vorzeichen!)

(Il) Bestimmung der Stammfunktion F'(x) von f(x):

/f



(lll) Einsetzen in die Formel

liefert die Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

(IV) Ersetzen von C' durch eine Funktion K (z) ergibt den Ansatz:
y=K(z)-e ")
(V) Bestimmung von K (x):

K(z) = /g(m) eF') gy (Integrationskonstante nicht vergessen!)

(VI) Einsetzen von K (z) in den Ansatz aus (IV) ergibt die allgemeine Lésung:

y(z) = e F@ / g(z) - F @ dg

Losungsverfahren Aufsuchen einer p-Losung
(I) Vergleich der DGL mit der allgemeinen Form
y' +a-y=g(z)
und Bestimmung von a und ¢g(x). (Achte auf das Vorzeichen!)

(Il) Einsetzen in die Formel
ax

yp=0C-€e"
liefert die Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.
(Ill) Mit Tabelle: Bestimme den Ansatz fur die partikulare Losung y,,.
(IV) Bestimme y;, indem du den Ansatz aus (lll) ableitest.
(V) Setze 1, und y, in die Differentialgleichung ein.
)

(VI) Bestimme die Parameter durch Koeffizientenvergleich.
Dies ergibt die partikulare Losung .

(VIl) Die allgemeine Losung ist:

Y =Yp+Yp

DGL 2. Ordnung

Eine Differentialgleichung 2. Ordnung mit der Form
y" +ay +by = g(x)
Die Losung einer homogenen linearen DGL 2. Ordnung in Linearkombination:
y(x) = Cryi(z) + Corya(x)

Losungsverfahren fur homogene lineare DGL 2. Ordnung
(I) Charakteristische Gleichung aufstellen:

y”+ay'+by:O — )\2+a)\+b:0.

(Il) Bestimmen von )\; und )\, der charakteristischen Gleichung.

(Ill) Aufstellen der allgemeinen Losung gemaB der nachfolgenden Formeln:

Fall 1: \; # )\ (reell) = y = C1eMT 4 Cohe?

Fall 2: \; = \y = ¢ (reell, doppelte Nullstelle) = y = (Cix + C9) e

Fall 3: \; 9 = a &+ jw (konjugiert komplex) = y = e (C7 sin(wz) + Cy cos(wx))
Fall 1 D> 1
Fall 2 D=0

Fall 3 D<O0

Losungsverfahren ,,Aufsuchen einer partikularen Losung*
v+ ay’ + by = g(x) inhomogen
(I) Bestimme die homogene Losung y; der zugehorigen Gleichung
(Il) Bestimme die Stérfunktion ¢g(z).

(Ill) Aus der Tabelle: Wahle den passenden Ansatz fir die partikulare Losung .
(Tabelle fir die 2. Ordnung verwenden!)

(IV) Bestimme y;, und y;, durch Ableiten des Ansatzes aus (ll).
(V) Setze yp, y, und y in die Differentialgleichung ein.

(VI) Bestimme die Parameter durch Koeffizientenvergleich. Dies ergibt y,,

)
)

(VIl) Die allgemeine Losung lautet:

Y=Ypt+ Yp
Wenn nach dem Einsetzen 0 herauskommt, dann war die Wahl des Ansatz falsch

Partielle Integration

x-Variable:  f.(z,y) oder %(ZL’, y)
. of
y-Variable:  fy(z,y) oder 6—y(x, Y)
f~ nach y ableiten — Ergebnis: f,,(z,y) oder ] (z,y)
Satz von Schwarz: Sind die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung stetig, so gilt;
k k
of — o) flr jede Vertauschung o.
83:2-1 T 8:% (9:137;0(1) T ((95132'0(]{)
0
= _ _ ffl?($7 y) = _ (9_
Vfz,y) = grad f(z,y) = (fy@:,y) | V=V= @é
Yy

f(z0, yo) steht senkrecht auf der Héhenlinie von f durch P' = (zq, yo).

(1)
(2)
(3) Die maximale Steigung ist durch den Betrag des Gradienten gegeben: Wf(:z:o, o) |-
0 1 =
Richtungsableitung: —f = —(Vf)-a.

oa ||

Y
§f(:z:0, o) zeigt in Richtung, in der der Graph von f an dieser Stelle am steilsten ist.

Das totale Differential

Abschatzung der Anderung von z bei Anderung von x und y.

Approx.: Tangentialebene dz = fz(x0,y0) dx + fy(z0,y0) dy
real: Flache Az = f(zg+ Az, yo + Ay) — f(xo, y0)

Formel flr Tangentialebene:

fz,y) = fz(zo,y0) (x — z0) + fy(zo,v0) (v — o) + f(z0, Y0)

zi

Flache z = f(x;y)

Az

Q:
Al

I
== /e Ty
v I i
© p /’ ' T~ Tangential-
bene in P
Zp b+
s

/ Yo dy = dy
Xy

N

\

Relative Extremwerte

(lokales / globales) Maximum wenn qilt;

flz,y) < 29 = f(z0,v0)-

Notwendige Bedingung fur ein relatives Extremum
Jede Extremalstelle (xq, yg) liegt in einer der folgenden Punktmengen:

1. Menge der kritischen Punkte von D.
2. Menge der Randpunkte von D.

Hinreichende Bedingung fur ein relatives Extremum

Eine Funktion z = f(x, y) besitzt an der Stelle (z, yy) mit Sicherheit ein relatives
Extremum, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind:

(1) fa(xo,90) =0  und  fy(zo,y0) =0

(2) A = faul0,50) fyy(@0, 90) — Fry(@0,0)° > 0
Ausserdem gemass Hesssche Matrix:

He(x,y) =

e = (2 4

A >0, frz >0 = relatives Minimum,
A >0, fre <0 = relatives Maximum,

A < (0 = Sattelpunkt,
A =0 = keine Entscheidung moglich.

Doppelintegral

A= //Af(fﬂ‘,y) dA = nlgmw];f(xk,yk) AA

Integral von f Gber den Bereich A
dA = dydx = dxdy

V = /xba/ydcf(x,y)dyda:

Grenzen in y abhangig von x, deshalb zuerst dy integrieren;

b folx)
V=/ / flz,y)dy dz
r=a Jy=fu(z)

r=rcosp und y=rsiny wobei; 0A=rdrdy

n
weal; A—ngm%];AAk folgt: A—//Al@A

Schwerpunkte:

1 1
xS—Z//Aa:dA und ys—z//AydA

Axiales Flachentragheitsmoment:

]x://yZdA und I ://a;?dA
A A

polares Flachentragheitsmoment:

]p—//Arsz—//A(:UeryQ)dA

Satz von Steiner:



/ / / b folz) Zo(,y) Die Rotation eines Vektorfeldes ﬁ(x, Y, z) € R? ist das Vektorfeld
fagzav=[ [ [T fay,z) dzdyds.
V) r=a Jy=fu(z) Jo=zu(z.y) (OFs _ OF3)
Volumenelement in Zylinderkoordinaten: 0 0z
dV = rdrdpdz rot F' = @ B % =V xF,
58, O,
Integral Volumen und Masse: e (9_y

ol - fffor e ffrnan

rotF =0 — wirbel frei/ Potential feld
Schwerpunkt: )
1 1 1 FUr Bestimmung von Rot. in ebenen Feld muss z=0 gesetzt werden in F':
x:—/// xdV, ysz—/// ydV, zS:—/// 2dV.
- VI VI ) VI ~ (Fzy)
. = | F
Massentragheitsmoment: I 2%7 y)

Die Rotation ist ein Mass fur die Wirbeldichte eines Vektorfeldes

J:/// 5 dV
(V)

div E =0 = es gibt ein Vektorfeld F mit £ = rot F

Vektorfelder in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G gilt;

rot F =0 = es gibt ein Skalarfeld f mit F' = grad f.

Ebnes Vektorfeld:ﬁ(a;, y) = (Fl(x’ %)

Fy(x, F | Laplace Operator: Divergenz des Gradienten
1 ZC, y7 Z
Raumliches Vektorfeld: F(z,y, z) = | Fa(z,v, 2) Ag=V-(Vg)=(V V)g=Vy
F3(7,y, 2)
Feldiinie: () Kurvenintegrale
() = (Z”EQ) bzw. 7(t) = | y(t)
| 2() Parametrierisierung:
Tangentialvektor: 7(t) = 7)) +tp1p257 0<t<1
- m(t) 5’3<t> L] L2 — X1
i) = (y@)) bzw. - (t) = | yt) ) =1wn |+t | w—u
A(0) 2] 29 — 21
Feldvektor F'verlauft parallel: F' und 7 linear abhangig: Kurvenintegral:
L. S ty .
2-dimensionaler Fall:  det(F.7) — 0 / F dF — / F(r() - 70) dt
o : o C t1
3-dimensionaler Fall: Fxr=20

Firr ein Vektorfeld F' in einem einfach zusammenhiangenden Gebiet G:

C

1. Das Integral / F drist in G wegunabhingig

]{ﬁdf—o
C

2. In G ist das Integral tiber F langs jedes geschlossenen Weges Null:

0 o)
V= % f= %f = %—Zﬁ 3. In GG ist F ein Potentialfeld (konservativ), d. h. es gibt ein Potential f(z,y, z) mit
1ol 9 ¢ af
Divergenz:
F F F o g . . . e
% N % N % A F e R 4. Das Vektorfeld F ist in G wirbelfrei, d. h. es gilt:
OF an X Z OF, OF, OF o F—§ o 29k ob _ 0F3
divF =V.F =242 imR’ divF=V.F="21422425 imR3 oy Oxr’ 9z Ox’
Oor Oy or Oy 0z
Bedeutung der Divergenz: Methoden zur Berechnung eines Kurvenintegrals im Gebiet G-
divF >0 = Quellenwirkung 1. Definition des Kurvenintegrals
L | 2. I wirbelfrei
divi <0 = Senkungswirkung 3. Potentialdifferenz
divF =0 = quellenfrei/Wirbelfeld . .
/ Fdr = f(PQ) — f(Pl), falls F' = Vf

Oberflachenintegrale

Oberflachenintegral:

cp_// ﬁ.dg_// (F. N)dA
(A) (A)

Bei der Berechnung von Oberflachenintegralen geht man so vor:

1. geeignete Koordinaten wahlen (kartesische Koordinaten, Zylinderkoordi-
naten)

2. Normalenvektor bestimmen N, berechnet das Skalarprodukt F - N und
durch zwei der gewahlten Koordinaten ausdriicken

3. Das Flachenelement d A durch beide Koordinaten ausdriicken
4. Integrationsgrenzen flr das erhaltene Doppelintegral festlegen

5. Doppelintegral ausrechnen

Integralsatz Gauss




