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Spannung

σ = lim
∆A→0

∆N

∆A
=

dN

dA
τ = lim

∆A→0

∆Q

∆A
=

dQ

dA

σ(φ) =
σ0
2
(cos 2φ + 1)

τ (φ) =
σ0
2

sin 2φ

Hooksche Gesetz

ε =
∆l

l
=

σ

E

EStahl = 210000 MPa

EAlu = 70000 MPa

Normalspannungen ändern Volumina und Längen

G =
E

2(1 + v)
→ τ = G · γ =

Q

A

GStahl = 80000 MPa

GAlu = 27000 MPa

Schubspannungen ändern Gestalt und Winkel

εx =
l − l0
l0

=
σx
E

εy =
b− b0
b0

εy = −νεx = −ν
σx
E

0 < ν < 0.5 νMetall = 0.3

Verschiebung und Dehnung

u(x) =
F

EA
x = εx ⇒ du

dx
= u′(x) = ε

∆l = u(l)− u(0) =

∫ l

0
du =

∫ l

0
u′(x) dx

∫ l

0
ε dx

ε(x) = lim
∆x→0

u(x +∆x)− u(x)

∆x
=

du

dx

Die Dehnung ist die erste Ableitung der Verschiebung.

∆l = α l∆T

εT =
∆l

l
= α∆T ε =

σ

E
+ α∆T

Näherungen in linearer Festigkeitslehre:

sinφ ∼ sin 0 + (cos 0)φ = φ

cosφ ∼ cos 0− (sin 0)φ = 1

tanφ =
sinφ

cosφ
∼ φ

1
= φ

Zug und Druck in Stäben

dN

dx
+ n(x) = 0 wobei;n(x) = gpA

Elastizitätsgesetz für den Stab:

du

dx
= ε(x) =

N(x)

EA(x)
+ α∆T (x)

Differentialgleichung des Stabes:

(EAu′)′ = −n + (EAα∆T )′

Verlängerung des Stabes:

∆l =

∫ l

0
du =

∫ l

0

(
N(x)

EA(x)
+ α∆T (x)

)
dx

Verlängerung im Sonderfall - EA=const, N=F, dT=const

∆l =
Fl

EA
+ α∆T l

∆l3 sinα = ∆l2

2k = s + r

∆l2 =
1

2
(∆l1 +∆l3)

∆l = 0

Spannungsmatrix

eine normal und zwei parallel zur Schnittfläche:

eine Normal- und zwei Schubspannungen:

tn = (ti)n =

tnn
tn1
tn2

 =

σnn
τn1
τn2


σ ≡ (σik) =

σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

 =

tT1
tT2
tT3


n = (ni) =

n1
n2
n3

 =

cosα1
cosα2
cosα3


Formel von Cauchy:

Der in einer Fläche mit Normalenvektor n wirkende Spannungsvektor tn kann mit Hilfe der
Spannungsmatrix σ berechnet werden:

σ T · n = n · σ = tn ⇐⇒
3∑

i=1

σikni = tnk.

σn = n · tn = n · σT · n = n · σ · n

Lineare Algebra

Drehmatrix:

a = (aj′i) =

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)
Multiplikation Drehmatrizen:

a(φ2) · a(φ1) = a(φ2 + φ1)

Inverse:
aT (φ) = a−1(φ)

Determinante:
det a = cosφ cosφ− sinφ (sinφ) = 1

Eigenvektoren

Hauptspannungen = Eigenwerte (σ)
Hauptrichtungen = Eigenvektoren
Transformationsmatrix = Matrix aus normierten EV
Diagonalform = (σ∗)
1. Eigenwerte bestimmen:

I2 = A11 + A22 + A33

I1 = det

(
A22 A23
A32 A33

)
+ det

(
A11 A13
A31 A33

)
+ det

(
A11 A12
A21 A22

)
I3 = det(A)

1.1 charakteristische Gleichung aufstellen

−λ3 + I2(−λ)2 + I1(−λ) + I0 = 0

Nullstelle erraten –> Polynomdivision –> Mitternachtsformel

2. Eigenvektoren: A11 − λ A12 A13
A21 A22 − λ A23
A31 A32 A33 − λ

 ·

v1
v2
v3

 =

0
0
0


Gleichungen aufstellen (x,y,z) –> x=1 einsetzen –> auflösen nach y,z

Normieren:
1√

v21 + v22 + v23

= n → n ·

vx1
vx2
vx3


4. Transformationsmatrix aus normierten EV:

V =

vx1 vx2 vx3
v
y
1 v

y
2 v

y
3

vz1 vz2 vz3


Diagonalform:

V · σ · V T = σ∗

σ∗ =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


wobei gilt:

λ1 = σ1

λ2 = σ2

λ3 = σ3
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Spannungmatrix in 2D

σ ≡

σ11 σ21 0
σ12 σ22 0
0 0 0

 ⇒ σxy ≡
(
σxx τxy
τyx σxx

)

a ≡

 cos(α) sin(α) 0
−sin(α) cos(α) 0

0 0 1


σ′
xy = aσxy a

T

Transformation von xy in x’y’:

σx′x′ =
1

2
(σxx + σyy) +

1

2
(σxx − σyy) cos 2φ + τxy sin 2φ,

σy′y′ =
1

2
(σxx + σyy)−

1

2
(σxx − σyy) cos 2φ− τxy sin 2φ,

τx′y′ = −1

2
(σxx − σyy) sin 2φ + τxy cos 2φ.

Drehwinkel in das Hauptspannungssystem:

tan 2φ∗ =
2τxy

σxx − σyy

Hauptspannungen:

σ1/2 =
σxx + σyy

2
±

√
(σxx − σyy)2

4
+ τ2xy

Hauptschubspannungen (τmax = φ∗ + 45):

τmax =
1

2
|σ1 − σ2| =

√
(σxx − σyy)2

4
+ τ2xy

Normalspannungen in Hauptschubspannungsebenen:

σM =
1

2
(σ1 + σ2) =

1

2
(σxx + σyy)

Mohrsche Spannungskreis

(σ − σM )2 + τ2 = τ2max

allgemeine Hooksche Gesetz

Superposition der Dehnungen 3-achsig:

εxx =
σxx
E

− ν
σyy
E

− ν
σzz
E

εyy = −ν
σxx
E

+
σyy
E

− ν
σzz
E

εzz = −ν
σxx
E

− ν
σyy
E

+
σzz
E

2-achsig:

εxx =
1

E

(
σxx − νσyy

)
,

εyy =
1

E

(
−νσxx + σyy

)
Hoohsche Gesetz in Matrixform: möglich durch Voigtsche Notation

εxx
εyy
εzz
γxy
γxz
γyz

 =



1
E − ν

E − ν
E 0 0 0

− ν
E

1
E − ν

E 0 0 0

− ν
E − ν

E
1
E 0 0 0

0 0 0 1
G 0 0

0 0 0 0 1
G 0

0 0 0 0 0 1
G




σxx
σyy
σzz
τxy
τxz
τyz

 +


α∆T
α∆T
α∆T
0
0
0


Nachgiebigkeitsmatrix D

ε ≡ Dσ + εT

Hooksche Gesetz invertiert für σ:
σxx
σyy
σzz
τxy
τxz
τyz

 =
E(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)



1 ν
1−ν

ν
1−ν 0 0 0

ν
1−ν 1 ν

1−ν 0 0 0
ν

1−ν
ν

1−ν 1 0 0 0

0 0 0 1−2ν
2(1−ν)

0 0

0 0 0 0 1−2ν
2(1−ν)

0

0 0 0 0 0 1−2ν
2(1−ν)




εxx − α∆T
εyy − α∆T
εzz − α∆T

γxy
γxz
γyz


Elastizitätsmatrix C ≡ D−1

σ = C (ε− εT )

Dehnungstensor

ε =

ε11 ε12 0
ε21 ε22 0
0 0 0

 ⇒ εxy =

(
εxx

1
2γxy

1
2γyx εyy

)

εx′x′ =
1

2
(εxx + εyy) +

1

2
(εxx − εyy) cos 2φ +

1

2
γxy sin 2φ = εabc

εy′y′ =
1

2
(εxx + εyy)−

1

2
(εxx − εyy) cos 2φ− 1

2
γxy sin 2φ

γx′y′ = −(εxx − εyy) sin 2φ + γxy cos 2φ

Hauptdehnungen 1 und 2:

ε1,2 =
1

2

(
εxx + εyy ±

√
(εxx − εyy)2 + γ2xy

)
Hauptachsen; Drehwinkel ins Hauptachsensystem:

tan (2φ∗) =
γxy

εxx − εyy

Hauptspannung aus hooksche Zusammenhang (siehe 2-achsig)(
σ1
σ2

)
=

E

1− ν2

(
1 ν
ν 1

)(
ε1
ε2

)

Spannungstensor im XY-System:σxx
σyy
τxy

 =
E

1− ν2


1 ν 0
ν 1 0

0 0
1− ν

2


εxx
εyy
γxy



Vergleichsspannungen

von Mises Hypothese: Sicherheitsfaktor gegen Streckgrenze (duktile Stoffe/Fliessen)

• Für einen dreiachsigen Spannungszustand gilt:

σv =
1√
2

√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2

σv =
1√
2

√
(σxx − σyy)2 + (σyy − σzz)2 + (σzz − σxx)2 + 6

(
τ2xy + τ2xz + τ2yz

)
• Für einen zweiachsigen Spannungszustand gilt mit σ3 = 0:

σv =
√
σ21 + σ22 − σ1σ2 bzw. σv =

√
σ2xx + σ2yy − σxxσyy + 3τ2xy

• Für einen einachsigen Spannungszustand gilt mit σ2 = 0 und σ3 = 0:

σv = σ1 = σxx

Hypothese von Tresca: Sicherheitsfaktor gegen Streckgrenze (Fliessen)
= Schubspannungshypothese

σV = σ1 − σ3

• Im Falle eines zweiachsigen Spannungszustandes mit σ1 > σ2 > 0 gilt:

σV = σ1

• Im Fall σ2 < σ1 < 0 gilt:

|σV| = −σ2

Normalspannungshypothese: Sicherheitsfaktor Zugfestigkeit (spröde Stoffe/Bruch)

σV = σ1

Sicherheitsrechnung (z.B. gegen Fliessen):

s =
Rp0.2

σv
=

Re

σv


