Regelungstechnik 2

Zustandsraumdarstellung
x=A-Z+B-U(),
yt)=C-xX+D-u(t),

Zustandsgleichung
Ausgangsgleichung

A nXn |Systemmatrix

B n X m | Eingangsmatrix

C rXn | Ausgangsmatrix

D r Xm | Durchgangsmatrix

Mit n = # Zustande (Systemordnung), m = # Systemeingadnge und
r = # Systemausgange

Beispiel H.O.

s S +1F@),  DELvonH.0
y=-y-—y mf , von H.O.
Definiere Zustédnde:

x; = y(t), X =Y = X =Y =Xy, Xy =Y =X3
X']_:.'XZ

. d c +1 ©

Xy =l—m— Xy ——Xx; +—

2 m2 T m mf

Vektoriell:

X = (2), Der Zustandsvektor

- 0 m 0

£=<.1>= c ad|l-x+(1]| 7@,
Xy =

m m m

Zustandsgleichung
=A-X+B-f(t),

y@O=@1 0)-x+0-f(0)

f(t) =u(t),indiesem Fall

DGL zu ZSR-Darstellung
1.y(n)+an_1.y(n_1)+...+a1.y+a0.y
=by-u™ + b,y w4t by U+ by - u(t)

0 1 0 -+ 0
0 0 1 -+ 0 :

0
Ap=| i O Bp= ((',) Regelungsnormalform
0 0 -be een 1

—@Q —a; --c - —Qpy ;

Cr= (b(i7[111”() bi—bpay -+ bpy *"u“n—x) Dp="0,

Ubertragungsfunktion aus ZSR-Darstellung
Aus Regelungsnormalform I3sst sich G(s) direkt hinschreiben.
Sonst:

G(s)=C-(s-I,—A)"

-B+D

ZSR-Darstellung aus Blockschaltbild
u(t -

Y
\

: / 5 . / X, |5
= m . .

|
)
A

1
J'Cz=;n--(u(t)—(—C)-xl—d'Xz)

x1:x2,

' 0 1 0

x=(c dl.z+[1]u@®, yO=0Q 0%
m m m

Polstellen eines LTI
Die Polstellen sind gegeben durch die Eigenwerte der Systemmatrix A

Veranschaulicht durch das Charakteristische Polynom:
P(A) =det(2-1,—A) 20

Bsp. H.O mit viskoser Ddmpfung

A—0 0—-1

d c
P(A) =det| o _ € /1—< d> =24 —-1-—20,
m

Ahnlichkeitstransformation
Neuer Zustandsvektor: X =T - x, mit T invertierbar
¥x=T-x - x=T'%
Die Zustandsgleichung fiir das neue ¥ lautet somit:
¥=T-A-T'-%+T-B-u, y=C-T'-%+D-u
Somitist A=T-A-T"Y, B=T-B, C=C-T™ %, D=D

Spezialfall: T ist skalar

Dannist A=A, B=T-B, C~'=%-C

Bsp. H.O. mit T=m:
0 1 0

A= ¢ d| B=m-1 :(0>,
“mom m) M

1 1
c=—-0 0)=(— 0>
m m

Das entspricht der Regelungsnormalform. Die Ahnlichkeitstransformation kann
also zur Umwandlung genutzt werden.

Normalformen

Wenn alle Polstellen des Systems (=Eigenwerte der A Matrix) reell sind, so sind auch die Eigenvektoren
reell und diese kénnen spaltenweise zu einer Matrix zusammengefasst werden:

V = (‘U|.‘U-3. . ..UN):T"'

In der Darstellungsart ist die Matrix nun gerade die inverse Transformationsmatrix und macht die neue A
Matrix diagonal.

GTA';}"_ VAT=2

Ky =R 2 Yy ()
Xy =Ferpt o

0 C!% H-‘t_r:f Ue“ !)ﬂsetzi

Canmon 0 - 0 A

M ) coe {1

Ma{,lato B

Betrachtet man dazu wieder das System der n Differentialgleichungen, so sind diese gerade entkoppelt!
Hinweis: Neben der Bedingung der reellen Eigenwerte, miissen die Eigenvektoren zudem linear unabhingig sein!

0 1 0 --- 0
0 0 | B 0

Ap=| : : Bp =
(] () ...... ]

—ag —ap ++ ++r —lp—}

[’nfl_')n”ufl) DR = bn

0

; Regelungsnormalform (RNF)
0
1

Cpr= (1)0—(),,110 bi—bpay ---

0 «-- === 0 ag

by —bya
Ap = [1] [1; 0 .[_}_ :ﬁ; By= b?—bun? Beobachtungsnormalform
2 s, o : (BBNF)
0 v 0 1 —ana bn—1~bntin—1
Ceg=(0 -~ 0 1) Dg=b,
Umrechnung BBNF zu RNF
Ag =A%,  By=CL, Cz=B}
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Steuerbarkeit

Kann ich durch Eingaben jeden Punkt im Zustandsraum ansteuern/erreichen?
Mathematisch: Wenn fir jeden Anfangszustand x(to) eine Eingabefunktion u(t) existiert, die
das System in endlicher Zeit zu einem beliebigen Endzustand X(tenq) fUhrt.

Steuerbarkeitsmatrix
Um zu Uberpriifen ob das System steuerbar ist wird die Steuerbarkeitsmatrix aufgestellt und
auf vollen Rang gepriift.

Q;=(B AB A’B A@-Dp),  rang(Qs)=n
Bei quadratischen Matrizen (B = (2), einen Eingang) = det(QS) #=0
Bsp. DC-Motor

A= ) B=<1/>, c=(1 0)
Mit x; = Drehzahl und x; = Strom
km
0 /]L km
=(B AB) = , det =———=%0
Q= 4p)=|1/ x5, et(Qs) = ~ 1272

Der Rang ist voll --> Das System ist steuerbar

Beobachtbarkeit

Kann ich am Ausgang messen was im Zustandsraum passiert?

Mathematisch: Wenn der Ausgangszustand x(to) aus den bekannten Gréssen y(t) und u(t) im
Intervall tp < t < teng bestimmt werden kann.

Beobachtbarkeitsmatrix
Um zu Uberpriifen ob das System beobachtbar ist wird die Beobachtbarkeitsmatrix aufgestellt
und auf vollen Rang gepriift.

C

Qg = C-A ) rang(Qg) =n

CA(n—l)
Bei quadratischen Matrizen (C = (1  0), einen Ausgang) = det(QB) #0
Bsp. DC-Motor

C 10 :
0 =< >= , diagonal — wvoller Rang

Der Rang ist voll --> Das System ist beobachtbar



Zustandsregelung (ZSR) Berechnung von K allgemein Mit Gltekriterium

Bei der Zustandsregelung wird die Systemdynamik in dem Zustandsvektor e Berechned = A — BK Das Gutekriterium erweitert den stabilen Regler zu einem optimalen Regler.
abgebildet und als Ganzes fiir die Regelung verwendet. o MitK = (kl, ky, ..., kn) Dafiir wird meist ein quadratisches Gutekriterium eingefiigt.
w(t) w i T ]y * Berechne charakteristisches Polynom v , ,
— B [ » C — o P()=|1-1,—A4| ]=f(x Qx +uTRu) dt
n e Schreibe P A) auf 0
. Koefﬁzientv:rr\]i/cg(rg)leich Es wird die bestmdgliche Ruckfiihrung u(t) = —Kx(t), d.h. moglichst kleines J
Bsp. System 2.0rdnung gesucht.
A ~100 100 1
[/I /ﬂ [/lxrﬂ A= (_100 99 ); B = (1>; c=01 -1 Dies kann analytisch gemacht werden --> MATLAB
* D"”"ﬂ _ _ _ [K_Igr, P_Igr, eigVals] = Igr(A, B, Q, R);
K | ~ 100 —k; 100 —k,

e A=A-BK = ~100—k; 99—k, Oder [P, eigVals, K] = care(A, B, Q, R);

x=(A—-B-K)-*+B-w(t)=A-X+ B -w(t)

Die Zustandsgleichung lautet nun: P(D) = ‘(l +100+k, —100+ kz)

(A ist nicht die gleiche wie von der Transformation) 100 + k4 A=99+k,
K=(ky ky .. kyp) =22+ (ky + ky + 1)+ ky + 100

P, (1) = A% + 1001 + 2500

0 1 0
2A=(A-B-K)= 0 0 1 e k= 2400, k, = —2301
—-ag—ky .. —an_1—k, . )
= P(D) = 2" + (—ap_1 — k)AL 4+ (—ay — kp)A + (—ag — ky) Statische Verstarkung

dc = ygatiscn = —C-A" B+D=C-(BK—A)"'-B+D
In jedem Summand kommt genau ein Koeffizient aus K vor. --> Das char.

Polynom kann beliebig gestaltet werden. Vorsteuerung / statischer Vorfilter
--> Die Eigenwerte (Polstellen) konne frei gewahlt werden. V=1/dc
Berechnung von K aus RNF Regler mit I-Anteil
1. Erstelle die RNF des Systems Uber|agerter I/ PI-Regler
2. Waihle n Polstellen des geschlossenen Regelkreises, A; - A,, und w(t) " & - y
formuliere das Wunschpolynom —> > B B / " C >

Pyunscn(4) = (/1 - /11) s (/1 - /111)
="+ pp_g AD 4 p A+
3. Mache einen Koeffizientenvergleich

Po = o + k1 = ky =po—ao K

A

pr=a;+k, =k, =p1—ay

Besser als Vorfilter als statischer Vorfilter

Auslegung wie gehabt (Kompensation, WOK,...
Pn-1=0an-1+ky = ky=pn_1—an1 gung g ( P )

Bsp. H.O.
Mitm=1,c=100,d=1, Mitcl-Polstellen bei -50 und aperiodisch

o )0, 1)=(C ) e Y R Ry R

I-Anteil als zusatzlicher Zustand

= C L~ | [
4 - 100 -1/ \-a, -a
L— A
B = 0 = (O) C = (1 0) }‘_. '-.Zz:;e;l&ireclce.
1/m 1)’ ) " .
P(A) = 2%+ (1 + ky)A+ (100 + k4 ) "]
Pyunsch1) = (1 +50)2 = 12 + 1001 + 2500
k, = 2500 — 100 = 2400 E=(x>, 71=(A O">, §=(B), c=( 0
k, =100 — 1 = 99 Xi —C 0 0
2 Bsp. System 2.0rdnung (siehe oben)
A=(-100 99 0|, B=|1]|, c=(01 -1 0)
-1 1 0 0
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Zustandsbeobachter (ZSB)

Bei der Zustandsregelung wurde angenommen, das alle Zustiande als
Messgrossen vorhanden sind. --> Ist hdufig nicht der Fall.

Luenberger Beobachter
w(t)

% System >

/ﬁ'M&SrBssen
nxC

B e SiatdleMer

Y

=
>

"B oy

v
Q

A

>z

A

Ansatz: Schatzen der fehlenden Systemeingdangen anhand den vorhanden
Messungen y und dem Systemmodell.
J?:H(y—f-a?)+ﬁ-9?+§-w(t) = (ﬁ—Hf‘)-J?+§-w(t)

Hier bei nimmt mananddas A = A4,B = B,C = C.

Daraus ergibt sich, dass der Beobachtungsfehler e = x — X, gegen Null geht
wenn die Eigenwerte der Matrix F = A — H(C stabil sind (negativen Realteil
haben).

Berechnung der H-Matrix
Die H-Matrix berechnet sich analog zur K-Matrix, aber mit der BBNF

0 0 —ag hy
e A=A-HC=|1 0 : -+l .. 1D
0 1 —ay_q h,
—ag—hy

0 1 —a,_1—hy
« P() =21, - 4)]
* P unsch(A) aufstellen
e Koeffizienten Vergleich
© h'l = Po — Qg -
Matlab:
H = place(A', B', P)’

Vergleich zu ZSR
A=A", B=C", H=K'

Separationstheorem

Wenn die Regelstrecke steuerbar und beobachtbar ist, so kdnnen die Pole
flr die ZSR und die fiir den ZSB unabhangig voneinander gewahlt werden.
Die Pole des Gesamtsystems setzen sich aus diesen beiden zusammen.
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Zeitdiskrete Systeme Stabilitat, Polstellen s-Ebene und z-Ebene

Zeitkontinuierliches System (Differentialgleichung): Stabil wenn alle Polstellen |pl~| <1 ,Vi, alsoinnerhalb des Einheitskreis. Durch die Zeitdiskretisierung wechseln wir von der s- in die 2-Ebene. Skizzieren Sie
a, - y(n) +a,_q- y(n—l) 4+ a Grenzstabil wenn auf dem Einheitskreis Pol-Nullstellendiagramme fiir die notierten Beispiele:
o
=by-u@ +by_y-ul@D 4.+ b, Die Eigenwerte von Ay sind die Polstellen s—Ebene el LT
Zeitdiskretes System (Differenzengleichung): Nullstellen berechnen sich aus dem Zdhlerpolynom wie gehabt [ T
An " Yi+n T Qn-1 " Yi+n-1 T =+ oYk / \
= bg - Urq + Dg-1 " Uktq-1 + -+ bo - U Visualisierung in Bodeplot Saliicr letacdtor Hilines —_—— H o
Bzw. in Signalverarbeitungsschreibweise G(2) - G(w), mit z = eJ@Ts Euler FW_Euler-BW R / R
An Y+ ap-1"Yg-1+ "+ AQoYk-n Lo .
= by U + by - Ugq + -+ by - U jA Wobehllw |mdBere|ch 0.. a;rnyq —1
A~ gewahlt wird mit wy,,q = —
RC-Glied Z_Ebene Ts e J‘ 'J‘
Ty =—y(t) +u(®), T At . >—Ebene
_ Y =— V-1t T Uk I
T=R-C T+ At T+ At /
Zustandsralummodell s =0 Pl-Regler von Vorseite, T, = 0.] gl ]
Xk+1 :Ad'xk‘l'Bd'uk S ~>_ 7-_004 -A0 R R
yk:Cd'J_C)k+Dd'uk 9{ s- \
Gewichtsfolge (Impulsantwort)
Die Gewichtsantwort gi ist die Antwort eines Systems auf s—Ebene — I
einen Impuls der Form: Fors \
1 firk=0 1 | /
Up = 0 fiir & 0 : Pl-Regler von Vorseite, T,, = 0.02 —— : C‘J—"
ur K > S5, ZOH - Transformation Tez004 =50 4 ‘ A
z—1 . (G(s) \\
Beispiel: yi, = 0,9 - yj_1 + Up_1 G(z) = ;- Z{L 1 {T}} 1
=09-0+1=1, =0
7 _ o L A3 Bsp. Integrator (G(s) = =)
y2=09-1+0=09 ° 5 s . . .
y2=09-09+0 =081 ° 4 1/ Blockschaltbilder aus Differenzengleichung
0 k=0 % - Si=tsk- T Biquad Formulierung
Yk = {0_91(,—1 k>0 T ; ,‘L ; ;‘; SZ -1 7—1 7 Ts Nur 2. Ordnung - » -
’ G(z)=—— Z{k -Ts} = -Ts = 'Y 1Y =
. z z (z-1)? z-1 \/,‘=\o1ul,_ R > Y ouz_q a, \/& ‘ —c;l°>/t ,
z-Transformation : : : Z =
e Differenzengleichung: o | L | | ] -
Definition: © Vo1 = Loy =Ts - U = Vo1 = Y + T - ug | s —_>Q _ Ye
- 1
_ _ k !
Fz) =2{fi} = Z fiz Bilineare Transformation (Tustin) =
=0 2 z—1 [ | o g 15 ‘ 1=
Gosom. Reihe: {1,0.5,0.25,0(;..} = 0.5% s = i Tr1 > P4 —7 ep TR CURS
1 _ 1 B | ! { A ! ¢ ! {
Q0 =1=g 208 = ) 05" s = — e HEEEEEFIINN Foamdl eilung
k=0 k=0 1-— 5 (z+1)
.z G(z) = 1 Allgemeine Formulierung >( TH— é<__ =4, |L ‘ ‘ ‘
z-05 N TS( 4 ) n-ter Ordnung ‘ L == i
- : Vie1 = Ve + = (u u
z-Ubertragungsfunktion T Ak T g e _ > b,
Y 7 Euler-Vorwarts-Transformation
6y = 1D 2 z-1 +
U@~ Z{w,) =it o ha ]
Bsp. Integrator :
Aus Differenzengleichung: P %w Jb-ba
— N el n 1 o
@y y(@) 2"+ any y(@) 2" At -y (2) G2)=——7 X
= by U by a0 2 b u(e) Ve = 30 2T, P O v P O gy N v E R e B
2 2"+ = 2t + .. .. . + K z z s
G(z) = v( £l & Ve e 12Nt e Euler-Riickwarts Transformation =
U(z) ap2"+an_12"1+...+a1z +ap 17-1 N
S =—— ;1— 0,1 |«
L Ts =z !
Aus zeitdiskretem Zustandsmodell Bsp. Integrator i
G(z)=C-(z-1-A)"*-B+D T,z ] -a, |«
G(z) =——
z—1
Yi+1 = Vi + Ts - Up41 a4 <
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Abtastregelung
Approximation der ZOH-Transformation

"'Lont. g::]vm\
. -0 n\getnﬁetes S:‘j“' l
~ —Z0H

V.

Die ZOH-Transformation kann im zeitkontinuierlichen durch ein
nachgeschaltetes Totzeitsystem mit der Totzeit T;=Ts/ 2

. Ts
approximiert werden. (e /“2)

D.h. das Abtasten einer Regelstrecke fiihrt zu einer

Zeitverzogerung von Ts / 2 bzw. einem Phasenverlust von

Ts
Pyer.(w) = —w - Y

Wahl der Abtastzeit

Ein gewisser Phasenverlust ist tolerierbar. (5-7°)
(J)B * TS

= @yert(wp) =5...7 -m/180 =

2
1 1 - rad
T 6w, (Ol

=T =

s-Ebene und z-Ebene
3.

WOK

Die WOK ist genau gleich wie bei zeitkontinuierlichen Systemen. Dies ist
moglich, da sie auf der Riickkopplung gebrochen-rationalen Funktionen
basiert.

ABER, Abtastsysteme werden bei Riickkoppelung bei Erh6hung der
Reglerverstarkung k stets irgendwann instabil.

Bsp. RCRC

Zeitkontinuierlich
N

Abgetastet

*

0g 080 = 0.6:/T 04T
2' SLO'Q\\.
< »r
1_0.97 _ 0.5 | 0.8x/T
SCoV\i\un | Da%pf\, 4.1
} £3
. — oo
| gund e Tmnsgorvna @ \'
A <« z-¢™
Uo7 L 050 08T
%9 08 05 0% y B Ll L L e
5 4 3 2 1 0 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Transformation: z = e5Ts
Zeitkontinuierlich: Zeitdiskret:
Integrator: Pol beis=0 Polbeiz=1

Trennung stabil/instabil:
Werte konstanter Dampfung:

Ansteigende Dynamik:

Imagindre Achse

Ursprungsgerade

Konzentrische Kreise vom

Ursprung

Einheitskreis
Herzférmige Linien

Wellenférmig von z = 1 aus
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Linearisierung
DGL n-ter Ordnung bestehen aus n DGL 1. Ordnung
J'Cl = f]_(.)-é,ﬁ, t)

56'2 :fz(f,ﬁ,t)’ ‘X:l

mit X =
’ > — xn

= fu(%,4,t)

Wobei die f;im allgemeinen nichtlineare, zeitabhangige Funktionen sind.

1 Arbeitspunkt bestimmen
Die Linearisierung erfolgt stets an einem Arbeitspunkt (AP) und ist statisch

Bsp. Schwebend Kugel
DGL und Zustandsvarlablendarstellung

YRR

n:

X

(%

q-
~

3
| X|+P-064)

i
A

= X 3

~

nwaf K +0.0

H

X,

3
X
P

=X,

-Grossen bestimmen

Xo + AX,
5(" —)

I

=

u =

Ergo alle Zeitableitungen sind =0.
x=0->f=0
Bedingungen fiir X, U,. Berechne alle xio und u;oaus den gegebenen

U=uy+ AU
Ad

3 Lineare Approximation, Ableitungen bilden, Jacobi-Matrix

Bei der Linearisierung wird die nichtlineare Funktion um einen Arbeitspunkt (AP) mittels
Taylorreihe angenahert — dabei bricht man nach dem linearen Term ab. Es gibt n
partielle Ableitungen pro f; nach den Zustdanden, sowie q Ableitungen nach den
Eingdngen (InRT2 g =1).

1 Arbeitspunkt bestimmen

X,=0

20

,n

]

=0

=)

-0.05 (x .+ ¢

2.00A4

L
S

~

*

> 0.0

-*

1
n

e

-

2 A-Grossen bestimmen

A
= 1(9

-

il‘

NEIPYT

3 Lineare Approximation, Ableitungen bilden, Jacobi-Matrix

- e
Ta

o

1

-
—

25

v
Lt

i

rl

ra
e .
(3

4 (x.-ﬂ-a

0‘

"

@ X,

L 4]

i

40

LY
™~

d d
L A7 oan oA
T odx, v od Uoqy, e dx
dfz J-C2 ~~~~~ %Cn df df; {iz ..... d
=A=ldn o T
: dfn dfn : d q d q
d —— —_— d 4 AN
i dx, dx, | . . _& du, dxq /. |
dx, x=%o du, #=%
U= =1,

Ergibt die A und B Matrix der Zustandsraumdarstellung.

4 Linearisierte DGL aufstellen
Einsetzen:

A¥ =A-A%+ B - A

y=C-AX+D-Au
C und D bestimmen wie in normalem Zustandsraummodell

L ,‘f4 #0004}

‘hq.‘-

1 % i,r-i_ﬁ’
—

4 Linearisierte DGL aufstellen

L=

e

—

i

A

i

o

or

L

'O‘ﬁ-:&w (s

Py

[
o
X
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